Exame de Qualificacao - Mecanica Quantica
26/08/20

Nome:
Semestre 2020.2

26/08/20

Limite de tempo: 4 horas e 30 minutos Professor Italo Nunes de Oliveira

1) Considere um oscilador harmdnico unidmensional de Hamiltoniano H e estados estaciondrios |¢,), tal
que
H|@,) = ho (n+1/2) |@n), ey

comn=0,1,2,3.... O operador U (k) é definido como:
U(k) = e, )

onde X € o operador posi¢ao.
(a) O operador U (k) é unitdrio? Mostre que

Y [{@ulU (k)| u)]* = 1. ()
(b) Os operadores de aniquilagio e criagdo, a e a’, sdo definidos como
mo iP,
— /= (x 4
“ 2h ( + m(D) “)
T meo X — iPx 5
“ =V 2n ( mo )’ )

onde P, é a componente x do operador momento linear. Sabendo que

a|q’n> = \/’;‘(Pn71> (6)
e
a'l@,) = Vn+1|@us1), 9
mostre que
(@o|U (k)| @o) = exp [—k*(@o|X*| o) /2] - (8)
Dica: Use a identidade ( )P
¢ > (Ar)*
A 75:26 i 9)

onde A € um operador e ¢ € um escalar.

2) Considere um sistema de momento angular J, com j = 1. A base do espaco de estados ¢ formada pelos
autovetores dos J? e J;: {|1,1),|1,0),|1,—1)}, com J?|j,m) = j(j+ 1)h?|j,m) e J.|j,m) = mh|j,m). O
Hamiltoniano do sistema € definido como:

@iy, (10)

HO:O)OJZ+ h Z

Aqui w1 > ay.
a) Quais sdo os niveis de energia do sistema? Para que razdo @; /@y hd estados degenerados?
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b) Um campo magnético By € aplicado ao longo da direcdo x, de forma que uma perturbagdo age no sistema,
dada por

W = —yByJ,, (11)

onde y € a razdo giromagnética (Y < 0). Use a defini¢do dos operadores J+ = J, £ iJ, para escrever a matriz
de representagdo da pertubagdo W. Dica: J|j,m) = /(jFm)(jEm+1)|j,m*1).

¢) Suponha que @; = ay. Para |yBy| < @y, calcule as corre¢des em primeira ordem para as energias do
sistema. Calcule as correcdes de ordem zero para os estados.

d) Suponha que w; = 2ay. Para |yBy| < @y, calcule as corre¢des em primeira e segunda ordem para as
energias do sistema.

3) Considere um sistema de 2 niveis, |@;) e |¢,), acoplados por uma perturbagdo W. Vamos supor que, na
auséncia da pertubagdo, o estado |@;) € instdvel, com um tempo de vida 7;. Suponha que as energias do
sistema nao perturbado sdo:
g = E; —iﬁ')//z (12)
& = b, (13)
onde Y = 1/71;. Neste caso, o sistema possui um "Hamiltoniano" Hy ndo Hermitiano. (a) Sabendo que
W|@2) = Wia|@1) e W) = W)5|@2), calcule as novas energias do sistema a partir da diagonalizagdo direta

de H =Hy+ W, com |Wj3| < (E; — E}). Interprete o resultado obtido.
(b) Suponha que E; = E|. Mostre que o "Hamiltoniano" H pode ser escrito como

H— <E1 _iZY) 14K, (14)

onde / € a identidade e o operador K é dado por

N
(K) = ("“y W“) (15)

* .y
Wi g

¢) Diagonalize a matriz de K e mostre que as energias do sistema sio

B

€ = E —i%+k1 (16)
7

eézEl—iZy—kl, 17)

comk; = \/’W12|2 — (ﬁ}’/“-)z
d) Mostre que os autovetores ndo normalizados de H e K sdo dados por:

h

) =Walen) + (1 +i%7 ) 2 1s)
h

[2) = Waalgr) - <k1—i4y> 92) (19)

e) Supondo que, em ¢ = 0, o estado do sistema é |¥(0)) = |¢,), calcule |¥(z)). Determine a probabilidade
de Pi>(t) = |(@1|¥(r))|*. Analise os casos em que k; é puramente real ou puramente imagindrio.



