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Nome:
Semestre 2021.1

Limite de tempo: 4 horas e 30 minutos Professor Italo Nunes de Oliveira

1) Considere o Hamiltoniano para uma particula de momento angular orbital £ = 1

L;—L3
H = & ———+ ayL. M

(a) Determine os autovalores e os autovetores de H. (b) Considere que o sistema estd no estado |y (fp = 0)) =

|1,0). Qual a probabilidade de uma medida de L, resultar em —A? (c) Calcule AL + AL§ para um estado
dlly) o diLs)
dr dr

arbitrdrio |¢,m). (d) Para um estado arbitrario |¢,m), calcule

2) Considere uma molécula com quatro 4&tomos, como mostrado na figura.

Na auséncia de interacdo entre primeiros vizinhos, o Hamiltoniano Hy para um elétron é:

Ho = Ea|0a)(@a| + Eg|®1) (91| + Ep|s2) (§82| + EB|083) (983 )

A interagdo entre primeiros vizinhos pode ser vista como uma perturbagao, sendo dada por:

W =a[[¢a)(®n1]+[0a) (952| + |9a) (@3] + |P81) (Pal + [@52) (Pa| + |P53) (Pal] 3)

a) Para o estado ndo degenerado de Hy, calcule as corre¢des da energia em primeira e segunda ordem.

b) Para os estados degenerados com energia Ep, mostre que a diagonalizag@o da perturbagdo no subespago
de estados ndo remove a degenescéncia.

¢) Vamos supor agora hd uma interagcdo de longo alcance, dada por

Wi =t [|981)(9B2| + [9B2) (D81 |+ |951) (PB3| + |083) (PB1] + [PB2) (B3] + |9B3) (DB2] 4)

Mostre que a diagonalizagdo de W) no subespaco de estados degenerados de Hy remove parcialmente a
degenerescéncia.

3) Considere um sistema de 2 niveis, |@;) e |¢,), acoplados por uma perturbagdo W. Vamos supor que, na
auséncia da pertubagdo, o estado |@;) € instdvel, com um tempo de vida 7;. Suponha que as energias do



Exame de Qualificacdo - Mecanica Quéntica  Page 2 of 3 02/03/21

sistema ndo perturbado sdo:

& = El—iﬁ]//z 5
& = E, (6)

onde Y = 1/71;. Neste caso, o sistema possui um "Hamiltoniano" Hy ndo Hermitiano. (a) Sabendo que
W|@2) = Wiz|@1) e W|@i) = W)5| @), calcule as novas energias do sistema a partir da diagonalizagdo direta
de H =Hy+ W, com |W3| < (E; — E}). Interprete o resultado obtido.

(b) Suponha que E; = E|. Mostre que o "Hamiltoniano" H pode ser escrito como

h
H= (El—iJ)I—FK, %
onde [ ¢ a identidade e o operador K é dado por
.y
—i4 Wi
(K)=1| s ®)
Wi i

¢) Diagonalize a matriz de K e mostre que as energias do sistema sao

1

g =E1—i%+k1 )
7

eézElfinykl, (10)

com kj = \/|W12|2 — (hy/4)*.
d) Mostre que os autovetores ndo normalizados de H e K sdo dados por:

i

ly1) = Wia| @) + <k1+i4y> |@2) 1)
h

[2) = Waalgr) - <k1—i4y> 92) (12)

e) Supondo que, em 7 = 0, o estado do sistema é |¥(0)) = |¢2), calcule |¥(r)). Determine a probabilidade
de Pi>(t) = |(@1|¥(t))|*. Analise os casos em que k; é puramente real ou puramente imagindrio.

4) Um oscilador harmdnico unidimensional € composto por uma particula de massa m e carga gy que estd
sob a aciio de um potencial V(X ) = m®?X? /2. Considere que a particula é submetida a um campo elétrico
dependente do tempo E(t), paralelo ao eixo Ox. Desta forma, um termo W deve ser adicionado ao potencial
V(X), dado por

Wg = —qE(1)X (13)
a) Escreva o Hamiltoniano do sistema em termos dos operadores a e a'. Calcule os comutadores de [a, H (t)]
e [ H(r)].
b) Vamos definir o(t) = (y(r)|a|y(t)), onde |y(t)) é o vetor de estado na particula em ¢ > 0. Use as
relagdes de comutagdo do item anterior para mostrar que () satisfaz a equagéo:

do(t)
dt

= —iwa(t)+id(t) (14)
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onde
q0
At) = E(t 15
(1) = <o E() 1s)
¢) Determine o valor médio da posi¢do e do momento da particula.
d) Vamos definir
0(2)) = [a—a(@)]ly()) (16)
Mostre que |¢(¢)) satisfaz a equag@o:
Ld|o(t
20 (10) 4 noj (1) a7



