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Exame de Qualificação - Mecânica Quântica

1) Considere uma part́ıcula de massa m confinada em uma região unidimen-
sional, sujeita ao potencial

V (x) = ∞, x < 0,

= 0, 0 < x < a,

= ∞, x > a.

Dada a equação de Schrödinger
[
− h̄2

2m
∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ(x, t) = ih̄ ∂

∂t
ψ(x, t), onde

ψ(x, t) =
∑
n cnϕn(x)e−iEnt/h̄, (a) calcule as autofunções ϕn(x) e (b) os auto-

valores de energia En.

Levando em conta que a função de onda ψ(x, t), em t = 0, possui a expressão

ψ(x, t = 0) =
√

8
5a

[
1 + cos

(
πx
a

)]
sin

(
πx
a

)
, (c) calcule os coeficientes da ex-

pansão cn, assim como (d) a energia média do sistema 〈ψ|H|ψ〉, considerando
|ψ〉 =

∑
n cn|n〉 e H|n〉 = En|n〉.

2) Considere a hamiltoniana de um sistema de dois ńıveis, dada por

H = E0I +WA+WA†,

onde E0 e W são constante, I =
∑2
n=1 |n〉〈n| e A =

∑2
n=1 |n〉〈n+ 1|.

Assumindo condições de contorno periódicas, |3〉 = |1〉, (a) encontre as re-
presentações matriciais de I, A, A† e H. (b) A é um operador hermitiano?
(c) A e H possuem os mesmos autoestados?

(d) Calcule os autovalores (E1, E2) e os autoestados (|E1〉, |E2〉) de H.

3) Suponha que o spin de uma part́ıcula esteja no estado

|ψ〉 = − 1√
2
|+〉+

1√
2
eiϕ|−〉.

(a) Calcule as probabilidades de obtermos os autovalores +h̄/2 e −h̄/2,
quando realizamos a medida de Sy, assim como o seu valor esperado 〈ψ|Sy|ψ〉.
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(b) Obtenha a evolução temporal, |ψ(t)〉 = U(t, 0)|ψ〉, a partir da hamilto-

niana H = ω0Sz, onde ω0 = |e|Bz

mec
, assim como a evolução temporal do valor

esperado é 〈ψ(t)|Sy|ψ(t)〉.

(c) Encontre o operador unitário S, tal que S|±〉 = |Sy±〉, e rescreva o estado
|ψ〉 em função dessa base nova {|Sy±〉}.

Agora, (d) encontre as probabilidades |〈±Sy|ψ〉|2 e o valor esperado 〈ψ|Sy|ψ〉,
com |ψ〉 e Sy escritos em função de {|Sy±〉}.

Dados:

|Sx±〉 = 1√
2
|+〉 ± 1√

2
|−〉, |Sy±〉 = 1√

2
|+〉 ± i√

2
|−〉,

Sx = h̄
2
|+〉〈−|+ h̄

2
|−〉〈+| e Sy = − ih̄

2
|+〉〈−|+ ih̄

2
|−〉〈+|,

sin(A±B) = sinA cosB ± sinB cosA,
cos(A±B) = cosA cosB ∓ sinB sinA

4) Um oscilador harmônico simples (em uma dimensão) é sujeito à uma
perturbação

λH1 = λx,

onde λ é uma constante real. Calcule ∆n até ordem de λ2, sabendo que a

hamiltoniana do sistema é H = h̄ω
(
N + 1

2

)
, N = a†a, a =

√
mω
2h̄

(
x+ ip

mω

)
e

que

∆n = En − E(0)
n

= λVnn + λ2
∑
k 6=n

|Vnk|2

E
(0)
n − E(0)

k

+ · · ·,

onde Vnk = 〈n(0)|V |k(0)〉.
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