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Questao 1

Considere uma particula em win potencial do tipo pogo quadrado infinito no qual V(z) = 0 para 0 <z < a
¢ infinito fora desta regiao.
As solugoes da equagao de Schroedinger independente do tempo sao dadas por

nm
U, () = v/2/a sen(—x)
a
para os quals as auto-energias correspondem a

B n TrZTI
o
" =
' 2mu.2

Agora suponha que uma particula nesta regiao tem como funcao de onda inicial
U(z,0) = A[V, (z) + e Uy(z)].

a) Encontre a constante de normalizacao A ¢ determine a fungao de onda num instante qualquer W(a,1):
(1.0 ponto) .

b) Calcule os valores esperados da posigao (z), do momento (p) e da energia (H) desta particula em fungao
do tempo. Analise em particular os casos de ¢ = 0, 7r/2 e . (1 5 pomos)

Questao 2

As trés ('omponentes de um operador vetorial de momento angular J = (J,, J,,, J,) satisfazem as relagoes de
comutacdo [Jy, Jy] = ihJ;, [Jy, J;] = ihdy e [J;, J;] = ihJ,. Os operadores nao hermiteanos Jy = J, = iJ,,
satisfazenn as relagoes de comutagao [Jy, Ji] = +hJy ¢ [J4,J-] = 2hJ, que, alternativamente, também
podem ser utilizadas para caracterizar a dlgebra tipica de operadores de momento angular.

Sejam a ¢ b dois operadores nao hermiteanos, satisfazendo com seus respectivos adjuntos a' e b as rclagoes
de comutacao

[a,al] = [b,b"] = 1; [a,b] = [a,b!] = [}, 0] = [al,01] =0

¢ que, portanto, representam os operadores de levantamento ¢ abaixamento de dois osciladores harmonicos
desacoplados.

a) Mostre, utilizando as relacoes de comutacao entre os operadores de levantamento ¢ abaixamento de
osciladores harmonicos. que os operadores
t 1 e il by t
Jy =ha'b; J =J, =MWa J. = 3 (a a—0 b)

satisfazem relagoes de comutagao de momento angular. (1,0 ponto)
b) Counstrua o operador J? = JZ + J? + JZ em termos de a, b e de scus adjuntos. (1,0 ponto)

Os operadores N, = ata e N, = bTh tem como autovalores os m’lmeros inteiros. A partir deste fato, mostre
)

que os autovalores do operador J2 podem ser escritos oo i+ 1), onde j pode scr qualquer ntmero

inteiro ou semi-inteiro (j = 0,1/2,1,3/2,2,...). (0,5 ponto).



Questao 3

Considere um sistema unidimensional composto de duas particulas. Suponha que ambas as particulas
encontram-se no mesmo cstado quantico de spin, mas em estados quanticos cspaciais distintos W, (x) ¢
U, (z) (ortogonais e normalizados). Sec as duas particulas sao distinguiveis, a fun¢ao de onda espacial do
sistema ¢ dada por

\I/d(.’El,.'Ifg) = \I/a (])1)\1}[,(.'232),

na qual a particula 1 encontra-se no estado a ¢ a particula 2 no estado b. Se estas particulas sao bosons
identicos, a funcao de onda composta é espacialmente simétrica com relagao a permutacao das particulas,
assumindo a forma: 1

‘I/+(IE1,J,‘2) = %[W[t(xl)\l/b(l’z) + \IJ(,(:El)\I/,,,(.'L‘z)];

enquanto que para o caso de fermions idénticos a fungao de onda é espacialimente anti-simétrica
1
V2

a) Mostre que, para o caso de particulas distinguiveis, a distancia quadratica média entre as particulas pode

ser escrita como (@1 — 22)%)q = (2%)a + (&%) — 2(z)a(z)s. (1,0 ponto) [{f(z)); = [ f(z)|V.()?dz ; (i =
d,a,b)]

U _(z,29) = (o(z1)Up(zg) = Up(x1) Ty (x2)].

b) Mostre que, para bosons e fermions indistinguiiveis, ((z1 — 22)*)+ = ((z1 — 22)%)a F 2/(x)us|? , onde
(x)or = [2Vo(x)* Py (2)dz. (1,0 ponto)

¢) Use o resultado do item anterior para explicar por que numa ligagdo quimica covalente os elétrons com-
partilhados ocupam um estado singleto com spin total nulo. (0,5 ponto)

Questao 4

Considere uma particula de massa m que é livre para mover-se ao longo de uma circunferéncia de compri-
mento L.

a) Mostre que os estados estaciondrios podem ser escritos na forma

|
W, (z) = —=e*™ /L (/2 <2 < L)2),
@)= (L2 <w<Lp)
onde n = 0,£1,+2,..., ¢ as energias permitidas sio £, = = (%)2 (0,5 ponto) [Note que, com excecao

do nivel de energia fundamental (n = 0), todos os outros niveis de energia sao duplamente degenerados|.

¥ s —p2/,2 . o~
b) Agora considere uma perburbagio na forma H' = —Vpe™* /%" onde a << L. Use teoria de perburbacao
para estados nao degenerados para encontrar a corregao cm primeira ordem em Vy na energia do estado
fundamental. (1,0 ponto)

¢) A perturbagao acima quebra a degenerescéncia dos estados excitados. Use teoria de perturbagao para
estados degenerados para encontrar a corre¢ao em primeira ordem em Vg na energia dos estados excitados.
(1,0 ponto) '

Para calcular as integrais neste problema, explore o fato de que a << L para extender os limites de integragao

de +L para +co. Quando necessario, complete o quadrado perfeito na fung¢ao exponencial e, apds wma
. < + o2 :

nudanga apropriada de varidvel, use que f_;o e" % du = \/7/a.



