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Resumo

Neste trabalho, nés utilizamos a transformacdo decoracio-iteracdo para determinar, de forma
analiticamente exata, o diagrama de fases das redes quadrada e cubica simples de spins que
envolvem tanto elétrons localizados como elétrons itinerantes. Os elétrons localizados ocupam
os vértices das redes e nao interagem diretamente entre si. Entre dois vértices da rede existem
dois outros sitios que podem ser ocupados por até dois elétrons intersticiais. Estes dois elétrons
interagem com o spin da rede mais proxima por um acoplamento de exchange J. Os elétrons
intersticiais podem mover-se entre os dois sitios disponiveis com uma amplitude de “hopping”
t. Foi recentemente demonstrado que quando um tinico elétron intersticial decora a rede, esta
apresenta um ordenamento ferromagnético. Por outro lado, o sistema apresenta uma fase anti-
ferromagnética quando dois elétrons intersticiais estao presentes. Em nosso modelo, o nimero
médio n de elétrons instersticias por ligacao da rede pode ser controlado através de um potencial
quimico. Noés mostramos que, para a rede quadrada, a fase ferromagnética surge na faixa de
0,5 < n < 1,148 e que a fase antiferromagnética surge na faixa n > 1,852. A fase ferromag-
nética apresenta maior estabilidade com relacdo a presenca de flutuacoes térmicas para n < 1.
Adicionalmente, n6s mostramos que a fase ferromagnética é reentrante no regime de amplitude
de hopping pequeno e grande, enquanto a fase antiferromagnética torna-se reentrante no regime
intermediario. Estes resultados estao de acordo com alguns experimentos que demonstram uma
mudanca do ordenamento magnético em fun¢do do preenchimento da banda em sistemas de
elétrons itinerantes. Resultados semelhantes sdo reportados para o diagrama de fases na rede

cubica simples para a qual as densidades criticas de elétrons sdo também determinadas.

Palavras-chaves: Diagrama de fase; Sistema hibrido localizado-itinerante; Transformagao

decoragao-iteragao.



Abstract

In this work, we used the decoration-iteration transformation to analitically determine the phase
diagram of the square and cubic lattices of spins that incorporate both localized and itinerant
electrons. The localized electrons occupy the lattice sites and do not interact directly with
each other. Between two sites of the lattice there are two sites that can be occupied by at
most two interstitial electrons. These two electrons interact with the closer lattice spin by
an exchange coupling of J. The interstitial electrons can move between the two available sites
with a hopping amplitude ¢. It was recently demonstrated that when there is only one interstitial
electron decorating the square lattice, the lattice presents a ferromagnetic ordering. On the other
hand, the system presents an antiferromagnetic phase when there are two interstitial electrons
present. In our model, the mean number of interstitial electrons can be controlled by a chemical
potential. For the case of a square lattice, we show that the ferromagnetic arises in the range of
0.5 < n < 1.148 and the antiferromagnetic phase arises in the range of n > 1.852. We also showed
that the largest stability of the ferromagnetic phase against thermal fluctuations is acheived for
n < 1. The ferromagnetic phase is reentrant in the regimes of small and large hopping amplitudes
while the antiferromagnetic phase becomes reentrant in the intermediate regime. These results
agree with some experiments that demonstrate a change in the magnetic ordering in function of
the filling of the band in itinerant electrons. Similar results for the phase diagram on a cubic

lattice are reported for which we also determine the relevant critical electron densities.

Keywords: Phase diagram; Localized-itinerant hybrid system; Decoration itineration trans-

formation.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao Histérica

Apesar de existirem relatos a respeito de materiais magnéticos de oitocentos anos
antes de Cristo, foi apenas com o advento da Mecanica Quantica no inicio do século
XX que foi possivel obter um entendimento satisfatorio a respeito do Magnetismo e suas
propriedades, o que desencadeou o desenvolvimento de novos materiais magnéticos e
formas diferentes de utilizagao [1; 2].

O termo magnetismo surge na Magnésia, uma regiao do litoral mediterraneo grego
onde foi minerada uma rocha cinza prateada conhecida atualmente como magnetita, que
¢ um ima natural [3]. De acordo com Plinio, o ancido, existe também a possibilidade
do termo magnetismo ter sido originado de Magnes, um pastor grego que prendeu os
pregos da solas de seus sapatos em um minério, descobrindo assim o magnetismo. A
caracteristica mais importante dos imas é que eles sdo magnéticos, um conceito familiar
para quase todas as pessoas atualmente. Os imas atraem pedagos de ferro sem nenhuma
razdo aparente. Kste comportamento “magico” originou diversas explica¢bes embasadas

na superstigao [4].
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1.1. Introducao Histérica 11

Uma teoria mais sofisticada sobre o magnetismo foi proposta por Empendocles em
meados do século V a.C., envolvia emanacoes invisiveis nomeadas como efluvios, uma
espécie de campo dinamico. Por volta de 50 a.C. o poeta romano Lucretius escreveu em
sua obra De Rerum Natura, uma tentativa de explicar o comportamento dos imas. Ele
foi um dos primeiros a perceber que materiais magnéticos podem repelir e ndo apenas
atrair[1].

A primeira aplicacdo realmente notével dos materiais magnéticos foi na criagdo da
bussola, que na Europa data de aproximadamente 1100 d.C. [3]. Anteriormente ao seu
invento, os marinheiros dependiam das estrelas para se localizar, o que era bastante
inconveniente quando o céu estava coberto de nuvens ou a neblina era muito espessa.
Existem relatos de que a biussola foi inventada na China por volta de 1100 a.C.[3]|, mas
sua utilizacao era muito diferente: Videntes usavam biissolas para determinar os locais
que continham mais sorte.

Apesar de muitas especulagoes a respeito dos materiais magnéticos, somente com as
ideias inovadoras de Petrus Peregrinus, o Magnetismo e a Fisica puderam avangar como
ciéncia. Em 1269 d.C. [4], ele escreve uma carta que ficou conhecida como o primeiro
tratado de Fisica experimental existente. Neste ele descreve, entre outras coisas, seus
experimentos com um ima esférico e pedacos longos de ferro, sendo também o primeiro
a tracar as linhas de campo e a utilizar a nomenclatura “polus”, referente ao polo norte
e ao polo sul dos materiais magnéticos. Petrus Peregrinus foi um dos primeiros, se nao
o primeiro, a expressar que a experiéncia, e nao o argumento, é a base das certezas da
ciéncia. Isso foi o que tornou sua carta um documento histérico tdo importante.

O trabalho de Peregrinus foi continuado apenas em 1600 d.C. [4], quando o fisico
real da rainha Elizabeth I, Willian Gilbert, escreveu um tratado sobre magnetismo e
eletricidade nomeado por ele de “On the Magnet”. Neste tratado, com eximia maestria,
Gilbert propde a ideia de que a Terra é um magneto e consegue separar ficcao e fato

acerca do magnetismo, e devido a isso, entra na histéria como o “Pai” do magnetismo.

Instituto de Fisica - UFAL



1.1. Introducao Histérica 12

No século XVII, com as influéncias de Galileu e Newton [5], o método cientifico comega
a empregar a matemadtica ao invés da metafisica na explicacao de fenémenos. Isso produz
as ferramentas necessérias para que em meados do século XVIII Coulomb estabeleca
a teoria da eletricidade e mais tarde, no inicio do século XIX, Oersted desenvolva a
eletrodinamica e Ampére formule a no¢ao de campo magnético.

Oersted [2] foi quem primeiro percebeu que uma agulha magnética na vizinhanga
de uma corrente elétrica sofria um desvio, o que significava que cargas em movimento
produziam efeitos magnéticos. Essa foi a primeira conexao entre a teoria da eletricidade
e a teoria do magnetismo. S6 entdao Faraday percebeu que a reciproca era verdadeira,
ou melhor, magnetos em movimento ou um magneto que varia no tempo induz corrente
elétrica em uma determinada configuragao.

Alguns anos mais tarde, Maxwell traduz essa teoria em suas famosas Equacoes de
Maxwell que relaciona efeitos elétricos e magnéticos dependentes do tempo [5]. Essas
ideias foram aplicadas na criagdo dos motores e geradores elétricos, microfones telégrafos,
relés, entre outros.

Em 1891 [6], James Erwin publica sobre as propriedades magnéticas conhecidas que
eram usadas em motores e geradores. Erwin ¢é o criador da expressao “ciclo de histerese
para a curva de magnetizagao”, sendo a histerese um fenomeno referente a irreversibili-
dade do processo de magnetizagdo e desmagnetizagdo para determinados materiais.

Na virada do século, Pierre Curie observa que a magnetizagao dos magnetos depende
inversamente da temperatura, ele também percebe a existéncia de uma temperatura cuja
magnetizagao desaparece nomeada por ele como Ponto de Curie, que é sempre constante
para um material, mas varia ao muda-lo. Apesar de Curie ter descoberto essa relacao
dos magnetos com a temperatura, Langevin foi quem explicou analiticamente a teoria,
utilizando modelos classicos e a estatistica de Maxwell-Boltzmann.

Aprofundando-se em seus estudos sobre magnetismo, Langevin é o primeiro a estu-

dar o Diamagnetismo e o Paramagnetismo, comportamentos caracteristicos de alguns
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1.1. Introducao Histérica 13

materiais magnéticos, admitindo um momento magnético intrinseco para um atomo.

Em 1907 Pierre Weiss utilizando o modelo de Langevin para explicar o Ferromag-
netismo, cria a primeira teoria moderna do magnetismo com o conceito de campo mole-
cular. Ela tem como base os experimentos que ele fez com minérios de pirita de varias
regides, incluindo Minas Gerais no Brasil [7]. Nesses experimentos, Weiss percebeu que
nao existia atracao se o plano da face do minério fosse perpendicular as linhas do campo
magnético e quando as linhas de campo estavam no plano da face, a atracdo era muito
grande, concluindo que existe um campo molecular formado por pequenas “agulhas mag-
netizadas”, arrumadas em linhas paralelas na dire¢ao da magnetizacao.

E possivel perceber na teoria de Weiss que o valor do campo de Weiss nao tem
explicagao fisica por se tratar de uma teoria classica. Outro problema da teoria classica
aparece no teorema de Van Leeuwen, que nos fala que quando a estatistica de Boltzmann
¢ aplicada em um sistema din&mico, a susceptibilidade magnética é nula. Isso ocorre pois,
ao valer-se da equagao de Langevin, a priori é assumida uma molécula possuidora de um
momento magnético permanente igual para todas as outras moléculas com a mesma
composi¢ao quimica. Isso aconteceria supondo o momento angular eletronico com um
valor definido, algo que nao pode ocorrer de jeito nenhum.

A ineficiéncia da Fisica Cléssica para explicar tais acontecimentos resultou na con-
cepcao da atualmente conhecida como Velha Teoria Quéntica e com ela a Fisica pros-
perou. Munido com aparato suficiente para explicar os fenomenos, Bohr em 1913 [6]
explica a origem dos momentos magnéticos atémicos e define a unidade fundamental do
momento, o magnéton de Bohr.

Ao realizarem um experimento em 1922 [8], Stern e Gerlach obtiveram os possiveis
valores do momento magnético do elétron de um atomo de prata. Em 1925 [9] Goudsmit
e Uhlenbeck propdem o conceito de spin, que é o momento angular intrinseco relacionado
a0 momento magnético intrinseco. Ainda em 1925 [10], Ising resolve um modelo teérico

para um sistema magnético para 1D (uma dimensao), denominado atualmente como o
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1.1. Introducgao Historica 14

modelo de Ising 1D. Anos mais tarde Lars Onsager publica a resolugao do modelo de
Ising em 2D (duas dimensdes) na auséncia de campo externo.

Neste mesmo periodo, Erwin Schroedinger desenvolve a famosa equac¢ao nomeada em
sua homenagem, a equagao de Schroedinger, que descreve a evolugao temporal de um es-
tado quéntico utilizando uma notacao conhecida como Mecanica Ondulatoéria. Enquanto
isso Heisenberg, embasado na Mecanica Matricial, formulou o principio da incerteza, que
mostrava que por causa da natureza do sistema em si, quanto maior a certeza em relagao
a posicao de uma particula, menor era a certeza em relacao ao seu momento. Apesar de
repudiar as ideias de Heisenberg, Schroedinger prova que ambas eram equivalentes. A
Mecénica Ondulatoria e a Mecanica Matricial formam entao a base para a Nova Teoria
Quantica.

Utilizando os principios da Mecanica Quantica e da Teoria Especial da Relatividade
de Einstein, Dirac prové uma descri¢ao de particulas elementares de spins meio, como o
elétron, prevendo a existéncia de antiparticulas, no caso do elétron, o pésitron. Seguindo
esse raciocinio Pauli explica brilhantemente como os spins sao consequéncias da equagao
de Dirac. Heisenberg esclarece a respeito das forcas que existem entre os elétrons, a
conhecida interacdo de troca, a qual, apesar da origem eletrostatica, gera a diferenca
entre a energia de spins paralelos e antiparalelos. Isso era exatamente a pega para
preencher a lacuna e elucidar o campo molecular de Weiss.

Em 1927, Fritz London e Walter Heitler desenvolvem trabalhos sobre ligacoes quimi-
cas e forcas intermoleculares. No ano de 1929, John Slater contribui criando os deter-
minantes de Slater, uma maneira de expressar fung¢oes de onda anti-simétricas para as
particulas elementares fermionicas. Douglas Hartree desenvolve as equacoes de Hartree
para a distribuicao de elétrons nos orbitais moleculares, mas sua maneira de resolugao
desobedecia ao principio da exclusdo de Pauli. Somente quando Vladimir Fock, utiliza
os determinantes de Slater, as equacoes de Hartree tornam-se corretas e passam a ser

conhecidas como as equacoes de Hartree-Fock.
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1.1. Introducao Histérica 15

Weiss explica a causa da curva de histerese com o movimento das paredes de dominio,
confirmada pela experiéncia de Barkhausen [5]. Essa experiéncia expoe a existéncia de
regides chamadas de dominios em um material ferromagnético. Dentro de uma regiao,
existem diversos 4tomos orientados em uma mesma direcao. Qualquer mudanca dentro
desse perimetro afeta todo o dominio e nao apenas dtomos individuais.

Em 1930, em seus estudos sobre o Ferromagnetismo em regides de baixa temperatura,
Felix Bloch descobre as ondas de spin utilizando determinantes de Slater, perturbagoes
que se propagam no ordenamento dos materiais magnéticos. Ainda nesse ano, ocorre o
quinto congresso de Solvay. Entre muitos tépicos importantes, Pauli conjectura que ao
se resolver o modelo de Ising tridimensional seria possivel explicar o Ferromagnetismo.

Foi em 1932 que Louis Néel postula o ordenamento de materiais antiferromagnéticos,
somente confirmado anos mais tarde por meio do método da difracdo de Néutrons e
pela ressonancia magnética [5]. Anos mais tarde Francis Bitter desenvolve um estudo
sobre o antiferromagnetismo, no qual ele determina as circunsténcias para os elétrons se
alinharem de forma antiparalela. Utilizando o modelo de Bitter, Charles Kittel em 1948
estuda a ressonancia magnética. Ainda nesse ano, Néel se depara com materiais que
apresentam o Ferrimagnetismo, as ferrites, onde os spins sao antiparalelos, mas possuem
magnitudes diferentes [11].

Durante o periodo em que se passava a Segunda Guerra Mundial, como em muitas
outras areas, o magnetismo conseguiu dar um salto em seu desenvolvimento, entre esses
avancos, ¢ destacado o gravador de audio em fitas magnéticas e a descoberta de materiais
magnéticos isolantes, as ferritas [12]. As gravacoes de audio ja existiam na época, mas
gracas a descoberta da polarizagao a qualidade do dudio aumentou consideravelmente.
A descoberta de um material magnético isolante é muito importante, pois ele pode ser
usado na criacao de dispositivos que trabalham na faixa de frequéncia de micro-ondas.

Em 1946 [5; 12|, John Slater, Edmund Stoner e Van Vleck unem-se para escrever

um livro para elucidar melhor as ideias sobre a teoria do magnetismo em metais e em
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1.1. Introducao Histérica 16

isolantes.

Apesar de possuir conceitos que extensivamente necessitam do uso da Mecanica Quan-
tica, Mecanica Estatistica e Teoria Eletromagnética, as aplicacdes dos materiais magnéti-
cos na tecnologia atual sdo evidentes. Atualmente, existem diversas aplicagoes tecnologi-
cas e industriais para o magnetismo, desde sistemas de geragao e distribuigao de energia,
eletrodomésticos, automéveis, telecomunicagoes, sensoriamentos, prospeccao geoldgica,
engenharia, informatica, automagao industrial, entre outros [13].

Atualmente modelos exatamente soluveis capazes de descrever materiais magnéticos
sao o foco de muitos pesquisadores. Entretanto, normalmente a matemaética necessaria
para realizar tal feito é sofisticada na maioria desses modelos [14]. A procura de métodos
de resolucao mais simples para modelos exatos sempre é bem vinda e foi em 1959 o
ano no qual Fisher comecou o processo de generalizagao de transformacoes algébricas
provando e validando transformagoes de mapeamento algébrico como a transformagao
decoragao-iteragao e a transformagao estrela tridngulo, entre outras [15].

Existem diversos modelos para o estudo de materiais magnéticos. Dentre os que
apresentam solucao analitica para as propriedades termodindmicas podemos destacar
duas classes de modelos decorados que sao exatamente solaveis através de transfor-
magoes algébricas. Os modelos da familia Ising-Heisenberg, como as cadeias lineares
Ising-Heisenberg, cadeias diamante Ising-Heisenberg com plaquetas triangulares, mode-
los de Ising-Heisenberg em redes planares duplamente decorados, entre outros [15]. Uma
segunda familia foi recentemente introduzida de modelos hibridos exatamente soltiveis
descrevendo um sistema de muitas particulas interagentes possuidoras de spins de Ising
localizados e elétrons moéveis. Esta classe ainda possui poucos modelos que foram ex-
plorados na literatura em comparagdo com a anterior (cadeia tipo diamante [16; 17]
e o modelo em redes planares duplamente decorado [18; 19]). Estes sao normalmente
resolvidos por meio da transformagao decoragao-iteracao generalizada.

O objetivo desta dissertacao serd utilizar um modelo da familia de modelos hibridos
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exatamente soluveis que contém spins localizados e delocalizados para descrever a mu-
dancga no ordenamento magnético a medida que a concentracao de spins delocalizados
aumenta. No restante deste capitulo iremos fazer uma descri¢ao resumida das principais
propriedades magnéticas da matéria e dos modelos tedricos existentes. Em seguida des-
creveremos com detalhe o formalismo que empregaremos em nosso estudo e destacaremos
os principais resultados da literatura no que concerne aos modelos hibridos decorados.
Por fim introduziremos o modelo por nés estudado e detalharemos o comportamento do

diagrama de fases magnéticas.

1.2 O Magnetismo

O magnetismo surge a partir do movimento de particulas eletricamente carregadas.
Tomando em consideracao que protons, elétrons e néutrons sao componentes basicos para
todos os atomos, podemos concluir que o magnetismo ¢é inerente a todas as substancias
(apesar dos néutrons nao possuirem carga eles sao formados por particulas menores
eletricamente carregadas, quark up e quark down) [20].

Ao visualizar um ima permanente, é evidente a existéncia de dois polos magnéti-
cos. Se por um acaso este ima for dividido ao meio, nenhuma de suas metades perde o
magnetismo ou se torna um polo separado. O que realmente ocorre é a criacdo de dois
imas permanentes distintos com dimensao e intensidade reduzida, possuidores de dois po-
los. Repetindo-se essa divisdo varias vezes, existirdA um momento em que o material nao
poderéa ser repartido sem perder suas caracteristicas magnéticas, esses imas elementares
sao denominados dipolos magnéticos, a unidade fundamental do magnetismo. Por isso,
dipolos magnéticos, ao invés de seus analogos eletronicos, nao podem ser separados em
monopolos.

Um atomo pode ser considerado como um dipolo magnético [21]. Isto é facilmente

percebido ao comparé-lo & Terra. O planeta Terra translaciona em torno do Sol e rota-
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ciona em torno de seu eixo, esses movimentos sao responsaveis pelo momento angular
orbital e pelo momento angular de rotagao respectivamente. Um elétron translaciona em
torno do nucleo e, seu momento angular intrinseco pode ser classicamente descrito como
uma rotacao em torno de seu eixo. Por se tratar de uma particula possuidora de carga,
o movimento de translagao e o movimento de rotagao geram momentos magnéticos.

O nucleo de um dtomo também produz momentos magnéticos derivados da revolugao
e do movimento orbital dos prétons e néutrons, mas os momentos de dipolo magnético de
particulas elementares carregadas ¢ inversamente proporcional & massa dessas particu-
las. Portanto, como os prétons possuem massa de 1836 |22] vezes a massa do elétron
e os néutrons possuem 1838 [22| vezes a massa do elétron, o magnetismo dos atomos é
proveniente principalmente dos elétrons. Basicamente, o momento de dipolo magnético
total de um atomo é formado pelo momento de dipolo magnético orbital e pelo momento

magnético intrinseco.

Momento de dipolo magnético orbital

Classicamente, a definicdo de momento tem seus alicerces na inércia da matéria. Pode
ser dito que o produto da massa m de um objeto pela velocidade v na qual este se desloca

é o momento p.

p=mv. (1.1)

O momento angular L é definido pelo produto entre p e a posi¢do da particula em

relacdo ao centro de movimento r [21].

L=rxp. (1.2)
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A corrente proveniente de um elétron movendo-se em uma Orbita ao redor do ntucleo

pode ser escrita como a razao entre a carga do elétron e e o periodo de revolugao T'.

(
I=e——. 1.
“3lr (13)

O momento de dipolo magnético é entdo obtido como o produto entre a corrente [

pela érea A, obtendo-se:

€JorbitalV
Korbital = _% Xr. (14-)
Sendo o sinal negativo referente a carga elétrica do elétron e g o fator de Landé, que
tem o valor 1 para movimentos orbitais de um elétron. Utilizando as equagoes (1.1) e

(1.2), entao o momento de dipolo magnético pode ser escrito como:

. €Jorbital L
2me

Horbital = ) (15)

tendo m. como a massa do elétron.
Segundo a Mecanica Quantica o momento angular pode assumir apenas alguns valores
discretos. Ele deve ser miltiplo inteiro de %, onde h é a constante de Planck. Para a

primeira 6rbita de um elétron, o momento de dipolo magnético é chamado de magnéton

de Bohr (up).

eh
dtme

1p =
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O magnéton de Bohr é a unidade fundamental do magnetismo, assim como uma carga
elementar é para os fendmenos elétricos. Ao substituir as constantes é obtido seu médulo

pp ~ 9,274 x 10~ JT-1[22].

Momento magnético intrinseco

O momento angular intrinseco das particulas elementares S (ou spin) aparece como
consequéncia do pseudo movimento de rotacao sofrido por elas. Entao para obter o

momento magnético intrinseco (pspin), deve-se fazer:

_spin g (1.7)

MHspin =
P 2me

Assim como L, S pode apenas assumir valores miultiplos de % Para o momento
intrinseco de um elétron, o fator de Landé gspin possui o valor aproximado 2. O mdédulo

de fispin para um elétron na primeira 6rbita torna-se o magnéton de Bohr.

eh

4me,

Lspin = =pup ~ 9,274 x 10724JT 1 . 1.8
P

Momento magnético atdomico

Os elétrons sao a principal causa do magnetismo atomico. Portanto o momento de
dipolo magnético total de um atomo pode ser escrito como a soma entre o0 momento de

dipolo magnético orbital e 0 momento magnético intrinseco dos elétrons:

K = Horbital T Mspin - (19)

Quanticamente forpita; € definido por:
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eg e h
= = P — 1
a 2m6L nge <27T we+ )> ’

e = gup\V L+ 1) . (1.10)

Onde ¢ é o numero quantico orbital (0,1,2,...n — 1) e n o nimero quantico principal.

Analogamente figpin é:

C 2m. nge

ps = giupy/s(s+1) . (1.11)

Sendo s o niimero quantico magnético.

Ao utilizar as equagoes (1.10) e (1.11), a equagao (1.9) pode ser representada por:

p=—gus[L+5],

uw=—gupD . (1.12)

onde D é o momento angular total, ou seja, L + S.
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E possivel escrever o fator g de Landé como funcdo de D, S e J, resultando em:

D(D+1)+S(S+1)~L(L+1)

~1
g=1+ 2D(D + 1)

(1.13)

Magnetizacao espontianea

Um campo magnético pode induzir o surgimento de um momento magnético em um
sistema, o que corresponde & magnetizagdo de um material. Enquanto o campo magnético
estiver atuando no sistema, a magnetizagao induzida permanece, mas em muitos materiais
ela desaparece assim que o campo magnético é retirado.

A magnetizacao corresponde a densidade volumétrica dos momentos de dipolo mag-
néticos. As correntes geradas pelos momentos de dipolo magnéticos sao fonte de indugao

magnética B, que pode ser escrita como

B=H+4rM = uH | (1.14)

onde p é a permeabilidade magnética. Em muitos materiais a magnetizacao M é uma

funcao linear do campo externo (no regime de baixos campos) H. entao

M =yH, (1.15)

sendo x e a susceptibilidade magnética.

Pode ser dito que a magnetizagao esté associada ao alinhamento dos momentos mag-
néticos devido a um campo. Normalmente este campo é de origem externa. Entretanto
existe a possibilidade de um alinhamento dos momentos magnéticos ocorrer, mesmo sem

a presenca de um campo externo, esse fenémeno é conhecido como magnetizagao espon-
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tanea.

Weiss [7] propos que a magnetizacdo esponténea é ocasionada por um campo, mas
neste caso é um campo interno nomeado campo médio, campo molecular ou campo de
Weiss. Heisenberg [23] em meados dos anos 20 explica o campo médio por meio de

interacoes de troca.

1.2.1 Teoria de Weiss

Pierre Weiss ao criar a teoria de campo médio, considera que cada spin da rede esteja
sujeito a um campo proporcional & magnetizagao [23].

As interagOes spin-spin entre os elétrons sao substituidas por intera¢des entre spins e
um campo magnético muito forte. Portanto, além do campo externo, existe um campo
magnético interno que tende a alinhar os momentos magnéticos, o campo de Weiss.

Por se tratar de uma aproximacao simples, a teoria de Weiss é muito atraente, mas
em contrapartida possui aplicabilidade bastante reduzida préximo a uma transicao de
fase, por consequéncia das flutuacoes espaciais dos spins.

De acordo com Curie, a susceptibilidade é inversamente proporcional a temperatura

C
=—, 1.16
X=7 (1.16)
e, portanto, a magnetizacao pode ser escrita como
C
M=—H 1.1
“H (1.17)

onde C' é a constante de Curie especifica para cada material.
Por meio da teoria de Weiss o campo total H é escrito em funcao do campo externo

e do campo médio, proporcionando a magnetizacao a ser escrita como:
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C
M = T[Hext + Hweiss] y (]-]-8)

onde Hyeiss = AM. Desta forma, a susceptibilidade pode ser escrita como

M C

= = 1.1
X Hoy T—CX° (1.19)
ou
M C
X= Hea:t N T_TC ’ (120)

onde Tc = AC', com A referente & constante de Weiss e T¢ & temperatura de Curie. Tal
expressao conhecida como Lei de Curie-Weiss é valida apenas para valores de T' < T, A
figura [1.1] mostra como a magnetizagao espontanea diminui de forma regular a medida

em que a temperatura 7 aproxima-se de T¢.

(M

-
L

Te T

Figura 1.1: Dependéncia da magnetizagao esponténea com a temperatura [24].

A origem fisica do campo de Weiss foi obtida por Heisenberg em 1928 [25]. O campo

ocorre devido as interagoes de troca, que surgem da sobreposicao das funcoes de onda

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. O Magnetismo 25

orbitais [26].
A interacao de troca pode ser melhor ilustrada ao considerar um modelo de duas
particulas ¢ e j. Para tal modelo, Dirac demonstrou que a energia potencial é escrita

como

Vij = —2JijSi . Sj s (1.21)

onde J;; corresponde a integral de troca, a qual conecta as particulas i e j. J&4 S; e S;
sao os momento angulares de tais particulas respectivamente.
Os estados quanticos acessiveis sao obtidos por meio da combinacao linear de suas

funcoes de onda simétrica e anti-simétrica. Tais fungoes de onda sao descritas como:

s — \}5[@(7“1)%(7“2) + 6i(ra) 5 (r1)] (1.22)

V= —=[pi(r1)¢;(r2) — ¢i(r2)d;(r1)] - (1.23)

1
V2
sendo ¢ a funcao de onda de uma particula. Se as particulas se aproximarem uma da
outra, 71 — 72, ou os estados se aproximarem um do outro, ¢ — 7, entdo ¥4 — 0 e
Vs — ¢;¢;, concluindo-se a improbabilidade de particulas num estado anti-simétrico
serem encontradas proximas.

As funcoes de onda totais permitidas sao obtidas fazendo uso das funcoes de onda

(1.22) e (1.23) e das fungoes de spin simétrica Tg e anti-simétrica Y 4
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U = 1/)5(7‘1,7’2) X TA s (124:)

U =1a(ry,re) x Ts . (1.25)

Devido ao principio da exclusao de Pauli existe uma correlacao entre a simetria orbital
e o alinhamento do spin [26]. Por meio das equagOes (1.24) e (1.25), é interessante
notar que enquanto os spins anti-paralelos se aproximam, os spins paralelos se afastam,
demonstrando a correlacao entre os estados de spin e o movimento orbital devido ao
principio da exclusao de Pauli [27].

Ainda neste sistema de duas particulas, ao considerar dois elétrons, a interagao

coulombiana é obtida através da equagao:

e2

U(T‘l,TQ) — (126)

Amep|ry —ro|

A energia média pode ser obtida apenas por meio das funcoes de onda V4 e ¥p, pois

apenas a parte espacial é necessiria, uma vez que a interacdo é independente dos spins:

1

62 %
[ i)l ndrs (1.27)
€0 |11 — 1o

() = 4

Assumindo que as fungoes de onda U4 e Up sdo ortogonais, a energia média pode

ser obtida desta forma

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. O Magnetismo 27

<U> = E + Jiroca 5 (128)

onde

e2

E= o [ ame)

dregy

m¢(r1)¢(7“2)d37“1d37"2 = Jij - (1.29)

Se o principio da exclusdo nao tivesse sido levado em consideragao, apenas o termo
E, que representa a energia Coulombiana média estaria presente. O termo da integral
de troca J;; é derivado deste principio e também & conhecido como energia de troca.

Mesmo que as fungoes de onda ¥4 e ¥ g ndo sejam ortogonais por tratarem de fungoes
de particulas com nucleos diferentes, o erro relativo nao é importante [28].

Apesar da interagdo entre os elétrons ndo depender dos spins, a energia média de-
pende. Isso pode ser percebido na equagao (1.28), o sinal + depende do estado de spin,
singleto ou tripleto.

E possivel escrever a energia do sistema em termos de variaveis de spin

Hij=—2Ji; Y _Si- S, (1.30)
i

que é o Hamiltoniano de Heisenberg, a base dos modelos de magnetismo nos sélidos [27].

Existem situacoes em que é mais conveniente nao utilizar os operadores de spin, mas

as suas projegoes o sobre o momento angular total

c=(g—-1)J, (1.31)
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Hij = =2J55 Y (9—1)J;- (9 —1)J; (1.32)
i#]

A aproximacao de campo de Weiss substitui o operador quantico J; pelo seu valor

médio (J;)7 e considera apenas a interagdo dos primeiros vizinhos.

Hij = —2(g = 1)* Tz Jil )T (1.33)

onde z corresponde ao numero de primeiros vizinhos.

O valor médio de J esta associado & magnetizagdo do sistema da seguinte maneira:

M:Ng/LB<Jj>T :Ng,U,BJBJ(:L') s (1.34)

N é o nimero de momentos magnéticos por unidade de volume e Bj(x) a funcao de

Brillouin:

By(z) = % (J + ;) cotgh)| [J + ;] 2] — 2 Lcotgh (g) , (1.35)

sendo x = g,éff com kp como a constante de Boltzmann e T' a temperatura e B =
wH. Para temperaturas altas x é pequeno e pode-se fazer uma expansao da funcao de
Brillouin. Por meio disso, ao derivar a magnetizacao M em relagdo ao campo H obtém-se

a susceptibilidade magnética x
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M  Ng*u%J(J+1
OH 3kpT T

Por meio da equagao (1.33) e (1.34), utilizando J; = 9'1::37 obtemos

i 1

Hii = —2(g — 1) Jii2 : M = —yu; - By, , 1.37
ij (g ) ij ous Ngug Mg - Doy ( )
sendo B, o campo molecular de Weiss,
2(g — 1)2J;;
By = 9=V gz (1.38)

Ng*u%
1.2.2 Classificagao de substancias magnéticas

Na equagao (1.15) é mostrado que M é uma funcao linear de H

M =xH ,

x como foi pré-estabelecido é a susceptibilidade magnética.
Materiais magnéticos sao normalmente classificados dependendo de sua reacao & apli-
cacao de campos magnéticos, a resposta desses materiais pode ser medida por meio da

susceptibilidade magnética.

Substancias diamagnéticas

O diamagnetismo esta associado com a propriedade de um determinado material criar

um campo magnético em oposi¢do a um campo magnético externo [25]|. Diamagnetos
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caracterizam-se por apresentarem uma susceptibilidade magnética x negativa e de pe-
quena magnitude [29].

O movimento orbital dos elétrons em um atomo cria pequenas correntes, que por sua,
vez geram um campo magnético. Essas correntes tendem a se alinhar para se opor a um
campo aplicado.

A lei de Lenz diz que campos magnéticos induzidos tendem a ir contra a mudanca
que os criou. Neste sentido, todos os materiais sdo diamagnéticos, mas fenémenos mais
poderosos como o paramagnetismo e o ferromagnetismo se sobrepoem ao diamagnetismo

[25: 27].

Figura 1.2: Precessao da 6rbita eletronica em torno do campo magnético: O vetor angular
w caracterizando a 6rbita eletronica, experimenta o campo magnético aplicado que o forga
a um movimento circular [30].

Em um sistema com um elétron em torno de um nicleo, ao se aplicar um campo
magnético este elétron precessiona em torno da direcao do campo. Essa precessao é
conhecida como precessdo de Larmor e pode ser observada na figura [1.2].

A frequéncia de revolugdo pode ser escrita como:

eH
= 1.39
o=, (1.39)
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sendo m, a massa do elétron.

A precessao de Larmor de Z elétrons equivale a uma corrente elétrica

[ =(—Ze) (%) : (1.40)

por meio de (1.39) e (1.40) o momento de dipolo magnético pode ser escrito como

Ze*H
Horbital = — 4m, <,02> 5 (141)
com a simetria esférica,
Ze*H?2 ,
Horbital = — A, §<T > . (1.42)

Ao utilizar (1.42), a susceptibilidade por unidade de volume para N &tomos resulta em

N ftorp; NZe?
— :U’;Ibztal _ 6m€ <7‘2> 7 (143)
e

X

que ¢é a equagao de Langevin.

Substancias Paramagnéticas

As substancias paramagnéticas na presenga de um campo magnético externo H apre-
sentam um alinhamento de seus momentos magnéticos na mesma dire¢cao do campo. A
susceptibilidade referente possui uma pequena magnitude positiva devido a tal alinha-

mento [5].
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Anteriormente & sua exposi¢do ao campo externo, os momentos magnéticos da subs-
tancia estavam aleatoriamente posicionados e se por alguma razao a exposicao cessar os
momentos retornam ao seu estado aleatério e de magnetizagao nula.

Dependendo da origem do paramagnetismo, a susceptibilidade pode ou nao depender

da temperatura como pode ser observado na figura [1.3].

Paramagnetismo de Langevin

Susceptibilidade Magnética

Paramagnetismo de Van Vleck

~ Paramagnetismo de Pauli  Temperatura

-— S —-
T
|
I
I
1
]
]
1
1

| A
1
1
1
1
I
[}
]
1
]
]
]
)
]
)
)
]
1
)
]
]
1
1
L]

Diamaanetismo

Figura 1.3: Susceptibilidades diamagnética e paramagnéticas e sua dependéncia com a
temperatura [5].

O paramagnetismo de Langevin admite que os 4tomos e moléculas possuem um mo-
mento magnético intrinseco e permanente, cuja distribuicao espacial é determinada pela

estatistica de Maxwell-Boltzmann [31]. Desse modo a magnetizagdo M ¢é dada por:

M = NusL(z) (1.44)

sendo
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1
L(z) = cotghx — — (1.45)
T
e
pusH
= 7N L .
xT kBT Hus (.%') 3 (]— 46)

onde L(x) é a fun¢do de Langevin. Para temperaturas altas ou pequenos campos, a

magnetizagao e a susceptibilidade tornam-se

Ny
M= 14
ST ! (1.47)
€
Ny
_ 14
X= g (1.48)

que depende da temperatura e respeita a lei de Curie.

O paramagnetismo de Pauli explica o paramagnetismo apresentado por materiais que
apresentam elétrons de condugdo. O magnetismo de tais substancias é independente da
temperatura. Apenas alguns elétrons desses materiais sao capazes de se alinhar com o
campo, pois de acordo com a distribuicao Fermi-Dirac, muitos orbitais ja estao ocupados
com spins paralelos. Portanto a magnetizacao e a susceptibilidade sao geradas por apenas

uma parcela de todos os elétrons [25] e podem ser escritas como
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3N
M = 26/;BH, (1.49)
€
3N
X = TFB ) (1.50)

onde er equivale & energia de Fermi.

O paramagnetismo de Van Vleck faz um estudo geral sobre a susceptibilidade das
moléculas por meio da diferenga de energia entre um estado fundamental e um estado
excitado e do elemento de matriz do operador momento magnético que conecta o estado

fundamental ao estado excitado [25]. Sua magnetizacao e susceptibilidade sao

_ 2N|{s]u]0)]?

M A

H, (1.51)

2N |(s|1|0)[?
o 2VLslf0)

i , (1.52)

sendo (s|u|0) o elemento de matriz do momento magnético e A a diferenca de energia

entre os estados.
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Substancias Ferromagnéticas

Um ferromagneto apresenta uma magnetizacao espontanea abaixo de uma certa tempe-
ratura. Portanto mesmo sem a aplicacao de um campo magnético, os momentos tendem

a estar alinhados [29], como pode ser observado na figura [1.4].

Figura 1.4: Comportamento dos spins em um ferromagneto [25].

A temperatura cuja magnetizacdo espontinea cessa é conhecida como temperatura
de Curie T. A partir deste ponto a susceptibilidade magnética do ferromagneto passa
a se comportar de acordo com a teoria de Curie-Weiss [5]. A susceptibilidade em fungao

da temperatura pode ser observada na figura [1.5].

Ferromagnetismo
X
Comportamento
complexo 0 Tc T
X =Cl(T-Te)
Lei de Curie-Weiss
{ T=Tc )

Figura 1.5: Susceptibilidade versus a temperatura para um ferromagneto [5].

Por meio da aproximacao de campo médio também é possivel obter a magnetizagao
espontanea do ferromagneto em funcao da temperatura utilizando a expressao completa

de Brillouin ao invés da lei de Curie,
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pusH
Mesp = N/,Lstanh (M) s (153)

e, usando a equacao (1.38), obtém-se entdo

(1.54)

AM,
Mesp = Nugtanh (M> .

kT
Substancias Antiferromagnéticas

Materiais antiferromagnéticos sao caracterizados por possuirem uma temperatura critica,
a temperatura de Néel Ty. Acima desta temperatura, essas substancias sofrem uma tran-
sicao de fase para o paramagnetismo, que como foi visto anteriormente seus spins estarao
alinhados de forma tao desordenada que a magnetizacao sera nula [32]. O ordenamento
dos spins para uma substancia antiferromagnética é dado pela figura [1.6].

Abaixo de Ty a magnetizacdo também é nula, mas o motivo é algo totalmente dife-
rente. Os atomos das substancias antiferromagnéticas podem ser divididos em duas ou
mais sub-redes equivalentes, cada rede apresenta uma magnetizacao espontanea em uma
diregdo determinada [25; 32].

A dire¢ao da magnetizacdo depende do ordenamento dos spins de tais sub-redes. Se
existirem duas sub-redes A e B por exemplo, para a magnetizagao ser nula é necessario

que a direcdo de A possua alinhamento antiparalelo aos spins de B.

Figura 1.6: Ordenamento antiferromagnético [5].
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A susceptibilidade magnética acima de Ty obedece a lei de Curie-Weiss com o eixo

das abcissas deslocado e pode ser escrita utilizando a teoria de Weiss (ver figura [1.7]).

2C

X

Antiferromagnetismo
X

U\\k&__h
T.: 0 TN T
X=CIT+Tc )

(T I='Tr._| :I-

Figura 1.7: Susceptibilidade versus temperatura em um antiferromagneto [5].

Substancias Ferrimagnéticas

O Ferrimagnetismo ocorre em um grupo de materiais descobertos por Néel conhecidos
como ferritas. Tais materiais também podem ser ordenados em diversas sub-redes pos-
suidoras de magnetizacao espontanea e direcao diversa, mas a sua principal caracteristica
é que esses momentos nao possuem a mesma magnitude, o que pode ser visto na figura
[1.8].

Portanto, em situacoes em que os momentos sao antiparalelos, ao invés de possuir

magnetizagao nula assim como o antiferromagnetismo, o que ocorre é uma magnetizagao
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tHeteiad

Figura 1.8: Ordenamento ferrimagnético [5].

1.3 Modelos exatamente solaveis

O problema bésico da mecénica estatistica é calcular a soma sobre estados acessiveis,
a funcao de particdo Z. Infelizmente para sistemas interagentes realisticos de tamanho
macroscopico obter Z pode ser extremamente dificil para inameros casos [10].

Para lidar com tais sistemas é necessario recorrer a aproximacoes ou modelos da
realidade ou a ambos. Um modelo consiste em uma idealizacdo simplificada de um sis-
tema real. Matematicamente trata em especificar os estados acessiveis e suas respectivas
energias.

Algumas aproximagoes sao uteis na explicacao das propriedades magnéticas dos ma-
teriais, mas devido & negligéncia de algumas correlagoes, elas falham completamente
se o sistema se encontrar com a temperatura proxima a T¢. Por isso, modelos exata-
mente soluveis que ndo precisam recorrer a aproximacgoes sao tao importantes. A grande
vantagem em utilizar modelos, é tentar achar aqueles que possuem um Hamiltoniano
relativamente simples para que a fungdo de particao seja resolvida exatamente.

Existem atualmente poucos modelos que podem ser resolvidos exatamente [33], tais
modelos podem ser agrupados em modelos unidimensionais, bidimensional, dimensao
infinita e esféricos. A maior énfase neste trabalho serd em modelos de baixa dimensiona-

lidade.
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1.3.1 Modelos de uma dimensao

Modelos de uma dimensao sao extensamente estudados devido principalmente & faci-
lidade para obter uma solucao exata. Mesmo nao existindo sélidos unidimensionais na
natureza, as propriedades relevantes de um material podem ser obtidas ao considerar
as interagoes magnéticas em redes de dimensées menores [6]. Em alguns materiais, as
interagoes em uma determinada direcao sao muito mais fortes do que as interacoes ao
longo dos outros eixos [34]. Devido a tal caracteristica, modelos unidimensionais servem

muito bem como ponto de partida para o estudo de sistemas com mais dimensoes.

Ising 1D

O modelo de Ising de uma dimensdo é composto por uma cadeia de N spins o; = £1,
i =1,2,3,...N com energia de intera¢ao para condigao periodica de contorno (on41 = 01)

dada pelo Hamiltoniano

N-1 N
H=-J Z ;041 — HZUZ' 5 (1.56)
i=1 i=1
onde J é a integral de troca entre os spins vizinhos, e H é o campo magnético externo

[35].

A fungao de particao canoénica é escrita como

Zy = Z exp (—&) , (1.57)

usando (1.56), (1.57) torna-se
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N

N
L
Zn = {z:}exp KZ;UZU,-H + 3 Z; (0i +0it1)]| (1.58)

onde K = 2~ e L = 2. O segundo termo foi simetrizado para realizar as manipulacdes
EpT EgT

algébricas de maneira mais simplificada e o somatoério » (o4} S€ refere a soma sobre todos

os micro-estados acessiveis.

A funcao de particdo pode ser escrita na forma

N
ZN = Z HT(Ji,Ui+1) s (159)

01,02,...,0N 1=1

onde

L
<O’¢|T’JZ’+1> = T(Ji,ai_H) = Ko;oi41 + 5 (O'Z' + Ui+1) . (160)

Tendo 0; = +1 e ;41 = %1, os elementos da matriz de transferéncia assumem a forma

s | TG T=) ) exp(K+ L) exp(=K) (1.61)

T(=+) T(=-) exp(=K)  exp(K — L)
Utilizando a propriedade de completeza dos operadores projecao

Y =lo)ol=1, (1.62)

o

sendo 1 a matriz identidade, a funcao de particdo Zx pode ser interpretada como o traco
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do produto de N matrizes de transferéncia

Zy = (0| TN|oy) = TrT™N = AV + 2\ (1.63)

Por meio da equacgao secular |7 — I\| = 0 obtém-se os autovalores

M2 = exp(K) |coshL + (sinh®L + e:cp(—4K)%] , (1.64)
que apo6s uma simples manipulacao resulta em (1.63)

)\N
Zy = AV 2\ =0 <1+)§V> . (1.65)

Notando que A\; > A9 temos que no limite termodinamico

1
Zyn = {exp(K)coshL + [cosh®L — 2sinh2K ]2} . (1.66)

Utilizando entao esta fungao de particao sao obtidas as propriedades termodinamicas

do sistema que nesse caso sao

Energia livre

= —k:BTln)\l . (1.67)

kT
N

g(T\H) = limy_—co {—anN
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Calor especifico

d 1 dln\y
C=-2 | dimyos | — : (1.68)
ar (N Ot )]
para campo zero
J? J \1?
CH-»() — w |:S€Ch (M>:| N (169)

uma funcao sem singularidade o que indica a auséncia de magnetizagao espontanea.

Magnetizagao

H
M- <59> _ senhpyT (1.70)
~ \0H ), 3 '

T [senthBLT + exp (%)] ?

que se anula para H = 0 mostrando a auséncia de magnetizacao espontanea.

1.3.2 Modelos de duas dimensoes

Existem poucos modelos bidimensionais resolvidos exatamente, ou seja, modelos que
possuem sua energia livre calculada. Os principais sdo o modelo de Ising, o modelo
ferroelétrico, o modelo de oito-vértices e o modelo de trés spins. Apesar de terem apenas
duas dimensoes, eles sao uma 6tima forma de descrever qualitativamente um sistema real
[33].

Na natureza existem cristais possuidores de interacoes fortes na horizontal e fracas na

vertical, portanto sao efetivamente bidimensionais. Portanto modelos de duas dimensoes
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podem descrever efetivamente esse tipo de cristal.

A maioria dos modelos bidimensionais sao resolvidos apenas para campo externo
nulo. A tnica excecao ¢ o modelo ferroelétrico, que tem um comportamento atipico e
nada usual. Entao as informacgoes do comportamento critico obtida por tais modelos é

bastante limitada.

Ising 2D

Em 1944, Lars Onsager produziu uma solucao analitica para o modelo de Ising numa
rede quadrada, com interagoes de primeiro vizinhos, na auséncia de campo externo [10].

O hamiltoniano é escrito como [35]:

H = —JZ (04,j0i41,j + 05 j+104 ) — HZO’M , (1.71)
] ]

que pode ser escrito como [35] :

N
H=> [E(ujuj1) + E (uy)] , (1.72)
j=1
onde F (ujuy) = —J Zi\il oijoik, E(uj) = —J Zf\il 0ij0i1,; — H Y, ;05 e uj sendo

um determinado grupo de spins de uma determinada coluna.
Por meio disso, reciprocamente ao modelo de 1D obtém-se a matriz de transferéncia
‘P para se obter as propriedades termodindmicas. Em particular, a temperatura critica é
kgT

dada por *B= ~ 2,269185, um resultado extensamente procurado e obtida por Onsager

ao resolver o modelo de Ising bidimensional [35].
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1.4 Mapeamento no modelo Ising

O ponto critico do modelo de Ising para uma rede quadrada de um ferromagneto foi
obtido por Kramers e Wannier que notaram uma, propriedade de simetria na funcao de
parti¢ao na auséncia de um campo magnético [36].

Por meio do ponto critico de tal rede quadrada, inimeras transformacoes do modelo
de Ising puderam ser desenvolvidas. Basicamente, estas transformagoes utilizam a fun¢ao
de particao do modelo de Ising para escrever a fungao de particio do modelo original
[35].

As transformacoes mais estudadas sdo a transformacao dual, a transformacao estrela-
tridngulo e a transformacao decoracao-iteracao.

A transformacao dual pode ser feita devido exatamente & simetria que aparece na
funcao de particao na auséncia de um campo. Entao, uma funcao de particdo em campo
zero é reciproca & funcao de particao de sua rede reciproca em campo nulo. Por meio
disso, a fun¢ao de particdo de uma rede hexagonal plana (honeycomb) é derivavel de
uma rede triangular. Similarmente, a funcao de particao de uma rede triangular pode
ser obtida por meio da fun¢ao de particao de uma rede hexagonal [36].

A transformacéo estrela triangulo ou Y — § foi desenvolvida por Osanger que consiste
em uma célula com um spin central ligado a trés outros spins vizinhos (estrela) sendo
transformada em uma célula triangular com trés spins ligados (triangulo). Mais tarde
por meio desta transformagao, foi obtida uma relagdo entre a rede triangular e a rede
hexagonal [35; 36].

A transformacao decoragao-iteracao, consiste em lidar com uma rede decorada como
uma rede de interacdo direta e possui a grande vantagem de funcionar mesmo na pre-
senca de um campo. Por meio desta foi possivel derivar as expressoes da magnetizagao
espontanea da rede hexagonal e da rede de Kagomé, e estudar melhor a magnetizagao

do ferrimagnetismo em redes decoradas.
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1.5 Organizacao da Dissertacao

O principal objetivo deste trabalho é estudar o diagrama de fases de modelos exata-
mente soliveis que incorporam elétrons localizados e itinerantes com énfase na possivel
dependéncia do ordenamento dos spins localizados com a densidade de elétrons delo-
calizados. Apods a introducgao historica e uma descricdo sucinta dos principais aspectos
relacionados as propriedades magnéticas dos materiais e sua modelagem tedrica apresen-
tados neste capitulo, nés apresentaremos no capitulo dois uma descricdo mais aprofun-
dada da transformacao decoragao-iteragao, tratando dos modelos de Ising decorados e as
principais propriedades de tais modelos, tendo em vista que esta serd a principal técnica
tedrica que iremos utilizar nesta dissertacdo. No capitulo trés nés faremos uma revisao
dos recentes trabalhos publicados na literatura que estudam as propriedades magnéti-
cas de modelos decorados possuidores de elétrons localizados e delocalizados No capitulo
quatro nés introduziremos o modelo estudado nesta dissertacao que incorpora elétrons lo-
calizados e uma densidade controldvel de elétrons itinerantes. Através da transformacao
de decoragao-iteragao nés obteremos o diagrama de fases do modelo na rede quadrada
e na rede ciibica e exploraremos as principais caracteristicas deste diagrama. Por fim,
no capitulo cinco nés faremos um resumo dos principais resultados obtidos, tracaremos

nossas conclusoes e discutiremos as perspectivas de trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Modelos de Ising decorados

2.1 Introducao

Modelos decorados de spin sao formados a partir de uma rede original na qual sdo inseri-

dos sitios adicionais entre cada par de sitios da rede. Os sitios adicionados & rede original
sao ocupados por uma espécie diferente de spins, os spins decoradores [35]. Podemos
observar um exemplo a seguir na figura [2.1].

Para se estudar uma rede decorada em sua integra, seria necessario considerar a
ligacao entre o spin da rede original e o spin da rede decorada. Itiro Syozi em 1951 [35]
por meio de sua transformacao decoragao-iteracao foi capaz de determinar a temperatura
de transicao da rede de Kagomé por meio da temperatura critica da rede Honeycomb

[6; 35; 37]. A comparacao entre tais redes é observada na figura |2.2]

Transformacao decoracgao iteracao

Ao utilizar a transformagao estrela tridngulo em uma rede Honeycomb decorada, ela se
torna uma rede de Kagomé com interacao efetiva entre os spins decoradores. Ao fazer o
trago parcial dos spins decoradores, essa rede Honeycomb decorada se transforma em uma

rede Honeycomb simples, possuidora de interagoes efetivas entre os spins do vértice [6].
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Ising nao-decorada Ising decorada

& Spindelsing localizado

o Sitio decorador

Figura 2.1: Comparagao entre a rede original e a rede decorada.

Isto representa a transformacao decoracao-iteracao quando foi pela primeira vez definida
por Syozi. Por meio dela é possivel obter a fun¢ao de particdao da rede de Kagomé relativa,
a rede Honeycomb decorada [35], como ilustrado na figura [2.3]

Essa transformagao foi generalizada por Naya em 1954 [35], obtendo a magnetizagao
esponténea para uma rede de Kagomé por meio de uma rede Honeycomb. Em 1959 [35]
Fisher generaliza a transformacao decoracao-iteracao, para um sistema fisico qualquer.

Para realizar a transformacao decoracao-iteracao serd necessario utilizar a funcao de
particao do modelo que desejamos mapear, neste caso um modelo decorado e escrevé-la
em funcao da funcao de partigao do modelo mapeador, neste caso , o modelo de Ising.

A fungao de particdo de um modelo decorado pode ser escrita da seguinte maneira:
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Rede Kagomé Rede Honeycomb

Figura 2.2: Comparacgao entre uma Kagomé e uma rede honeycomb.

Zpecorada = Y, | [ D exp[=BF (04,04,6:;)] (2.1)
{o} 4.7 by
onde F (04,05,0i;) equivale ao Hamiltoniano da ligacdo decorada, o somatério » 4
corresponde & soma sobre todos os estados acessiveis, 3 = 1/kpT, kp sendo a constante
de Boltzmann e T" a temperatura. o; e 0; sdo os spins da rede e d; j sao todas as varidveis
associadas com os elementos que decoram a ligacao entre o sitio ¢ e o sitio j.
A fungao de particao para o modelo de Ising sem a presenca de um campo externo é

escrita como [10]:
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Figura 2.3: Transformacao de uma rede honeycomb decorada em uma rede de Kagomé
por transformacao estrela-tridngulo.

leing = Z H ea:p[ﬁJUin] ) (22)
{o} iJ

onde J corresponde a integral de troca.
E possivel entdo comparar ambas as funcoes de particio e iguala-las para o modelo

de Ising em uma determinada temperatura efetiva o que traz a igualdade:

Aexp (,BjefoiJj) = Z eTp [—ﬂf (Ui, 0j, (Si’j)] ; (23)
51'73'

onde Jesr € a constante de troca efetiva para o modelo de Ising correspondente. A
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constante A é introduzida para manter a energia livre do sistema invariante e aparece ao
somar uma constante a energia, o que nao influencia as propriedades termodinamicas do

sistema. A funcao de particdo decorada pode entao ser escrita da forma:

ZDecorada = [ANZIsing (ﬂjeff)]] ) (24)

onde N é o nimero total de ligacoes.

O modelo de Ising utiliza spin % Portanto os valores possiveis de o; e 0; sao £1, e
portanto, devido a simetria, sdo obtidas duas equacoes, uma referente a quando os spins
nodais sao paralelos entre si e uma quando os spins nodais sao antiparalelos entre si, com
tais equacoes, podem entao ser obtidas as constantes de transformacao.

Para spins paralelos e positivos, ou seja, 0; = 0; = +1 a equacao (2.3) torna-se:

Acap (BJes) = ) eap[~BF (+1,41,0:5)] (2.5)
62'7]'
para spins antiparalelos, ou seja, 0; = —0; = —1 a equagdo (2.3) torna-se:
Aexp (=BJerf) = Zeazp [—BF (—=1,41,0; ;)] . (2.6)
67],]

E facil notar que para se obter A deve-se multiplicar (2.5) por (2.6):

A2 = [ > eap [-BF (+1,+1,6:,)] | | D exp[-BF (-1,41,6:5)] | , (2.7)
5i,j éi,j
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T
I

Zexp [_ﬁf (+1a+175i7j)] Z€$p [_Bf(_la"i'l?éi,j)] ) (28)
6i’j Ji,j

e ao dividir (2.5) por (2.6) obtém-se o 3J.s¢ que pode ser escrito como Kyy.

i (5., exp (—6F (+1,+1,6,5)
ex eff) =
¥ ff <Z(5¢,j exp(—ﬁf(—l,—i—l,ém‘))

% | 29

) (z% ea:p(—ﬂf(+1,+1,5i,j)))
K.rp=ln
20 (S5, ean (—BF (—1,+1,65)) )

(2.10)

A e K.y sao os pardmetros de transformacio e por meio deles é possivel entdo
escrever as propriedades de uma rede decorada, tratado-a como uma rede nao-decorada

com ligagOes efetivas.

2.1.1 Modelos com duas possiveis ligagoes

Como ja foi discutido anteriormente, F (03, 0;,0; ;) representa o Hamiltoniano para uma
rede decorada. Este Hamiltoniano assume determinados valores dependentes das var-
iaveis associadas com os elementos decoradores, o d; j. Neste caso, §; ; = 0e F (04,04,0; ) =
g (04,0;) para ligacoes de um tipo e §; ; = 1 e F (04,04, 6; j) = h(04,0;) — p para ligacoes
de outro tipo. p é o potencial quimico por ligacdo do segundo tipo.

Aplicando essas caracteristicas na equagao (2.1) é obtida entdo uma fungao de par-

ticao referente a este caso particular:
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1
ZDecorada - ZH Z ETP [_/Bf (0i70j75i,j)] . (211)

{o} irj 6i;=0

Reescrevendo a igualdade referente ao modelo de Ising em uma temperatura efetiva
e 0 modelo decorado para spins paralelos e positivos (2.5), mas agora levando em conta

os possiveis valores do Hamiltoniano:

Aexp (BJes) = exp[—Lg (+1, +1)] + exp [=Fh (+1,+1) + By, (2.12)

para simplificar a dlgebra, pode-se fazer exp (fu) = v, e portanto a equagao (2.12) torna-

se:

Aexp (BJesp) = exp[—Pg (+1,41)] + vexp [-LBh (+1,4+1)] . (2.13)

Analogamente, a igualdade (2.6) para spins antiparalelos pode ser reescrita como:

Aexp (—fBJess) = exp[—Bg (=1, +1)] + vexp [—Fh (—1,+1)] . (2.14)

Agora, possuidores das equagoes (2.13) e (2.14) é possivel entao obter os parametros
de transformacao ao aplica-las na equacao (2.8) para a obtengao de A e na equacao (2.10)

para a obtencao de K.y:
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A? = exp[—Bg (+1,+1)] +vexp[—Bh (+1,+1)]

x exp[—Lg(—1,41)] + vexp[-Lh(—1,+1)] , (2.15)

Koy — Lip [ 200 (£L A1)+ vewp [Z5h (+1, +1)]

2 exp|—0Bg (—1,+1)] + vexp[—Lh (—1,+1)] (2.16)

Também ¢é possivel tirar o nimero médio de ligagdes ativas (d;;) utilizando o proce-
dimento padrdo para se obter a média de uma varidvel. O niimero médio de ligagoes
do segundo tipo vai ser de grande valia na obtencao do diagrama de fases, obtido nos

exemplos nas préximas secoes.

(517) = lz{o} IL,; Ztlsijzo dijexp [=BF (04,05,0: )]

= 217
N Z{o‘}Hi,jZ(lsijzoe'rp[_ﬁf(o-iao-j75’i7j)] ( )

Lembrando que N equivale ao numero total de ligagoes.

Evidenciando os termos dos somatoérios em d;;:

5y — L Ztey i (O eap [ (03,05)] + (1 veap 81 (03,0,

N Yy L lexp =By (04, 0))] +vexp[—Bh (ai,05)]] (2.18)

é percebido facilmente que a equacao pode entdo ser escrita da forma:

1 Y oy T v leap B9 (01, 07)] + veap [~ Bh (01, 0,)]]

=N > (o} 11 lexp[=Bg (04, 05)] + vexp [-Bh (0i, 0;)]] (2.19)

(dij)

O denominador desta equacao equivale a funcao de parti¢ao decorada, e portanto:
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1 UiZDecorada 1 d
5@" = — dvTmeconacd =—v—In|Z ecorada] » 220
< ]> N Zpecorada Nvdv n[ b ¢ ] ( )
Utilizando a equagao (2.4), temos que
61) = 010 [AN Z1ging (8T17)] (2.21)
%) N dv sing eff 5 .
e, por meio da regra da cadeia, a equacao (2.21) torna-se:
(353) = {0 [NIn [A] + In [Z1sing (8]} =
TN dv n n N | Z1sing eff =
din |Z sin, e d e
Adv N dBJesys dv
Para resolver (2.22), deriva-se a equagao (2.15) em relacao a v:
d dA
—A?=24— 2.23
dv dv ’ (2.23)
entao:
dA 1
Io = aalep(=Bh(+1, + D)]fexp(=Fg(=1, + 1)) +vexp(=Lh(~1, + 1))+
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1
+ 5 lexp(=Bh(=1, + D)][exp(=Bg(+1, + 1)) +vexp(=Lh(+1,+ 1)] . (2.24)
Derivando (2.16) também em relagdo a v:
d dfJess
i = — S 2 = .
rean (207.07) = (25510 ) (eap (26,57) (2.25)
_d [exp (=Bg (+1,41)) + vexp (—Bh (41, +1))]
dv exp (_ﬁg (_17 +1)) + verp (_ﬂh (_L +1))
Para simplificar as expressoes é considerado que:
exp (—Bg (+1,+1)) = G(+) (2.26)

exp (=Bg (=1,+1)) = G(-)

exp (—Fh(+1,+1)) = H(+)

exp (=fh(=1,+1)) = H(-) ,

aplicando estas relagoes nas equagoes (2.24) e (2.25) obtém-se:
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<2dﬂ dJ;f ! ) (exp (2BJeff)) = di [m] = (2.27)
_HH) H(E)[G(H) +vH(+)]
Go)+vH(=)  [G(-)+vH()P

Por meio das equagoes (2.23-2.27), e sabendo que ﬁln [Z1sing) = N (0i0j), sendo
(0i04) afuncao de correlacao do modelo de Ising efetivo em questao, podemos reescrever

a equacao (2.22) como:

1dA v din [leing (BJeff)] dﬂjeff _

O = A G TN T dBleyy dv 2
ey O v H()
=3 (1+ (0i05)) G+ o) *3 (1 +(oioy)) G(O) +oH(—)

Ao aplicar as relacoes da equacao (2.26) nas equagoes (2.16) e (2.17) obtém-se:

A% = [G(+) +vH(+)] x [G(=) +vH(-)] , (2.29)

1
Kepf = 5ln {G(_)H}H(_) (2.30)

com um pouco de dlgebra na equacao (2.30), v pode ser obtido como:
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G(—)exp (2BJesp) — G(+)
H(+) = H(=)exp (28Jess)

(2.31)

v =

Exemplo: Ferromagnetismo diluido

Neste exemplo existem duas possibilidades para a ligagdo entre os vértices da rede.
Quando d;; = 0 ndo existe interacdo entre os spins nos sitios (4,j). Quando 6;; = 1
existe uma interagao ferromagnética.

Para ¢; ; = 0, o Hamiltoniano é zero H =0; g(+) = g(—) =0e G(+) = G(—) = 1.

Para §; ; = 1, o Hamiltoniano ¢ H = —Jojo; — w; h(+) = —J;h(—) = +J; H(+) =
exp (BJ); H(=) = exp(=5J).

Considerando uma rede quadrada, no ponto de transicao entre as fases paramagnética
e ferromagnética, exp [2K.¢] = exp 2K.] = 1 + /2, onde K¢ = FJTC e T, a temperatu-
ra de transi¢cdo do modelo de Ising para tal rede. Além disso a fun¢do de correlagdo no
ponto critico é (o;0;) = ? Tomando o limite para 7' — 0 (8 — 00), a equagao (2.30)

fica:

K.= %ln [1+vexp(BJ)] , (2.32)

a equagao (2.31) torna-se:

_exp(2K.) -1

exp (BT) (2.33)

substituindo em (2.28):
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(0:5) = exp (2K.) — 1 L+ (oi05)\ Q 1+ g 1 (2.34)
A 2 exp(2K.) ) \ 2 1++v2) 27 .
o que indica que s6 surge ordenamento ferromagnético quando a fragdo de ligacGes ativas

excede 1/2.

% 010203040506070809 1
<6;>

Figura 2.4: Diagrama de fases de um ferromagneto diluido. Este mostra a presenca da
fase ferromagnética F' e paramagnética P. Pode ser observado que os spins alinham-se

ferromagneticamente apenas quando a fracao média de ligacOes ferromagnéticas ultra-
1

passa 3
Com tais equagoes é possivel fazer o grafico do diagrama de fases (temperatura critica
do modelo do ferromagnetismo diluido em funcao da fracdo média de ligagoes ferromag-

néticas), como visto na figura [2.4]. O diagrama apresenta a fase paramagnética e a
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fase ferromagnética, que apenas aparece quando pelo menos metade das ligagoes sao
ferromagnéticas. Este calculo pode ser facilmente estendido para outras redes para as
quais sejam conhecidas a funcao de correlagao critica e a temperatura critica da rede nao
decorada. Por exemplo, para uma rede ctubica simples (o;0;) = 0,3284 e K. = 0,24061.

Para este caso, o ordenamento ferromagnético surge a partir de (6;;) = 0,2537.

Exemplo: Ligacgoes ferro e antiferromagnéticas

Neste exemplo existem duas possibilidades para a interagdo entre os sitios. Quando
0;; = 0 existe uma ligacdo ferromagnética, enquanto para d; ; = 1 existe uma interacao
antiferromagnética.

Para ¢; ; = 0, o Hamiltoniano é H = —Jro;o; onde Jr é o médulo do acoplamento
ferromagnético; g(+) = —Jp;9(—) = +Jp; G(+) = exp (BJF) e G(—) = exp (—LJIF).

Para ¢; ; = 1, o Hamiltoniano ¢ H = +Js0;0; — p onde J4 é o médulo do acopla-
mento antiferromagnético; h(+) = +Ja; h(—) = —Ja; H(+) = exp(—pJa); H(—) =
exp (B.1).

Considerando uma rede quadrada, nos ponto de transicao entre as fases ferromag-
nética e paramagnética, exp [2K.sf] = exp[2K.] = 1+ /2, onde K, = FJTC e T. a

temperatura de transicdo do modelo de Ising para tal rede. Além disso a funcdo de

correlagao é (o;0;) = ? Nos pontos de transicao para as fases paramagnética e anti-
ferromagnética exp [-2K.] = 1+ /2 e a funcio de correlagio é (o;0;) = _T\/i Tomando

o limite para T'— 0 e § — 00 a equagao (2.30) fica:

K, = %ln H : (2.35)

a equacgao (2.31) torna-se:
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(2.36)

substituindo em (2.28):

(1= {oioj)) » (2.37)

DN | =

(dij) =

que para a fase ferro é (d;;) = 0,146446609 e para a fase antiferro é (d;;) = 0,85355339.
Este resultado mostra que este modelo nao apresenta ordenamento magnético numa larga
faixa de valores da fracao de ligagoes antiferromagnéticas. Com tais equacoes é possivel
fazer o gréfico do diagrama de fases, em relagdo a fragdo média do numero de ligacoes
antiferromagnéticas, assim que for substituido os valores de K, e da funcao de correlacao
para ambas as fases. O diagrama apresenta trés fases, a ferromagnética, a paramag-
nética e a antiferromagnética, como visto na figura [2.5]. Pode ser facilmente mostrado
que os limites das fases ferro e antiferromagnética para uma rede cubica simples estao
localizados em (6;;) = 0,3358 e (d;;) = 0,6642, respectivamente. Em tal diagrama, foram
construidas as curvas para as ligacoes ferro e antiferromagnéticas possuindo a mesma,
intensidade ou seja Jp = J4 = J (linha continua) e para a ligacdo ferromagnética sendo
duas vezes mais forte que a antiferromagnética, ou seja Jp = 2J4 = J (linha ponti-
lhada). Surge uma reentrancia da fase ferromagnética na fase paramagnética quando
Jr > Ja. Desta forma, existe uma faixa de valores para a concentracao de ligacoes
antiferromagnéticas para a qual o sistema adquire um ordenamento ferromagnético a
temperatura finita apesar do estado fundamental ser desordenado (paramagnético) como
podemos observar no diagrama de fases. Este efeito est& associado ao fato de que o orde-
namento em 7' = 0 depende apenas da fragao de ligagoes antiferromagnéticas mas nao da

intensidade relativa das interagoes ferro e antiferromagnéticas. Ligeiramente acima da
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fragao critica onde o estado fundamental torna-se paramagnético, as flutuagoes térmicas
existentes em temperatura finita atuam revertendo predominantemente spins que estao
alinhados antiferromagneticamente, o que diminue a frustracao das ligacoes e favorece
o ordenamento ferromagnético. Para o caso de ligacoes antiferromagnéticas mais fortes
que as ferromagnéticas, uma fenomenologia semelhante é obtida com o diagrama de fases

apresentado agora uma reentrancia da fase antiferromagnética na fase paramagnética.

-—- J=2,=
— =34 —

b 01020304 0506070809 1
<6ij>

Figura 2.5: Diagrama de fases, mostra trés fases predominantes, a ferromagnética F,
a paramagnética P e a antiferromagnética A, e seus limites previstos analiticamente.
A linha continua mostra o caso onde ambas as ligagoes, ferro e antiferro tem a mesma
intensidade (Jp = Ja4 = J). A linha tracejada coresponde a um caso onde as lig-
acoes ferromagnéticas sdo mais fortes que as antiferromagnéticas (Jp = 2J4 = J). O
ordenamento do estado fundamental ndo depende da intensidade relativa das ligagoes.
Observa-se uma reentrancia da fase ferromagnética (que possui ligagao mais forte) na
fase paramagnética.
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Capitulo 3

Modelos de Ising decorados com

elétrons 1tinerantes

3.1 Introducao

Recentemente, foram introduzidos modelos de spins em redes decoradas que incorpo-
ram tanto spins localizados como spins itinerantes. Estes modelos apresentam solugao
exata para suas propriedades termodindmicas. Os primeiros modelos consideraram uma
cadeia do tipo diamante semelhante a um composto magnético conhecido como azurita.
Propriedades termodinamicas como susceptibilidade magnética e calor especifico foram
determinadas e comparadas a dados experimentais deste composto. Adicionalmente, o
potencial deste composto para refrigeragdo magnética foi investigado através da anélise
do efeito magnetocalorico. Modelos de spin com elétrons decoradores itinerantes numa
rede originalmente quadrada também tem sido objeto de interesse recente. Foi demons-
trado analiticamente que quando apenas um elétron itinerante esta presente nos sitios de
um dimero decorador, os spins da rede original apresentam um ordenamento ferromag-
nético a baixas temperaturas. Por outro lado, quando dois elétrons ocupam o dimero

decorador, o alinhamento passa a ser antiferromagnético. Neste capitulo, descreveremos
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em detalhe os modelos acima e reproduziremos os principais resultados destes artigos que

formam a base para o estudo inédito que realizamos nesta dissertacao.

3.2 Modelo de cadeia com topologia de diamante com in-

teragoes competitivas e elétrons itinerantes

3.2.1 Introducao

A comunidade cientifica tem demonstrado um renovado interesse nas propriedades ter-
modinamicas da azurita Cus(COz3)2(OH )2 [38; 39]. Motivados por investigar mais sobre
as caracteristicas deste minério, Pereira e colaboradores [16] introduziram um modelo de
spins em uma cadeia do tipo diamante (AB3), onde os spins nodais correspondem aos
spins de Ising localizados nos sitios tipo A enquanto os spins intersticiais podem transi-
tar entre os dois sitios do tipo B na presenga de um campo magnético H. Tal modelo
apresenta uma baixa dimensionalidade, interacoes competitivas e elétrons itinerantes e é
exatamente soluvel, o que é de grande valor, como foi comentado no capitulo 1.

Ja foi demonstrado na literatura [40] que em sistemas de baixa dimensionalidade
com interagdes competitivas [41-45] e elétrons itinerantes [46] pode emergir platds na
magnetizacao. Tais platds estdo presentes mesmo em cadeias frustradas com spins semi-
inteiros nas quais o estado fundamental pode passar por uma transicdo entre um estado
sem gap para um estado dimerizado em consequéncia do aumento do campo magnético
externo [16]. Este modelo apresenta um platé a 1/3 de saturagdo da magnetizagdo, a
qual ocorre entre dois valores criticos do campo e pode ser observado em resultados
experimentais [47].

Recentemente a ocorréncia de platds na magnetizagao foi percebida em modelos de

cadeias tipo diamante com spins de Ising. E possivel entdo lancar mao da transformacio
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decoracao-iteracao e das técnicas de matriz de transferéncia e por meio delas calcular de
forma analiticamente exata as quantidades termodinamicas [16]. Tais solu¢oes permitem
uma investigagao da inter-relagdo entre frustragoes geométricas, flutuagoes quanticas
e efeitos anisotropicos numa grande faixa de valores dos pardmetros fisicos relevantes.
Em particular, um aumento significativo do efeito magnetocalérico ocorre quando existe
frustracoes [48].

O efeito magnetocalorico consiste no aquecimento ou resfriamento de uma substancia
magnética termicamente isolada ao se alterar o campo externo e é utilizado como parte do
procedimento para alcancar temperaturas ultra-baixas em um processo conhecido como
desmagnetizacao adiabatica [17], que atualmente também é a base para a tecnologia
de refrigeragdo magnética [49]. No lugar do gas comumente usado, nela utiliza-se uma
substancia magnética, normalmente sais paramagnéticos [17].

Em paramagnetos, a temperatura decresce linearmente com o decréscimo do campo
magnético em processos adiabéticos [50]. Entdo para se obter razdes de resfriamento
adiabéatico acentuadas g%\g, densidades de dipolo magnético maiores sdo necessarias.
Entretanto, a interacao residual entre os dipolos magnéticos pode induzir o ordenamento
dos spins e, portanto, a entropia reduzida devido ao acoplamento spin-spin limita o
processo de desmagnetizagao adiabatica [17].

Um efeito magnetocaldrico pronunciado é uma possibilidade que surge devido aos
avancos de técnicas de engenharia e sintese de novos materiais. Como foi reportado re-
centemente na literatura [51-53], modelos frustrados de spin com razoes magnetocaloricas
pronunciadas representam um classe importante de sistemas. Estados fundamentais dife-
rentes podem ser selecionados pela variacao do campo magnético externo, o que permite
uma calibragem precisa dos parametros termodindmicos.

Pereira e colaboradores [17] utilizaram um modelo exatamente solivel contendo spins
nodais do tipo Ising e elétrons intersticiais em uma cadeia anisotrépica com topologia

de diamante. Tal modelo apresenta a maioria das caracteristicas de uma cadeia de

Instituto de Fisica - UFAL



3.2. Modelo de cadeia com topologia de diamante com interacoes competitivas e
elétrons itinerantes 65

spin frustrada com baixa dimensionalidade, como platés de magnetizacao e dois picos
no calor especifico e na susceptibilidade magnética, e a possibilidade de se calibrar os
quatro estados fundamentais por meio da mudanga do campo externo ou da integral de
transferéncia. Isto implica em dizer que o modelo possui os ingredientes necesséarios para
exibir um significativo efeito magnetocalérico. As solucoes exatas do modelo sdo entdo
utilizadas para computar as curvas isentropicas, assim como a razao de resfriamento

adiabatico j—g|5, em funcao da temperatura e de um campo externo.

3.2.2 O Modelo

O modelo de cadeia de topologia de diamante pode ser observado na figura [3.1]. Os
spins nodais sao referentes aos spins localizados tipo Ising. Os spins intersticiais realizam
saltos entre os sitios internos com uma amplitude de hopping ¢, mas tal salto ¢ permitido
apenas se os spins forem antiparalelos, pois caso contrario o principio de exclusao de

Pauli ndo seria obedecido.

Figura 3.1: Ilustragdo grafica do modelo de cadeia de topologia de diamante. Os spins
nodais sao localizados do tipo Ising. Os acoplamentos de troca antiferromagnéticos sao
diferentes nos bragos nao paralelos das unidades de diamante. Aos spins intersticiais é
permitido um salto nos sitios internos de cada unidade de diamante com a amplitude de
hopping de t. Quando os spins sdo paralelos, a eles nao é permitido o hopping devido ao
principio de exclusao de Pauli [16].

Os spins nodais sao representados por o e podem assumir as configuracoes de spin
para cima e spin para baixo. O par de elétrons moéveis pode assumir seis diferentes

configuragoes que sdo representadas atraves de kets. Sdoeles | 7, 71), |1, 1), |1, 1),
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[T, 0, 111,0), 10, T1).
Para spins paralelos, a energia de interagao da i-ésima célula e spins nodais de Ising

pode ser escrita da seguinte forma:

(T TIH T, ) == LR L L) = = (o + J2) (00 + o) (3.1)

onde o0; e 0,41 correspondem aos sitios nodais da i-ésima célula e J; e J2 sao a energia
de troca entre os sitios nodais e os sitios dos spins intersticiais.
Para ambos os elétrons ocupando o mesmo orbital, a energia de interagao entre os

spins nodais se cancelam, podendo ser escrita da seguinte forma:

(TL,0[H:] 11,0) = {0, TL [Hel0, T1) = 0. (3.2)

Para spins intersticiais antiparalelos ocupando sitios distintos, existe uma energia de

interagao residual devido & anisotropia dos acoplamentos de troca dada por:

(LM T, D == TR L 1) = = (= J2) (00 + 0iga) (3.3)

Finalmente, os estados antiparalelos sdo misturados pelo hopping dos elétrons entre
os sitios intersticiais. Levando em conta o hopping, o Hamiltoniano de interacao deve
possuir elementos fora da diagonal principal que nao sejam nulos. Sendo ¢t a amplitude

de hopping, temos:

(TLOIH T, 1) = (L 0H| L, 1) =12, (3.4)
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O, TLIHal 1, 1) =0, TL[H L, 1) =1t (3.5)

assim como seus complexos conjugados.

Na presenca de um campo magnético H o Hamiltoniano total é:

1
H = ZH’ — §H (Ui + Uz’+1) —H (S@l + 51'72) , (3.6)

onde S;1 = £1 e S;2 = £1 representam a orientacao de cada elétron intersticial da
célula.

Este Hamiltoniano é entao diagonalizado exatamente, e os autovalores e as autoener-
gias sao obtidos, em fun¢do do campo externo H, das constantes de acoplamento Jj e Jo

e a amplitude de hopping t. Os autovalores obtidos sao representados na figura [3.2].

=0, =1 o=0py=-1 T;==0j41
Ay =2(Jy+J,)-3H 2,+J,)-H -2H
A 20+J,)+H =2(J,+J,)+3H 2H
As -H H 0
Ay -H H 0
As 2t-H 2t+H VAT 41
Ag -2t-H —2t+H —2JA 412

Figura 3.2: Tabela referente aos autovalores do Hamiltoniano para diferentes configu-
racoes dos pares nodais. Os dois primeiros autovalores correspondem aos estados onde
os spins intersticiais sao paralelos. O sexto autovalor corresponde ao autoestado em que
o hopping de elétrons promove a diminui¢ao nos niveis de energia [16].

Existem quatro possiveis estados fundamentais, ilustrados na figura [3.3]: um estado

paramagnético saturado (SPA) com todos os spins alinhados na dire¢ao do campo, um
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estado paramagnético nao saturado (UPA) com os spins nodais alinhados na direcao
do campo e spins intersticiais alinhados antiparalelamente em relacdo um ao outro, um
estado ferrimagnético (FRI) com spins intersticiais alinhados paralelamente ao campo e
spins nodais alinhados na dire¢do oposta, e um estado nodal antiferromagnético (NAF)
com spins nodais obedecendo uma sequéncia antiferromagnética e spins intersticiais ali-

nhados antiparalelamente em relacdo um ao outro [16].

by

Figura 3.3: Configuracao da célula unitaria para os quatro possiveis estados fundamentais
acessiveis [16].

A energia desses possiveis estados sao

Espa—4|J1| — 2| A J| - 3H | (3.7)
Eypa=2t—H , (3.8)
Eprr = =4l +2|AJ| - H (3.9)
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Enar = —-2VAJ? + 12 , (3.10)
onde AJ = J; — Jy assumindo que |J1| > |J2].

3.2.3 A transformacao decoracao-iteracao exata

As propriedades termodinamicas do modelo sdo obtidas por meio do mapeamento do
modelo de Ising unidimensional com acoplamento J.rs dependente de uma temperatura
efetiva e um campo externo Hyy.

Por meio da transformacao decoracao-iteracao podemos escrever a funcao de partigcao

desta maneira

Z(T,J1,J2,t, H) = AN Z1ging (T, Je it Hepp) - (3.11)

Como visto previamente no capitulo 2 desta dissertacdo, a constante A é introduzida
para manter a energia livre do sistema invariante e ndo influencia nas propriedades ter-
modinamicas do sistema. Neste caso IV representa o nimero de plaquetas da cadeia tipo
diamante.

Por meio do traco parcial sobre os possiveis estados dos spins intersticiais se obtém

Jeff7Heff € A:

Ze*ﬂ)\k(mﬂiﬂ) — AeﬁJefoiUiH+(%)ﬂHeff(UJUi+1) ’ (3.12)
k

e, apo6s alguma algebra, é obtida a expressao para Jesp,Hepp e A
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1
2
A2 — (Z e BAe(1,1) Zemk(l,l)> Z e~ PA(1,—1) , (3.13)
k k

k

T, e

S e (L)

ePPHers = (3.14)

- —BAR(—1,—1))2
e2Bers — (e U3 e Lm0

Zk efﬁAk(lvfl)

(3.15)

Toda a termodinamica deste modelo pode entdo ser obtida através do mapeamento

aclima.

3.2.4 Platos na magnetizagao de cadeias do tipo diamante com spins

intersticiais delocalizados

Ao realizar uma diagonalizagdo exata do Hamiltoniano, foram obtidos todos os autoes-
tados de energia e em seguida foi plotado o diagrama de fases detalhado para diferentes
valores do campo magnético, anisotropia das constantes de troca e amplitude de hopping,
como observado na figura [3.4].

A magnetizacdo deste modelo foi obtida de forma exata através do mapeamento
acima. Para uma amplitude de hopping ¢ finita, foi observado o surgimento de platos
de % da magnetizacao numa faixa de valores do campo magnético. Em temperaturas
finitas, as bordas do platd sao arredondadas devido a flutuagoes térmicas com as curvas
da magnetizacao para temperaturas distintas se cruzando aproximadamente em um tnico

ponto, mostrando o limite do campo critico inferior. Estes platos refletem as transicoes
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SPA
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= 20f = 20 : -
T FRI T FRI UPA ]
10+ _ 4 ok il 1= 2.0 .
v, 1=08 v 1=15 '
L NAF L 1 _
00 [ .Y P L4 [ NAF|
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Figura 3.4: Diagramas de fase, campo magnético H versus a anisotropia das constantes
de troca AJ para regimes diferentes de amplitude de hopping. (a)ﬁ <1 para a qual

o diagrama de fase exibe trés possiveis fases: SPA, FRI e NAF. (b)1 < ‘ 1 < 2 para

qual o diagrama de fases apresenta regides em que a fase UPA ¢ estavel. (c) 7 ‘ > 2
para qual os dnicos estados fundamentais possiveis sao SPA, UPA e NAF. O estado
NAF possui magnetizagdo nula por sitio, enquanto FRI e UPA possuem magnetizagao
de % As linhas de coexisténcia podem ser obtidas ao se comparar as energias por célula
unitaria. Os estados fundamentais tornam-se degenerados com transi¢oes de primeira
ordem ocorrendo nestas linhas [16].

entre os diferentes estados fundamentais possiveis e sao observados na figura [3.5]

A dependéncia da magnetizagdo em fun¢do temperatura para valores diferentes do
campo externo H é mostrada na figura [3.6]. Em valores de campos referentes aos
limites do plato para a magnetizagao de %, as curvas da magnetizagao apresentam valores
intermedidrios em T — 0 devido & natureza degenerada do estado fundamental.

Este trabalho mostrou que platdés de magnetizacao % podem emergir por meio de
um modelo de cadeia tipo diamante onde a frustracao é induzida por uma amplitude de
hopping que leva em consideragdo uma natureza delocalizada dos spins. Ao restringir
o hopping quantico para ocorrer no interior de cada célula estilo diamante, o modelo
pode ser exatamente resolvido e suas propriedades termodindmicas investigadas comple-
tamente como funcao dos parametros do Hamiltoniano.

Este modelo apresenta a capacidade de ajustar a configuracao do estado fundamen-
tal utilizando um campo externo magnético, o que faz o estado se tornar degenerado

em alguns campos criticos. Este cendrio se torna favordvel para alcancar uma efeito
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1.2

1.2 |
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a
(a) k,T/AJ1=00 (b) k. T/ 1=0.0 1
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Figura 3.5: Magnetizacao em fungdo do campo de dois casos representativos. (a) FRI
é o estado fundamental para campo zero. Neste caso, dois regimes distintos sao vistos

a temperatura zero: um platd de % da magnetizacao abaixo de um campo critico e o

plato de saturacao. Para temperaturas finitas, flutuacoes térmicas arredondam o salto
da magnetizacao. (b) NAF é o estado fundamental para campo zero. Aqui, trés regimes
sao observados: um platé de zero da magnetizacdao, um platd de % da magnetizacao
em campos intermedidrios e o platdé de saturacao. Em temperaturas finitas, as curvas
se cruzam em um Unico ponto sinalizando o campo critico superior. O cruzamento em
campos pequenos é de certa forma espalhado [16].

magnetocalérico mais intenso [17].

Tal efeito é explorado ao computar as curvas isentropicas da desmagnetizacao adia-
bética como pode ser visto na figura [3.7] assim como a razao de resfriamento magneto-
calérica.

A razdo magnetocalorica adiabatica g—fl\ s fornece uma melhor descricao da eficiéncia
do processo de resfriamento nas proximidades de campos criticos. Pereira e colaboradores
reportaram (ver figura |3.8]) a dependéncia com o campo da razao magnetocalérica para
diferentes temperaturas para o caso do estado fundamental FRI a campo zero. A estru-
tura de pico-vale proximo ao campo critico claramente assinala um efeito magnetocalérico
aumentado & baixas temperaturas. Tal estrutura é suavizada ao se aumentar a tempe-

ratura, mas ainda pode ser percebida em temperaturas da ordem de K B% = 1. Para
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Figura 3.6: Magnetizacao em fungao da temperatura para dois casos representativos. (a)
FRI é o estado fundamental para campo zero. Neste caso, dois regimes distintos sao
vistos como na figura [3.5]. Para campo critico a magnetizacdo a temperatura zero é
% do valor de saturagao devido a degenerescéncia dos estados SPA e FRI. (b) NAF é
o estado fundamental para campo zero. Para campos inferiores e superiores ao campo
critico, a magnetizacao a temperatura zero por sitio é % e % respectivamente. Estes
valores correspondem, respectivamente, a degenerescéncia entre os estados NFA e UPA,

e entre os estados UPA e SPA [16].

temperaturas muito maiores existe apenas uma dependéncia suave com H.

2

No caso para o qual o estado fundamental ¢ NAF a campo zero é mostrado na
figura [3.9], onde existem duas estruturas de pico-vale que podem ser identificadas a
temperaturas muito baixas. O aumento no efeito magnetocaldrico é bastante sensivel a
flutuacoes térmicas, tornando-se fortemente suprimido em temperaturas intermediarias.

Em contrapartida o sinal associado com a transi¢do do estado UPA para o estado SPA é

mais resistente a flutuacoes térmicas.

Instituto de Fisica - UFAL



3.3. Modelos de Ising decorados com elétrons itinerantes em dimeros 74

25 25

2.0 20

._.
n

KgT/Jy|
=

KgT/|J4|

0.5 0.5

05 10 15 20 2.5 30 35 40 45 50 05 1.0 1.5 20 25 30 35 40 45 50
(@ Hipy| (b) iy

Figura 3.7: Curvas isentropicas no espaco de parametros T@wH para o caso particular

em que a amplitude de hopping é ﬁ = 1,5. (a) Anisotropia das constantes de troca

% = 0,2, para a qual o estado fundamental a campo zero é FRI. Um tinico campo critico

estd presente. (b) Anisotropia das constantes de troca % = (0,8 para a qual o estado

fundamental a campo zero é NAF. Este caso apresenta dois campos criticos. As linhas
isentropicas S = Kgln(2) (solida e grossa) e Kgin(l +/5)/2 < S < Kpin(2) (grossa e
tracejada) delimitam regimes diferentes para o resfriamento adiabético. A razdo maxima
de resfriamento adiabatico estd proxima dos campos criticos nestes valores especiais da
entropia [17].

3.3 Modelos de Ising decorados com elétrons itinerantes em

dimeros

3.3.1 Ferromagnetismo em um modelo de Ising decorado com um elétron

delocalizado

Tendo como base o modelo de Ising decorado com spins itinerantes, Strecka e co-
laboradores [18] introduziram um modelo em uma rede quadrada de spins de Ising no
qual dois sitios decoram a rede. O modelo pode ser observado na figura [3.10], os spins
nodais sao referentes aos spins localizados tipo Ising, os spins intersticiais realizam saltos

nos sitios internos com uma amplitude de hopping ¢. Em cada par de sitios decoradores
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Figura 3.8: Razao magnetocalérica adiabéatica %b como func¢ado do campo externo, para
valores representativos da temperatura. Para esses graficos foram utilizadas |Jt—1‘ =15

e % = 0,2 e o estado fundamental para campo zero ¢ FRI. A estrutura de vale-pico

assinala o efeito magnetocalorico aumentado perto da transicdo FRI para SPA. O sinal
¢ suprimido pelas flutuacoes térmicas [17].

existe um elétron itinerante capaz de transitar entre os dois sitios. Através da técnica de
transformacao decoracao-iteracao este modelo é exatamente soluvel.
O Hamiltoniano total pode ser escrito como a soma sobre todos os Hamiltonianos de

ligacgao:

H=> H, (3.16)
k

com o Hamiltoniano de ligagdo escrito como:
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Figura 3.9: Razao magnetocalérica adiabéatica 3%|5 como func¢ado do campo externo, para

valores representativos da temperatura. Para esses graficos foram utilizadas I}T\ =15
e I%J\ = 0,8 e o estado fundamental para campo zero é NAF. A estrutura de vale-

pico assinala o efeito magnetocaldérico aumentado perto da transicaio NAF para UPA e
UPA para SPA. O sinal correspondente a transi¢ao de NAF para UPA é mais sensivel a
flutuagoes térmicas do que o sinal para a transicao UPA para SPA [17].

Hi = —t (CLLTCkz,T + Chy, Chal + la prnt + oo, leu) -

J
_ 5 [o‘il <CLLTC]§LT — Cltl,lcklyl> + 022 (C]-I;JZ,TCkaT — CLQ,lckQVL)] R (3.17)
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Figura 3.10: Exemplo grafico do modelo proposto, uma parte da rede quadrada du-
plamente decorada, a qual possui em cada sitio nodal (circulo cheio) um spin de Ising
localizado e em cada par de sitios decoradores existe um elétron itinerante. A elipse de-
marca a célula unitaria descrita pelo Hamiltoniano de k-ésima ligacao dada pela equagao
(1.14) 18]

sendo, czow € Cha,y (tomando a =1 oua =2evy =1 ou~y =]) os operadores fermidnicos

de criagao e aniquilagao, o}, o operador de spin % com autovalores iguais a £1, ¢ a
integral de transferéncia que leva em consideracao a energia cinética de um tnico elétron
delocalizado em relacio aos dois sitios decoradores. E importante salientar que CL .~ Chayy
corresponde ao operador numero. A integral de troca J descreve a interacao entre os
elétrons delocalizados e os spins de Ising localizados.

A funcao de particao é escrita como:

Z =Tr{oi}Tr{ci}exp <_/<:;TH> -

Ng Ng
2 2
=Tr{o;} H Tr{ck,cretexp <—”Hk> = Tr{o;} H 2, (3.18)
k=1 k=1

onde kp corresponde & constante de Boltzmann, T é a temperatura absoluta, N é o
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nimero total de spins de Ising (os spins nodais) e ¢ é o nimero de primeiros vizinhos.

Diagonalizando o Hamiltoniano de ligacao, obtém-se a fun¢do de parti¢ao de ligagao:

J z z 1 2 z )2
Z), = 4cosh 1T (of1 + O'kz)] cosh [41{:BT \/J2 (07, —0%y) " + (4t)?| =

R z z
= Aexp <2§;k2) (3.19)

Utilizando a transformacao decoracao-iteracao sao encontrados os pardmetros de

transformacao A e R:

cosh (kBLT) cosh (ﬁ)
cosh (ﬁ J? + (4t)2>

R = 2kgTin (3.21)

que é sempre positivo, indicando que o acoplamento efetivo é ferromagnético. Entao a

funcéo de particdo do modelo é escrita como:

Z = A Z (3.22)

As quantidades termodinamicas podem ser facilmente derivadas por meio de (3.22).
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Em particular, a dependéncia da temperatura de transicao com a amplitude de hopping
pode ser obtida sabendo-se a temperatura de transicao da rede nao-decorada. Os valores
para uma série de redes sdo conhecidos na literatura. A temperatura reduzida é plotada
em funcao da razao entre a energia cinética t e a energia de troca J na figura [3.11]. Como
pode ser visto, a temperatura critica aumenta ao se aumentar a intensidade relativa do
termo cinético, até que ela tende assintoticamente para um valor maximo no limite de
ﬁ — 00. Para ﬁ — 0, a temperatura critica é consistente com o cardter nao magnético

de um de cada dois sitios decoradores de cada ligagao.

025————————————————
0.20L triangular :
EJ}- 5l square !
B~ I ]
*‘f[}_ 10k honeycomb i
0.05 1
0.00 : : : : !
0 I 2 3 4 5

1111

Figura 3.11: Temperatura critica reduzida em funcdo da intensidade relativa do termo
cinético para redes, triangulares, quadrada e honeycomb [18].

3.3.2 Antiferromagnetismo em um modelo de Ising decorado com dois

elétrons itinerantes

Strecka e colaboradores estenderam o modelo anterior considerando que os dois sitios

decoradores contém dois elétrons itinerantes[19]. O modelo pode ser observado na figura
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[3.12], os spins nodais sdo referentes aos spins localizados tipo Ising, os spins intersticiais
realizam saltos nos sitios internos com uma amplitude de hopping ¢, mas tal salto é per-
mitido apenas se os spins forem antiparalelos, pois caso contrério o principio de exclusao
de Pauli nao seria obedecido. O Hamiltoniano, assim como em [18] é definido como a

soma sobre os Hamiltonianos de ligagao:

¢
r< -"'\ E| 2 i
() Elétron itinerante

@ Spindelsing localizado

Figura 3.12: Exemplo gréafico do modelo proposto, uma parte da rede quadrada dupla-
mente decorada, a qual possui em cada sitio nodal (circulo cheio) um spin de Ising loca-
lizado e em cada par de sitios decoradores existem dois elétrons itinerante. A elipse de-
marca a célula unitaria descrita pelo Hamiltoniano de k-ésima ligacao dada pela equagao
(1.14) [19].

H=> M, (3.23)
k

onde o Hamiltoniano de ligacao é dado por:

Hi=—t (CLLTCW + Chy, Ch2,L + ChagChLt + o, ﬂcu) -
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J
_ 5 [o’l’zl <CIJ21,TC’%‘LT — cltl,lcklzl> + UZQ (CLQ,TC]CZT - CITgQ,le‘Zl)] , (3.24)
Escrevendo entao a funcao de particao como:
Ng
2
Z =Y _[] Treap (—Hk> > H Z, (3.25)
{o;} k=1 {o;} k=1
e, diagonalizando o Hamiltoniano de ligacao, obtém-se seis autoenergias:
Jo? Jo?
Bpage =+ (206 4 2982 ) (3.26)
’ 2 2
Ersra =0, (3.27)
Joz,  Jo,\?
Eps o = i\/ (;’fl — gkz) + 412 (3.28)

que sao a base para o calculo da funcao de partigao por ligagao:

6
1
2y = E exp (—Em> =
i=1 kpT
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J z z 1 z z
— 2 + 2COSh m (O'kl + Uk‘?):| + ZCOSh |:2k:BT‘\/J2(O-k;1 — Uk2)2 —+ (4t)2 — (329)

Ro% 0%
— A k1% k2
exp <kBT

Utilizando a transformacao decoracao-iteracao sao encontrados os pardmetros de

transformacao A e R:

J 2t 1 [J%+ (4t)?
A= 242 2 442 .
[ + 2cosh <2kBT) + 2cosh (kBT>] + 2cosh (k:BT 1 (3.30)

2 4+ 2cosh <2k T) +2cosh Fo )

4 + 2cosh (k; J2+(4t)2)

R =2kpTin (3.31)

A dltima expressao fornece R < 0 para qualquer amplitude de hopping finita e,
portanto, implica em um acoplamento efetivo antiferromagnético entre os spins de Ising.

A funcao de particao do modelo é escrita como:

Z =AY 21 - (3.32)

As propriedades termodinamicas sdo entdo obtidas por meio do mapeamento dos

parametros de transformacao. Neste caso, o estado fundamental do modelo apresenta
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um ordenamento antiferromagnético dos spins de Ising uma vez que a reducao da energia
do dimero decorador promovida pelo termo cinético atua somente quando os spins deco-
radores estdo antiparalelos. Adicionalmente, foi demonstrado que a temperatura critica
de ordenamento apresenta uma dependéncia nao monotonica com a razao entre o termo
de energia cinética e a energia de interacao de troca como pode ser observado na figura

[3.13].

Figura 3.13: Temperatura critica reduzida em funcao da intensidade relativa da energia
cinética para uma rede quadrada e uma rede honeycomb [19].

Portanto, os dois tltimos artigos apontam para uma mudanga no ordenamento mag-
nético de modelos de Ising decorados com dimeros itinerantes quando o numero de
elétrons decoradores aumenta. No proximo capitulo, nés iremos introduzir uma extensao
destes modelos no qual o nimero médio de elétrons decoradores pode variar continu-
amente e investigar o diagrama de fases completo em fun¢do do nimero de ocupagao

médio dos dimeros.
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Capitulo 4

Modelo de Ising decorado com spins
delocalizados: o papel da densidade

de elétrons

4.1 Introducao

Como vimos no capitulo anterior, o modelo de Ising decorado com dimeros preenchi-
dos por elétrons delocalizados apresenta ordenamento ferromagnético quando apenas um
elétron ocupa o dimero decorador. Entretanto, o ordenamento passa a ser antiferromag-
nético quando o dimero contem dois elétrons [18; 19]. Motivados por estes resultados, nos
iremos investigar como o ordenamento magnético deste modelo muda quando o nimero

meédio de elétrons ocupando o dimero decorador varia continuamente.

4.2 Modelo de Ising decorado com um ntmero variavel de

elétrons itinerantes

84
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Consideraremos um modelo com spins de Ising localizados nos vértices de uma rede
cristalina. Cada ligacao da rede original é decorada com dois sitios e possuem um tnico
orbital s com zero, um ou dois elétrons por cada par de sitios decoradores, também
chamados de sitios intersticiais. Aos elétrons dos sitios intersticiais é permitido um salto
(hopping) entre os dois sitios intersticiais, mas é proibido a eles um salto para os sitios
nodais. O processo do hopping é restrito pelo principio de exclusao de Pauli, apenas
ocorrendo quando dois elétrons possuem spins opostos. Em tais casos a amplitude de
hopping t corresponde & energia cinética associada com a mobilidade do elétron. Os
elétrons nodais interagem com os elétrons moveis por meio da interacao de troca J
(exchange).

O Hamiltoniano de uma célula do nosso modelo pode ser escrito como:

—J |:0'7; (c;fﬁcm — c;r,ici’O +0;j (c}ch,T — C;7le7l):| , (4.1)

sendo, CLN € Ca,y (tomando o =i ou a =j ey =] ouy =]|) os operadores fermionicos
de criagdo e aniquilagdo, o, o operador de spin % com autovalores iguais a £ 1, ¢ a
integral de transferéncia que leva em consideracao a energia cinética de um unico elétron
delocalizado em relacao aos dois sitios decoradores. E importante salientar que c;rC ayChasy
corresponde ao operador numero. A integral de troca J descreve a interacdo entre os
elétrons delocalizados e os spins de Ising localizados.

Consideraremos que cada dimero decorador pode conter até dois elétrons. Devido

a simetria particula-buraco, o comportamento termodinidmico para o caso de mais de
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dois elétrons por dimero pode ser trivialmente obtido. O par de elétrons méveis de cada
dimero decorador pode assumir onze configuragoes distintas. Para zero elétrons nos sitios
intersticiais existe apenas uma configuragao. Nesta configuragdo a energia de interagao

entre os elétrons intersticiais da i-ésima célula pode ser facilmente escrita como

(0,0[H;]0,0) =0 . (4.2)

Para um elétron nos sitios intersticiais existem quatro configuragdes possiveis. Os

elementos diagonais do Hamiltoniano de decoracao sao escritos como

(1,0/H:] 1,0) = —(L ,0/H;| | ,0) = —Ja , (4.3)

onde o; e 0; correspondem aos sitios nodais da esquerda e da direita de cada célula,
respectivamente.
Entretanto, o processo de hopping introduz elementos fora da diagonal principal do

Hamiltoniano que precisam ser considerados. Sao estes:

(0, T|Ha| 7,0) = (1 ,0[Hi[0, 1) =1, (4.5)
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Para dois elétrons nos sitios intersticiais existem seis configuragoes diferentes. Duas
correspondem as configuracoes de spins paralelos. Nestas a mobilidade é suprimida
devido ao principio de exclusao de Pauli e os elétrons permanecem localizados, um em
cada sitio intersticial. Nessas configuragoes, a energia de interacao do par de elétrons

intersticiais da i-ésima célula com os spins nodais de Ising pode ser escrita como

(Tl 1,1 ==L LML L) = =J(oi+05) (4.7)

Por fim, existem quatro configuraces para spins alinhados antiparalelamente. Se
ambos os elétrons ocuparem o mesmo orbital, a interacdo de troca com os sitios nodais

se cancela e, portanto,

(TL,01M:] 11,0) = {0, T] [H:il0, T1) = 0. (4.8)

Por outro lado, quando os spins intersticiais antiparalelos ocupam sitios distintos

Os estados antiparalelos sao misturados pelo hopping entre os sitios intersticiais. Para
levar em conta o processo de hopping, o Hamiltoniano de interagao deve conter elementos
fora da diagonal. Considerando apenas hopping de um elétron, esses elementos fora da

diagonal sao

(TLOIH T, 1) = (L 0H| L, 1) =12, (4.10)
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O, TLIHal 1, 1) =0, TL[H[ L, 1) =1t (4.11)

assim como seus complexos conjugados.
Entao é possivel definir a matriz do Hamiltoniano total como a soma sobre os Hamilto-

nianos de cada célula, adicionando-se o potencial quimico p para cada elétron intersticial.

H=> M. (4.12)

Por meio da diagonalizagdo direta da matriz do Hamiltoniano sdo obtidas as onze

autoenergias do hamiltoniano de cada ligagao como sendo

E1=0, (4.13)

—J(O’i—l—O'j)—F J2(0i+0j)2—4(J20'i0'j—t2)
jo / ; . (4.14)

—J(O’i + O'j) — \/J2 (Ui —i—O'j)z — 4(J20i0j — tz)
5 — . (4.15)

J (05 +0;) +1\/J? (0i + 0j)* — 4 (J20i0) — 12)
E, = \/ 5 — . (4.16)

Instituto de Fisica - UFAL



4.2. Modelo de Ising decorado com um ntmero varidvel de elétrons itinerantes 89
(0i +0j) — \/J (o4 -I-O'J —4(J%0i0; — t2)

Es = — . (4.17)

Es J(oi +0j) —2p (4.18)

E;=J(oi+05)— 2. (4.19)

Fg=—2u . (4.20)

Eg = —2pu . (4.21)

Ep = \/J2 —0j) 42— 2. (4.22)

= (o =0y 42— 2y (4.23)
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4.3 Transformacao exata de decoracao — iteracao

E possivel entdo mapear exatamente o modelo decorado num modelo de Ising com um
acoplamento efetivo Jerr. Aplicando a transformacao decoracao-iteracao [35] a funcao

de particao decorada pode ser escrita como

Z (T7 ']7 t) = ANZIsing (T; Jeff) 3 (424)

onde Zrging € a fungao de particao do modelo de Ising, NV o nimero de células da rede e
A, como visto no capitulo dois, aparece para manter a energia livre do sistema invariante.

Jepp e A sdo derivados apos a realizacao do trago sobre todos os estados possiveis
dos spins intersticiais. O mapeamento da decoracdo-iteracao é baseado no fato de que a

expressao resultante do trago parcial pode ser colocada em uma forma tipo Ising como:

Ze*ﬁ)\k(Uiygj)*Nﬂ — AePIersloiog) , (4.25)
k
onde 3 = ﬁ e A\ (04,05) representa o k-ésimo autovalor do Hamiltoniano de cada
célula com uma configuracao fixa de spins nodais o, o termo N corresponde ao nimero
de elétrons itinerantes no dimero, enquanto p equivale ao potencial quimico, que em nosso
modelo é utilizado para controlar o niimero médio de elétrons por dimero decorador.
Neste modelo, o traco parcial se estende sobre todos os possiveis onze autovalores, o

acoplamento de troca efetivo entre os spins nodais é entao

8 =gin (1) (4.26)
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sendo V1 o trago para o; e o; paralelos

Vi = 1 + 4wcosh (3.J) cosh (Bt) + v* (2cosh (23.J) + 2cosh (26t) +2) (4.27)

e V5 o trago para o; e o; antiparalelos

Vo =1+ 4vcosh (ﬁ\/ J? + t2> + 02 (4 + 2cosh (ﬁ\/ 4.J? + 4t2)) , (4.28)

com v = eP# para facilitar a algebra subsequente. Enquanto que a constante de norma-

lizacdo A pode ser escrita como

A?2 =WV, (4.29)

4.4 Nuamero médio de elétrons (n) decoradores por ligacao

No capitulo dois, foi obtida a fracdo média de ligacdes de uma espécie < d; ; > tanto
para o ferromagnetismo diluido como para o modelo com ligacoes ferro e antiferromag-
néticas. Aqui, o equivalente a esta quantidade corresponde ao nimero médio de elétrons
(n) por ligagdo. Como mostrado no capitulo dois, o nimero médio de elétrons (n) por

ligagdo pode ser escrito da forma:

(n) = ~Na" (AN Z1ging (BJesr)] - (4.30)

Com um pouco de algebra chegamos em
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(n) = v-Lin (4] + %%ln [Z1sing (BT 1)] (4.31)

que, utilizando a regra da cadeia, pode ser escrito como

v d dBJesy

(n) =v—In[A] + ————In[Z1ging (BJesr)] Fa (4.32)

onde ﬁln [Z1sing) = N < 0407 >. Salientando que < o;0j > corresponde a func¢ao
de correlacao que como o proprio nome ja diz, relaciona diferentes funcdes e pode ser
obtida através de derivadas da energia livre [35].

Entao

dBJesyr
dv

d
(n) =v—In[Al+v < gi0; >

- (4.33)

E importante salientar que no nosso trabalho estaremos desenvolvendo solucoes para
o diagrama de fases deste modelo numa rede de quadrada e cibica simples. A fung¢ao de

correlagdo para uma rede de Ising quadrada no ponto critico é —i—? para a fase ferromag-

nética e —? para a fase antiferromagnética. Para o caso de uma rede de Ising cubica
simples, a fun¢ao de correlagdo no ponto critico é +0,3284 para a fase ferromagnética e
—0,3284 para a fase antiferromagnética. Para a obtencao do diagrama de fases, também
¢ necessario conhecer valor da temperatura critica da rede nao decorada. O valor de
BeriticoJIsing Para uma rede quadrada é :l:%ln(l + \/Q) e para a rede cubica é +0,24061

sendo que o sinal + é para a transicao entre o estado ferromagnético e paramagnético e

o sinal — para a transicdo entre o estado antiferromagnético e paramagnético.[35]
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4.5 Resultados e Discussoes

Inicialmente é importante que seja seja percebido que o acoplamento de troca efetivo
entre os spins nodais (4.26) pode ser tanto positivo quanto negativo, o que significa que
o sistema interagente spin-elétron pode ser mapeado no modelo de Ising ferromagnético
de spin-1/2 ou no modelo de Ising antiferromagnético de spin-1/2.

O diagrama de fases tipico do modelo para diferentes conjuntos de parametros é
mostrado nas figuras [4.1] e [4.2]. Estes graficos representam a temperatura critica re-
duzida KgT,./|J| em fungdo da média do numero de elétrons (n) por ligagdo decorada
para uma rede quadrada e para uma rede cubica, respectivamente.

Como é possivel observar para uma rede quadrada, o sistema mantém-se paramag-
nético e seus spins permanecem desalinhados até que pelo menos metade das ligagoes
decoradoras contenha um elétron, ou melhor, (n) seja pelo menos %, quando entao os
spins se alinham e o sistema torna-se ferromagnético em baixas temperaturas. O ordena-
mento ferromagnético persiste até que (n) alcance o valor 6_47‘/5. A partir deste valor, o
sistema entao regressa ao estado paramagnético. Este desordenamento esté relacionado
ao fato de que o sistema contém tanto ligagoes decoradoras com um elétron, que favorece o
ordenamento ferromagnético, como ligacoes decoradoras com dois elétrons, que favorece o
ordenamento antiferromagnético. Esta competicao entre ordem ferromagnética e antifer-
romagnética ocorre a partir de (n) > 1 mas é necessario uma fra¢do minima de ligacoes
duplamente ocupadas para destruir a ordem ferromagnética, o que ocorre a partir de
(ny > %. Aumentando-se (n) o numero de ligacoes ocupadas com um elétron diminui
enquanto as ligacoes duplamente ocupadas aumenta. Desta forma surge um regime onde
o ordenamento antiferromagnético torna-se estavel em baixas temperaturas, o que ocorre
para (n) > 6+T‘ﬁ. Estes valores para as densidades criticas de elétrons em T = 0 es-

tao consistentes com os valores encontrados para os casos do ferromagnetismo diluido
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e o modelo com ligagoes ferro e antiferromagnéticas mostrados no capitulo 2. Quanto
maior razao ﬁ maior é a estabilidade da fase ferromagnética, saturando numa tempe-
ratura critica méaxima. Este resultado estd de acordo com a saturacao da temperatura
critica obtida para o modelo com exatamente 1 elétron decorador mostrado no capitulo
3. Entretanto a estabilidade da fase antiferromagnética alcanga um maximo em um valor
intermediario da amplitude de hopping para em seguida regredir. Este resultado também
concorda com o obtido para o caso de exatamente dois elétrons decoradores mostrado no
capitulo anterior.

Para uma rede ciibica, o comportamento qualitativo do diagrama de fases se mantém,
apenas com alteracoes nos limites de suas fases. O sistema permanece paramagnético
até (n) aproximadamente i. A partir deste valor o estado fundamental torna-se ferro-
magnético. O estado fundamental retorna a ser paramagnético a partir de (n) = 1,3358.
Para valores de (n) > 1,6642 o ordenamento antiferromagnético do estado fundamental
predomina.

E importante notar que os diagramas de fases apresentam reentrancias das fases
ferro e antiferromagnéticas na fase paramagnética. Em baixas temperaturas e pequenas
fragoes de elétrons, ligeiramente acima da densidade critica de elétrons para a qual o
estado fundamental volta a ser paramagnético, flutuagoes térmicas podem re-estabilizar
o ordenamento ferromagnético. Este efeito estd presente nos regimes de amplitude de
hopping pequeno e grande e desaparece para amplitudes de hopping intermediarias. Para
compreender o surgimento desta reentrancia é necessario ressaltar que o acoplamento efe-
tivo entre os spins de Ising é mediado pela presenca dos elétrons decoradores e, portanto,
dependente da temperatura e da amplitude de hopping. Em T = 0 a intensidade re-
lativa das ligagoes ferro e antiferromagnéticas nao é relevante pois o problema torna-se
puramente geométrico onde a tnica variavel relevante é a diferenca entre o nimero de

ligacoes ferro e antiferromagnéticas. Para temperaturas finitas, a intensidade relativa

das interagOes passa a ser relevante. Para amplitudes de hopping pequenas e grandes a
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ligagdo efetivamente antiferromagnética mediada pela presencga de dois elétrons é mais

fraca que a interacao efetiva ferromagnética mediada por um tnico elétron.

¥)3]=0,23
— Y1
P -~ YJJ]=10

o
¢

S o o
P

o
=

Temperatura critica(KT /J)

0 02040608 1 12 141618 2
Média do numero de elétrons (<n>)

0

Figura 4.1: Diagrama de fases para uma rede quadrada. Grafico da temperatura
critica normalizada em funcao do nimero médio de elétrons por ligacao decoradora para
ﬁ = 0,25, ﬁ =1le ﬁ = 10.Para baixas temperaturas e pequenas fracoes de elétrons,
pode-se observar que o sistema permanece desalinhado (no estado paramagnético) para
um numero médio de elétrons pequeno, até que este nimero atinja 0,5 onde o sistema
comeca a se alinhar ferromagneticamente. Para baixas temperaturas e pequenas fracoes
de elétrons, ao alcancar (n) = 1,146446609 o sistema novamente se desalinha, e volta
a se alinhar (desta vez antiferromagneticamente) em (n) = 1,85355339. E importante
verificar que ao se aumentar a relacao entre a amplitude de hopping ¢ e a integral de
troca J a fase ferromagnética aumenta enquanto a fase antiferromagnética aumenta e
logo em seguida diminui.

Isto faz com que o ordenamento ferromagnético seja favorecido com o aumento da

temperatura e promove o surgimento da reentrancia observada na linha critica separando
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as fases ferro e paramagnética.

o

t/)J]=0,23
— =1
=) e - t3|=10

Temperatura critica(KT /J)

0 02040608 1 12 141618 2
Média do numero de elétrons (<n>)

Figura 4.2: Diagrama de fases para uma rede ciibica. Grafico da temperatura critica
normalizada em funcdo do nimero médio de elétrons para ﬁ = 0,25, ﬁ =1le ﬁ =
10. Pode-se observar que o sistema permanece desalinhado (no estado paramagnético)
para um numero médio de elétrons pequeno, até que este ntumero atinja (n) ~ 0,25 e o
sistema comega a se alinhar ferromagneticamente, ao alcancar (n) = 1,3358. O sistema
novamente se desalinha, e volta a se alinhar (desta vez antiferromagneticamente) em
(ny = 1,6642. Ao se aumentar a relagdo entre a amplitude de hopping ¢ e a integral de
troca J a fase ferromagnética aumenta e a fase antiferromagnética inicialmente aumenta
e logo em seguida diminui.

No regime de amplitudes de hopping intermediario a interagdo efetiva antiferromag-
nética torna-se maior que a ferromagnética. A sensibilidade com a temperatura é, en-
tao, invertida. Neste regime intermediario ndo ha reentrancia da fase ferromagnética

na paramgnética mas surge da fase antiferromagnética na paramagnética. Nas figuras
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[4.3] e [4.4] nos fizemos o grafico da temperatura critica no ponto de maxima reentrancia
das fases ferromagnética e antiferromagnética em funcao da razao entre a amplitude de
hopping e o acoplamento de troca para as redes quadrada e cubica, respectivamente.
Note que a reentrancia da fase ferromagnética é maior no regime de grande amplitude
de hopping, sendo da mesma ordem que a reentrancia da fase antiferromagnética. Nas
figuras [4.5] e [4.6] nos fizemos o grafico do namero médio de elétrons no ponto de méaxima
reentrancia das fases ferromagnética e antiferromagnética em fungao da razao entre a am-
plitude de hopping e o acoplamento de troca. A reentrancia da fase antiferromagnética

é relativamente pequena, em contraste com a maior reentrancia da fase ferromagnética.
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Figura 4.3: (a)Temperatura critica no ponto de méxima reentrancia da fase antiferro-
magnética para rede quadrada. (b) Temperatura critica no ponto de méxima reentrancia
da fase ferromagnética para rede quadrada

Para finalizar, ¢ importante ressaltar que nosso modelo no limite de (n) = 2 é equiva-
lente ao modelo de Strecka e colaboradores [19] onde todos os dimeros decoradores contém
dois elétrons. Entretanto, para (n) = 1 ha uma diferenca sutil entre os dois modelos.

Enquanto no modelo de Strecka e colaboradores todos os dimeros tem exatamente um
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Figura 4.4: (a)Temperatura critica no ponto de méxima reentrancia da fase antiferro-
magnética para rede cubica. (b) Temperatura critica no ponto de méxima reentrancia
da fase antiferromagnética para rede cubica

elétron, em nosso modelo este é o numero médio de elétrons por dimero. Apesar o
estado fundamental ter exatamente um elétron em cada dimero, as flutuacoes térmicas
fazem com que surjam dimeros com dois elétrons e dimeros desocupados. Estas duas
classes de dimeros desfavorecem o ordenamento ferromagnético. Como consequéncia, a
temperatura critica do modelo aqui introduzido para (n) = 1 é menor que a temperatura
critica apresentada no modelo de Strecka. Na figura [4.7] nés comparamos as tempe-
raturas criticas dos dois modelos. Por completeza, noés também fizemos o grafico da
temperatura critica méxima de nosso modelo que ocorre para concentracoes médias de
elétrons ligeiramente abaixo de (n) = 1 e a temperatura critica para (n) = 1 na rede
ctibica. Nesta figura, nés normalizamos a temperatura critica por um fator 1/4 uma vez
que no trabalho original de Strecka e colaboradores a magnitude dos spins é considerada

1/2 enquanto trabalhamos com spins de magnitude unitaria.
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Figura 4.5: (a) Numero médio de elétrons no ponto de maxima reentrancia da fase anti-
ferromagnética para rede quadrada (b) Numero médio de elétrons no ponto de méxima
reentrancia da fase ferromagnética para a rede quadrada.
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Figura 4.6: (a) Numero médio de elétrons no ponto de méaxima reentrancia da fase
antiferromagnética para rede cibica (b) Numero médio de elétrons no ponto de maxima
reentrancia da fase ferromagnética para a rede cubica.
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— <n>=1
R <n>TCmax
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Figura 4.7: A temperatura critica reduzida como fun¢do da intensidade relativa do termo
cinético para (n) = 1, para uma rede cibica e quadrada, comparada o valor para o modelo

com exatamente 1 elétron decorador [18|. Adicionalmente, mostramos a temperatura
critica para (n) de méxima estabilidade da fase ferromagnética.
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Capitulo 5

Conclusao

Nesta dissertagao, nés determinamos o diagrama de fases de um sistema magnético
que contem tanto spins localizados como spins itinerantes. Esta classe de sistemas mag-
néticos tem despertado um grande interesse nos ultimos anos. Recentemente modelos
exatamente soliiveis contendo spins de Ising localizados e spins decoradores delocalizados
foram introduzidos e demonstram ter uma rica variedade de possiveis fases e compor-
tamentos termodindmicos. Em particular, esta classe de modelos adaptado para um
topologia de cadeia diamante apresenta platés na magnetizaciao, picos duplos no calor
especifico, um rico diagrama de fases e uma elevada taxa magnetocaldrica o que aponta
para potenciais aplicagoes deste tipo de material magnético em sistemas de refrigeragao.
Uma variante deste modelo com dimeros decorando uma rede quadrada de Ising foi tam-
bém introduzida e verificou-se que quando o dimero contém um elétron delocalizado o
ordenamento da rede de Ising é ferromagnético como pode ser visto em 3.11. Entretanto,
quando dois elétrons ocupam o dimero, o ordenamento torna-se antiferromagnético como
pode ser visto em 3.13. Na literatura, nao existe uma explicagao de como esse ordena-
mento passa de ferromagnético para antiferromagnético, e é isso o que realizamos nesta

dissertacao.
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Esta classe de sistemas magnéticos pode ter suas propriedades termodinamicas obti-
das exatamente através do mapeamento no modelo de Ising utilizando-se uma técnica
conhecida como transformacao de decoracdo-iteracdo. Apods fazer uma introdugao geral
sobre as propriedades magnéticas da matéria e dos modelos exatamente soltveis no capi-
tulo 1, nés detalhamos a técnica da transformacao-iteracdo no capitulo 2 desta disser-
tacdo. A aplicacdo desta técnica aos modelos acima citados com ambos spins localizados
e itinerantes foi reproduzida no capitulo 3, juntamente com os resultados mais relevantes.

A contribuicao inédita dessa dissertacdo consistiu em generalizar os modelos com
dimeros decoradores para permitir que o nimero de elétrons decoradores pudesse variar
continuamente. Esta generalizacao foi possivel através da introducao de um potencial
quimico por elétron cujo valor foi utilizado para controlar o nimero médio de elétrons por
dimero decorador. Os elétrons podem transitar entre os dois sitios do dimero, obedecendo
o principio de exclusao de Pauli. Além do termo de hopping t associado com a cinética
eletronica, estes elétrons interagem com os spins de Ising localizados através de um
acoplamento de troca J.

Através da técnica de decoracao-iteracao, nés obtivemos o diagrama de fases deste
modelo nas redes quadrada e cuibica para diferentes valores da razao entre o termo e
hopping e a interagao de troca. Em particular n6s mostramos que a fase ferromagnética
é estavel em baixas temperaturas numa faixa intermediaria de densidade de elétrons por
dimero. Para altas densidades, a fase antiferromagnética prevalece. Estas duas fases sao
separadas por uma faixa de valores intermediarios da densidade eletrénica para a qual o
estado fundamental permanece paramagnético devido a forte competicao entre as ligacoes
efetivas ferro e antiferromagnéticas. Nos mostramos que o diagrama de fases apresenta
reentrancias o que sinaliza diferentes sensibilidades das interacoes efetivas ferro e anti-
ferromagnéticas com relagao a flutuacoes térmicas. A interagao efetiva ferromagnética é
maior nos regimes de baixas e altas amplitudes de hopping, enquanto a interacao efetiva-

mente antiferromagnética é maior no regime de amplitude de hopping intermediario. Por
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fim, nos ressaltamos que o presente modelo com um elétron em média por dimero tem
uma diferenga sutil em relacao ao modelo onde todos os dimeros contém exatamente um
elétron. Devido as flutuagoes térmicas, o presente modelo permite que dimeros com zero
e dois elétrons sejam termicamente populados, o que reduz a tendéncia de ordenamento
ferromagnético e, consequentemente, reduz a temperatura de transi¢ao.

Para finalizar, gostarfamos de ressaltar que vérias extensoes do presente modelo po-
dem ser implementadas. Em particular, nés nao incluimos em nosso estudo interagao
Coulombiana entre os elétrons delocalizados. E esperado que esta interacio deve ter um
forte impacto no diagrama de fases, apesentando um diagrama de fases um tanto quanto
mais "robusto". O modelo também nao contempla a existéncia de uma interacao de
troca direta entre os spins de Ising. Esperamos que nosso trabalho venha a incentivar

futuros investigacdes nestas direcoes.
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