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1
INTRODUÇ�O
1.1 Propriedades Emergentes de Sistemas ComplexosSistemas om muitos indivíduos, om muitas orrelações, interonetados e omuma ou mais propriedades oletivas(tais omo omportamento) não óbvias a partirdas propriedades de um indivíduo únio, são hamados de sistemas omplexos. Sis-temas omplexos são estudados em vários âmbitos. Em Ciênias biológias, soiais,em matemátia e também no ontexto de físia utilizando a Meânia Estatístia.Exemplos de sistemas omplexos podem ser: ol�nias de formigas, o lima, o sistemanervoso dos animais, vírus e élulas, teleomuniações e o sistema eon�mio. Todosesses sistemas podem ser modelados via teorias de sistemas omplexos[1℄.Esses sistemas dinâmios são rios em propriedades interessantes, muitas de-las são hamadas de propriedades emergentes, ou seja, padrões que surgem, emergem,da dinâmia de interação dos omponentes do sistema. Propriedades emergentes sãoestudadas desde o tempo de Aristóteles quando este diz que:�O todo é mais do quea soma de suas partes�[2℄, o termo emergente foi designado por G. H. Lewes, que1



1 Propriedades Emergentes de Sistemas Complexos 2esreveu: �Every resultant is either a sum or a di�erene of the o-operant fores;their sum, when their diretions are the same � their di�erene, when their dire-tions are ontrary. Further, every resultant is learly traeable in its omponents,beause these are homogeneous and ommensurable. It is otherwise with emergents,when, instead of adding measurable motion to measurable motion, or things of onekind to other individuals of their kind, there is a o-operation of things of unlikekinds. The emergent is unlike its omponents insofar as these are inommensurable,and it annot be redued to their sum or their di�erene." [3℄J. Goldstein da Shool of Business na Adelphi University nos fornee ade�nição atual de propriedades emergentes. Para J. Goldstein, emergênia podeser de�nida omo: �o surgimento de novas e oerentes estruturas , padrões e pro-priedades durante o proesso de auto-organização em sistemas omplexos"[4℄ .Uma propriedade típia de sistemas emergentes é a lei de esala, ou seja,uma ausênia de esala bem de�nida, possuindo assim uma simetria de invariâniade esala, fen�menos muito bem onheidos em estruturas ditas fratais. Outrofen�meno também apresentado é que os sinais oriundos das análises desses sistemasnão possuem uma variânia onstante, ou seja, o segundo momento, que será melhorde�nido no apítulo 2, varia om o tempo. Essa peuliaridade aera da variânia éhamada de heteroedastiidade.Usando ferramentas de Meânia Estatístia, que serão melhor abordadas noapítulo 2, pretendemos identi�ar diversas propriedades que surgem em sistemaseon�mios tais omo: multifratalidade, audas grossas, orrelações de longo al-ane e heteroedastiidade, gerando séries temporais não estaionárias por meio deum modelo de agentes om regras simples, om o objetivo de ompreender melhor



1 A Eonofísia 3os meanismos de auto-organização do sistema.1.2 A EonofísiaA utilização de oneitos e quantidades de natureza físia para expliarfen�menos eon�mios é onheida hoje em dia omo Eonofísia, uma área resenteem todo o mundo om grandes ontribuições para o onheimento. Abordaremosde forma mais enfátia a história e os fundamentos da Eonofísia.Em 1844, J. S. Mill apresentou o que foi onheido omo Lei de Walras [5℄,em nome do eonomista franês L. Walras. Essa lei é um prinípio em teoria geral doequilíbrio, que é um ramo teório da eonomia que visa expliar o omportamentodos merados busando determinar o equilíbrio entre os merados. A a�rmativaé que se todos os merados, menos um, estivessem em equilíbrio, logo este úniotambém estaria em equilíbrio. Algo que lembra de erta forma a Lei Zero da Ter-modinâmia, que diz: se um orpo A está em equilíbrio térmio om um orpo Be este em equilíbrio térmio om C, logo A está também está em equilíbrio om C.Essa foi portanto uma das primeiras analogias eon�mias para sistemas físios. Ateoria tem suas limitações e muitos eonomistas ainda busam entender qual é olimiar até onde a lei é válida.Também omo exemplo de um dos pais do estudo das leis de merado, temosV. Pareto, um eonomista italiano que observou que a distribuição de riquezas de-veria seguir uma lei de potênia de tal maneira que probabilidade de um indivíduo



1 A Eonofísia 4ter uma renda X maior que um valor x dado por[6℄:
PX(x) =



















(

xm

x

)ν for x ≥ xm,

1 for x < xm.

(1.1)em que xm é o menor valor que X pode assumir e ν é o índie de Pareto.Pareto também usou essa distribuição para estudar reeitas, ou retornos. A dis-tribuição de Pareto é amplamente enontrada em outros sistemas que não estes queele estudou.A análise de preços de ativos �naneiros de maneira formal em matemátia,onsiste em busar por uma lei que mostre o omportamento de uma variável e dessamaneira também o poder de previsão do omportamento futuro. O primeiro tra-balho formal foi desrito por L. Bahelier em 1900 em sua tese de doutoramento[7℄.Nesse trabalho, L. Bahelier de�niu que os preços dos ativos eram distribuídos ale-atoriamente e independentes uns dos outros e, além disso, deveriam seguir umadistribuição normal ou Gaussiana, típia do movimento Browniano, desrito maistarde por Einstein.Em meados de 1960, B. B. Mandelbrot, estudando os preços das ações dealgodão na bolsa dos EUA, veri�ou que os preços não se distribuíam omo umaGaussiana, eles possuíam as hamadas audas-grossas, algo típio das distribuiçõesestáveis de Lévy[8℄, nomeadas em homenagem à P. Lévy, que foi orientador de B.B. Mandelbrot.A partir desse ponto, muitos físios teórios que trabalham om Físia Es-tatístia se interessaram pelo estudo dos fen�menos estoástios que apareiam emmerados �naneiros, fen�menos estes que eram típios de sistemas om muitas or-relações e omplexidade. Com o grande resimento do número de artigos publiados



1 A Eonofísia 5nessa área um nome espeí�o para essa linha de pesquisa seria um aminho natu-ral a seguir. O nome surgiu em uma onferênia de físia estatístia em Calutá,alunhada por H. E. Stanley em 1995, mesmo ano em que ele e R. Mantegna publi-aram um dos artigos mais importantes para a área[9℄, onde eles desrevem que osmerados �naneiros podem ser desritos por uma distribuição trunada de Lévy epossuem a propriedade de auto-similaridade.Com a riação e desenvolvimento dessa nova área da Físia, uma gama depossibilidades surgiram para os físios. Muitos banos e empresas �naneiras prou-ram agora doutores em Físia, om espeialidade em eonofísia, para desempenharpapéis importantes em seus negóios.Um fato muito importante para os defensores da Eonofísia aonteeu em1973. F. Blak e M. Sholes[10℄ publiaram um modelo que tratava do �preço justo"aser pago por uma opção. Tal modelo, que foi melhor expliado por R. C. Merton[11℄,o qual foi nomeado modelo Blak-Sholes, argumentava que o preço justo a serpago era regido por um movimento browniano geométrio. O modelo trata de umasolução analítia para o preço justo a se pagar por um ontrato de opção europeia.Iniialmente vamos onsiderar as seguintes hipóteses:
• O omportamento dos preços segue um proesso de It� desrito pela equação:

dS = γSdt+ σSdZ (1.2)
• Não existe arbitragem
• As negoiações no merado são ontínuas
• O usto das transações e os impostos envolvidos nas mesmas são desonside-rados



1 A Eonofísia 6O valor de uma opção de ompra, Ω, depende de várias variáveis, tais omo,o preço de referênia do ativo no tempo t, S; o preço de exeríio da opção ou strike,
K; a data do venimento T ; a taxa de juros, r; Z é uma variável aleatória om desviopadrão σ e γ é um drift, uma tendênia que o merado sofre.. Considerando queas variáveis K, T, r, γ e σ são onstantes e podem ser determinadas pelo investidor,teremos a simpli�ação de que

Ω = Ω(S, t). De posse disso podemos utilizar o lema de It� para fazer a expansão e deter-minar uma equação diferenial para ser resolvida. Assim teremos:
dΩ =

∂Ω

∂S
dS +

∂Ω

∂t
dt+

1

2

∂2Ω

∂S2
dS2 +

1

2

∂2Ω

∂t2
dt2 + . . . (1.3)Subistituindo a equação 1.2 na equação anterior nos fornee uma equação para dΩ:

dΩ =

(

γS
∂Ω

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2Ω

∂S2
+

∂Ω

∂t

)

dt+ σS
∂Ω

∂S
dZ (1.4)De posse dessa equação e juntamente om a dinâmia di preço de um ativo seremosapazes de hegar a uma expressão analítia para o preço justo a ser pago por umaopção. Vamos agora de�nir uma arteira de investimentos ontendo uma opção deompra Ω e uma posição vendida em ∆ ações, teremos assim que:

Π = Ω−∆S (1.5)onde o sinal negativo india que o investidor está devendo uma quantidade ∆ deações. Não há apital iniial e todo luro é reinvestido na arteira, por exemplo,ompensando o débito iniial.



1 A Eonofísia 7Da equação aima podemos determinar uma equação em um tempo t + dtomo sendo:
dΠ = dΩ−∆dS (1.6)Substituíndo tanto a equação 1.4 e 1.2, teremos:

dΠ =

(

γS
∂Ω

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2Ω

∂S2
+

∂Ω

∂t
− γS∆

)

dt + σS

(

∂Ω

∂S
−∆

)

dZ (1.7)Para que tenhamos uma arteira sem riso é preiso eliminar a aleatoriedade,para tal o oe�iente de dZ deve ser zero, logo:
∆ =

∂Ω

∂S
(1.8)E om isso a equação 1.7 perde três termos e �a:

dΠ =

(

∂Ω

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2Ω

∂S2

)

dt (1.9)Esse proedimento onde onsideramos que a arteira seja livre de riso é lamadodelta de hedge e om uma arteira livre de riso teremos o modelo representado pelaequação:
dS = γSdt (1.10), logo,

dΠ = rΠdt ⇒ rΠ =
∂Ω

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2Ω

∂S2
(1.11)Substituindo as equações 1.5 e 1.8 na equação aima teremos que:

∂Ω

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2Ω

∂S2
+ rS

∂Ω

∂S
− rΩ = 0 (1.12)Essa é a famosa Equação de Blak-Sholes, uja solução é não-trivial, masutilizaremos de alguns artifíios para resolve-la.



1 A Eonofísia 8Vamos de�nir que:
Ω(S, t) = e−r(T−t)u(x, τ) (1.13)onde,

x =
2ρ

σ2

(

ln
S

K
+ ρ(T − t)

) (1.14)
τ =

2ρ2

σ2
(T − t) (1.15)

ρ = r − σ2

2
(1.16)Tomando então todas as derivadas �amos om a equação:

∂Ω

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2Ω

∂S2
+ rS

∂Ω

∂S
− rΩ = e−r(T−t)2ρ

2

σ2

[

∂2u

∂x2
− ∂u

∂τ

]

= 0 (1.17)Logo temos:
[

∂2u

∂x2
− ∂u

∂τ

]

= 0

∂2u

∂x2
=

∂u

∂τ
(1.18)Que equivale a uma equação de difusão unidimensional, já que τ tem di-mensão temporal. Tal equação é muito bem onheida por físios e sua solução éamplamente estudada.Após a ontribuição de R.C. Merton, o modelo pode ser enontrado omo nome de Blak-Sholes-Merton, por esse trabalho R. C. Merton e M. Sholesreeberam em 1997 o prêmio Nobel de eonomia, F. Blak já havia faleido.Além do estudo do merado através de análises empírias de séries em busade proessos que melhor se aproximem do omportamento real om equações es-toástias, um outro tipo de abordagem também popular é o Agent-Based Model,



1 Os Fatos Estilizados de Merado 9ou modelo de agentes. Esse modelo é foado na dinâmia que envolve os agentespertenentes ao merado. Em omparativo é omo se o omportamento da sériemarosópia fosse expliada em termos das interações mirosópias do sistema.Muitos modelos físios têm sido usados nessa abordagem. O mais popularentre eles é o modelo Ising de interação de spins em uma rede que em sistemaseon�mios é usado no modelo USDF(United we Stand Divided we Fall)[12℄. Usandosimulações de Monte-Carlo, esse modelo foi apaz de apresentar muitos dos fatosestilizados[13℄.Alguns outros exemplos são amplamente utilizados, tais omo Aut�matosCelulares, modelos que simulem deisões via volatilidade estoástia, omo o mo-delo de Blak-Sholes que mostramos e entre muitos outros que vem apresentandoresultados muito satisfatórios no que se diz respeito a reprodução dos dos ompor-tamentos reais presentes em merados �naneiros.Neste trabalho apresentaremos uma proposta de modelo extremamente sim-ples, om alguns pouos parâmetros e om uma boa preisão em representar muitosfatos estilizados. Como omparativo para saber a onordânia do nosso modelo oma realidade do mundo, utilizamos os resultados onheidos omo Fatos Estilizadosde Merado que serão explanados na próxima seção.1.3 Os Fatos Estilizados de MeradoConforme menionado anteriormente, neste trabalho voltamos a atençãopara as propriedades que são pertenentes aos merados �naneiros utilizando osoneitos e ferramentas bem onheidas de Meânia Estatístia baseados na ideia



1 Os Fatos Estilizados de Merado 10de que tais propriedades surgem de forma emergente de um sistema omplexo.Vamos agora expor e exempli�ar melhor as propriedades de interesse nessessistemas. Sabe-se que existem ertas araterístias que são ompartilhadas porqualquer merado �naneiro, essas são fundamentadas em dados empírios e são umexelente term�metro para indiar se um modelo está ou não ondizente om a rea-lidade. Tais araterístias reeberam o nome de Fatos Estilizados, pelo eonomistaN. Kaldor em 1961[14℄.Usando os oneitos utilizados atualmente[15℄, podemos expor alguns dosfatos estilizados omo sendo:1. As distribuições de probabilidade dos retornos para dados de alta frequêniapossuem �audas grossas", ou seja a probabilidade de observarmos uma grandemudança no merado não deve air exponenialmente.2. As distribuições de probabilidade normalmente são lepúrtias1 e também pos-suem uma skewness1egativa(fruto da orrelação ruzada entre retorno e vola-tilidade ser negativa, o efeito de leverage)3. Os q-ésimos momentos da distribuição das �utuações dos preços (retornos) sãomultifratais, pois seus expoentes dependem do índie q.4. Os retornos de uma série temporal são fraamente orrelaionadas.5. As séries de volatilidade(retornos absolutos) possuem orrelações de longo al-ane.1urtose e skewness são momentos estatístios que serão melhor desritos no próximo apítulo1n



1 Os Fatos Estilizados de Merado 116. Se hoje o merado apresenta uma elevada volatilidade, então a probabilidadede observarmos um grande evento amanhã é maior que a média (luster devolatilidade).Esses são os prinipais fatos estilizados e o foo prinipal do nosso trabalho.Os fatos de 1 a 4 já são disutidos há muito tempo. o quinto fato foi propostopor B. B. Mandelbrot[8℄, que a�rmou que a distribuição orreta deveria ser umadistribuição estável de Lévy om o parâmetro α = 1.7. O fato (6) foi observado porZ. Ding et al [16℄.



2
INTRODUÇAO MATEMÁTICA
Desde a époa em que a eonomia se onsolidou omo enário de análises raionaisjunto as iênias naturais e a matemátia, os estudiosos prouram por uma leimatemátia universal que possibilite a expliação dos diferentes fen�menos que oor-rem dentro da eonomia. Muito se avançou desde o simples modelo de lei de potêniaapresentado por V. Pareto[6℄.Neste apítulo apresentaremos as ferramentas matemátias utilizadas parariar os modelos matemátios e para a sua análise.2.1 Variáveis Aleatórias e Caminhada AleatóriaPodemos de�nir variável aleatória através de um exemplo bem simples. Considerandoum onjunto qualquer, hamado Espaço Amostral. Ele é omposto de todos os even-tos que podem oorrer em um determinado sistema. Por exemplo ao jogarmos umamoeda, o espaço amostral é omposto por dois eventos, ara e oroa. No aso dolançamento de um dado, o espaço amostral rese para 6 eventos.12



2 Variáveis Aleatórias e Caminhada Aleatória 13Uma variável aleatória é uma função do espaço amostral para o onjunto dosnúmeros reais, ou seja:
X : E −→ REssa função leva um dado evento a sua frequênia, ou de forma normalizada, a suaprobabilidade.2.1.1 Variáveis Disretas�Se a menor diferença não nula entre dois possíveis valores dessa variável for sempre�nita, logo ela é um variável disreta.". Como exemplo podemos itar novamenteo jogar de dados, vemos que os valores que essa variável pode assumir satisfazem ade�nição aima.2.1.2 Variáveis Contínuas�Se a menor diferença não nula entre dois possíveis valores da variável aleatória nemsempre for �nita, ela é uma variável ontínua.". Neste aso a variável pode assumirin�nitos valores dentro de um intervalo �nito. Como exemplo temos uma esolhaaleatória em um intervalo [x, y], onde x e y são números reais.2.1.3 Caminhada AleatóriaA aminhada aleatória é um problema muito omum e útil em físia. Consisteem um aminhante(moléulas, partíulas, argas, bêbados) que se move de formarand�mia. Sua posição depende de esolhas feitas aleatoriamente a ada tempo t.O problema da aminhada aleatória é muito importante para a eonofísia,



2 Variáveis Aleatórias e Caminhada Aleatória 14pois vários pesquisadores a�rmam que o merado é quase omo um passeio aleatório[7,9, 15, 8℄. Apresentaremos exemplos grá�os de aminhadas unidimensionais, bidi-mensionais e tridimensionais.Caminhante 1DConsidere um aminhante movendo-se de forma aleatória, restrito a uma linha(1D),a partir de x0, ujo passo seja ±l logo, depois de um tempo t sua posição deverá ser
x(t) = x0+ tn, onde n é a diferença entre os passos dados para +l e os passos dadospara −l. Nesse, a variável aleatória é disreta, ou seja, a posição do aminhante édisretizada.A �gura 2.1 apresenta a posição x em função do tempo para aminhantesom probabilidades p diferentes.
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Figura 2.1: Caminhantes Aleatórios em 1D



2 Variáveis Aleatórias e Caminhada Aleatória 15Caminhada 2DPara o aminhante 2D, ao invés de trabalhar om duas variáveis aleatórias dire-tamente, x e y, é mais prátio tratar do ângulo θi entre x e y. Logo teremos asequações:
x = x0 + l cos(θi) (2.1)
y = y0 + lsen(θi) (2.2)Para ada passo um ângulo θi será sorteado, posteriormente a posição doaminhante é atualizada.A �gura 2.2 ilustrar, �zemos uma pequena simulação para um θi om igualprobabilidade para todos os valores entre 0 e 2π.

-20 -10 0 10 20 30
x

0

10

20

30

40

50

60

y

Figura 2.2: Caminhante Aleatório 2D



2 Variáveis Aleatórias e Caminhada Aleatória 16Caminhada 3DA generalização para 3 dimensões espaiais é bem simples, basta onsiderar oorde-nadas esférias, onde podemos esrever as oordenadas x, y, z omo função de doisângulos aleatórios, θi e φi, om as relações an�nias:
x = x0 + l cos(θi)sen(φi), (2.3)
y = y0 + lsen(θi)sen(φi), (2.4)
z = z0 + l cos(φi), (2.5)em que θi está distribuído no intervalo de 0 à 2π e φi entre 0 e π. A �gura 2.3apresenta o omportamento para 3 aminhantes distintos.

Figura 2.3: Caminhante Aleatório 3D



2 Função Densidade de Probabilidade(PDF) 172.2 Função Densidade de Probabilidade(PDF)Como itado anteriormente, nossas variáveis aleatórias são funções que levam doespaço amostral até o espaço real. Essa não é uma ligação qualquer. Assoiamosque para a realização xi, de uma variável aleatória X , teremos um número real pi,donde pi ≤ 1, possuindo também a seguinte restrição: se a variável aleatória Xpossui n realizações, logo∑n
i=1 pi = 1.Podemos de�nir a probabilidade assoiada à uma variável aleatória disreta,omo sendo:
PX(x) =

n
∑

i=1

piδ(x− xi). (2.6)Para uma variável ontínua, a probabilidade de enontrar uma realizaçãoentre X entre x e x+ dx é
P (x) = f(x)dx. (2.7)Em que f(x) é a função densidade de probabilidade assoiada om à realiza-ção x. Podemos apresentar um estímulo visual para a função densidade de proba-bilidade, alulando-a para os nossos aminhantes aleatórios de 1D mostrados naseção 2.1.3.



2 Função Densidade de Probabilidade(PDF) 18
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Figura 2.4: Função Densidade de Probabilidade para Caminhante 1D2.2.1 Momentos EstatístiosDe posse da função densidade de probabilidade(PDF) de uma variável aleatória X ,temos todas as informações possíveis sobre ela. A PDF pode ser desrita através deoutras quantidades denominadas de momentos estatístios.Por de�nição temos que o n-ésimo momento é dado por:
〈 xn 〉 =

∫ ∞

−∞
xnPX(x)dx. (2.8)Para uma distribuição disreta de n realizações, teremos:

〈 xn 〉 =
∞
∑

i=1

xn
i pi

∑∞
i pi

. (2.9)Alguns momentos tem nomes espeí�os e utilidades bem de�nidas. Apre-sentaremos os prinipais deles e omo a análise númeria pode ser feita.



2 Função Densidade de Probabilidade(PDF) 19Primeiro MomentoO primeiro momento, também hamado de média, é a medida do que podemos dizeromo sendo o �entro de massa"da densidade de probabilidade. Ele muitas vezes éonfundido om o valor mais provável e a mediana. O valor mais provável é o pontode maior valor para PX(x). A mediana é o valor de x que divide a área sob a urvade PX(x), em duas partes iguais.Para iguais probabilidades das variáveis disretas, om n passos, o primeiromomento pode ser alulado omo:
〈 x 〉 = 1

n

n
∑

i=1

xi. (2.10)2.2.2 Momentos Centrados na MédiaVamos de�nir agora os momentos entrados na média que nos forneem muitaspropriedades interessantes das PDFs. Para um onjunto disreto de k realizações,temos que o n-ésimo momento, µn, será
µn =

k
∑

i=1

pi(xi − 〈 x 〉)n
∑k

i=1 pi
. (2.11)Segundo MomentoO segundo momento seria omo a medida do �momento de inéria"da distribuição.Ele também é assoiado à largura da densidade de probabilidade, e também éhamado de variânia. Com a variânia, alulamos outra quantidade muito im-portante, o desvio padrão, que é a raiz quadrada da variânia. De�nimos o segundo



2 Função Densidade de Probabilidade(PDF) 20momento de uma distribuição disreta omo sendo
µ2 =

n
∑

i=1

pi(xi − 〈 x 〉)2
∑n

i=1 pi
. (2.12)Como dito antes, o desvio padrão deverá ser

σ =
√
µ2 =

√

√

√

√

n
∑

i=1

pi(xi − 〈 x 〉)2
∑n

i=1 pi
. (2.13)Tereiro MomentoO tereiro momento nos ajuda a alular o grau de assimetria de uma distribuição.Para uma distribuição disreta, o tereiro momento será

µ3 =

n
∑

i=1

pi(xi − 〈 x 〉)3
∑n

i=1 pi
. (2.14)Dividido o tereiro momento pelo ubo do desvio padrão, temos a quanti-dade onheida omo skewness. Ela determina o grau de assimetria de uma funçãodensidade de probabilidade. Podemos de�nir o skewness omo:

s =
µ3

σ3
. (2.15)Se s > 0, a função possui uma auda direita (valores aima da média) maispesada. Se s < 0, logo a função tem uma auda esquerda (valores abaixo da média)mais pesada. Se s = 0, podemos dizer então que a função é simétria. Na �gura2.5, temos os três asos itados aima.
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Figura 2.5: Várias distribuições om diferentes skewnessQuarto MomentoO quarto momento é utilizado em análises estatístias. Com ele podemos alularo quão �ahatada"é uma distribuição. O quarto momento para uma distribuiçãodisreta é
µ4 =

n
∑

i=1

pi(xi − 〈 x 〉)4
∑n

i=1 pi
. (2.16)O quarto momento é usado para alular quantidade onheida omo Kur-tosis. A partir dela obtemos informações do �ahatamento"da função. Podemosde�nir a kurtosis omo

k =
µ4

σ4
. (2.17)Para k = 0, temos as funções mesoúrtias que são omparadas à funçãogaussiana. Com k < 0 hamamos de funções platiúrtias, e são mais ahatadasque a gaussiana. Por �m, temos: Se k > 0, araterizando as leptoúrtias, bem
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Figura 2.6: Várias distribuições om diferentes kurtosisa�nadas e que possuem as hamadas audas grossas. A �gura 2.6, ilustra os asos.2.2.3 Função CaraterístiaA função araterístia, também onheida omo função geradora de momentos, éuma função de�nida no espaço k, uja transformada inversa de Fourier nos retornaos momentos.A função araterístia fX(k), orrespondente a variável aleatóriaX , é de�nidaomo:
fX(k) = 〈 eikx 〉 =

∫ ∞

−∞
eikxPX(x)dx =

∞
∑

n=0

(ik)n〈 xn 〉
n!

(2.18)



2 Função Densidade de Probabilidade(PDF) 23Alguns exemplos de funções araterístias de distribuições onheidas são:
G(µ, σ2) = eikµ−

1
2
σ2k2 Distribuição Gaussiana (2.19)

L(µ, b) =
eikµ

1 + b2k2
Distribuição de Laplae (2.20)

C(µ, θ) = eikµ−k|θ| Distribuição de Cauhy-Lorentz (2.21)De posse da função araterístia, podemos obter todas as informações so-bre a função densidade de probabilidade e os momentos estatístios assoiados avariável aleatória, apenas alulando a transformada inversa de Fourier, omo ditoanteriormente.
PX(x) =

1

2π

∫ ∞

−∞
e−ikxfX(k)dk (2.22)

〈 xn 〉 = lim
k→0

(−in)
dnfX(k)

dx
(2.23)Outra forma muito útil de se esrever a função araterístia, é através deuma expansão em série de quantidades, hamadas de umulantes. Esses umulantesnos dão diretamente os momentos entrados na média. Os umulantes são de�nidosda seguinte forma

fX(k) = exp

( ∞
∑

n=1

(ik)n

n!
Cn(X)

)

. (2.24)Expressando os primeiros temos:
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C1(X) = 〈 x 〉 (2.25)
C2(X) = 〈 x2 〉 − 〈 x 〉2 = 〈 (x− 〈 x 〉)2 〉 = µ2 (2.26)
C3(X) = 〈 x3 〉 − 3〈 x 〉〈 x2 〉+ 2〈 x 〉3 = 〈 (x− 〈 x 〉)3 〉 = µ3 (2.27)
C4(X) = 〈 x4 〉 − 3〈 x2 〉2 − 4〈 x 〉〈 x3 〉+ 12〈 x2 〉〈 x 〉2 − 6〈 x 〉4 (2.28)

= 〈 (x− 〈 x 〉)4 〉 = µ4 (2.29)...
2.3 Correlação LinearPodemos analisar omo duas variáveis aleatórias estão ligadas entre si através dafunção de orrelação, ou oe�iente de Pearson. Se por exemplo tivemos o lança-mento de uma moeda, dizemos que os eventos são independentes, uma jogada nãodepende da outra, então não há orrelação. Agora, ao invés disso, se tivermos umdado viiado, vemos que uma jogada está orrelaionada om a anterior.A forma de medir isso é om a seguinte equação

Cor(X, Y ) =
〈 (x− 〈 x 〉)(y − 〈 y 〉) 〉

σxσy

. (2.30)A função orrelação tem valor que está no intervalo [−1, 1], e se duas variáveissão independentes Cor(X, Y ) = 0.Com a função de orrelação, podemos analisar também a orrelação entreséries de números, e até mesmo a hamada autoorrelação, que mede o quão or-relaionados são os valores em uma dada série.



2 Prinipais Distribuições Estatístias 252.4 Prinipais Distribuições Estatístias2.4.1 Distribuição BinomialQuando temos um espaço amostral de apenas dois possíveis eventos, um om pro-babilidade p e o outro om probabilidade q, ou seja, 1−p, teremos uma distribuiçãobinomial. No aminhante aleatório 1D que apresentamos na seção 2.1.3, tínhamosum grande exemplo de uma distribuição binomial.Voltando ao exemplo, vamos denotar n+ omo o número de passos +l e n−o número de passos que ele dá para a direção −l. Logo, a probabilidade que ele dê
n+ passos para a direção +l após N passos dados é:

WN (n+) =
N !

n+!n−!
pn+qn−. (2.31)Em que o primeiro termo é omposto por todas as ombinações possíveisom n+ e n−. Como N = n+ +n−, podemos esrever a equação de uma forma maisfamiliar

WN(n+) =
N !

n+!(N − n+)!
pn+qN−n+ . (2.32)Que nada mais é que o n++1-ésimo termo da expansão do bin�mio (q+p)N .Se agora quisermos a probabilidade do aminhante se enontrar na posição

n, omo n foi de�nido antes, após N passos, podemos utilizar a quantidade W (n+)fazendo uma mudança. Esrevendo n+ e n− em termos de n, teremos
n+ =

N + n

2
n− =

N − n

2
(2.33)



2 Prinipais Distribuições Estatístias 26Logo, utilizando a equação 2.31, teremos
P (n) =

N !

[(N + n)/2]![(N − n)/2]!
p(N+n)/2q(N−n)/2. (2.34)2.4.2 Distribuição Gaussiana(Normal)A distribuição Gaussiana é amplamente onheida e apliada no âmbito físio.Sua prinipal importânia vem pelo �Teorema Central do Limite"que será melhorilustrado em seções posteriores.Podemos mostrar a distribuição normal omo um aso da distribuição bi-nomial quando temos um grande número de realizações. Para tal demonstraçãovamos investigar melhor a probabilidade W (n+), que é desrita pela equação 2.32.Nesse limite a função tende a exibir um máximo em um valor de n+ = ñ+. Paraessa investigação, faremos uma expansão em série de Taylor, em torno de ñ+, para

lnWN(n+), pois ele varia de forma mais lenta, então a série irá onvergir de formamais rápida.A série de Taylor de uma função em torno de um ponto x0 é dada por:
f(x) = f(x0) + (x− x0)

d

dx
f(x)

∣

∣

∣

∣

∣

x=x0

+
(x− x0)

2

2!

d2

dx2
f(x)

∣

∣

∣

∣

∣

x=x0

+ · · ·

=

∞
∑

i=1

(x− x0)
i

i!

di

dxi
f(x)

∣

∣

∣

∣

∣

x=x0

(2.35)Tomando o logarítmo neperiano da probabilidade, teremos:
lnWN(n+) = lnN !− lnn+!− ln(N − n+)! + n+ ln p+ (N − n+) ln qUtilizando a fórmula de Stirling, lnK! ≃ K lnK −K, a equação �ará:
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lnWN(n+) = N lnN −N − n+ lnn+ + n+ − (N − n+) ln(N − n+) +

+(N − n+) + n+ ln p+ (N − n+) ln q (2.36)A primeira derivada será:
∂

∂n+

lnWN (n+) = − lnn+ + ln(N − n+) + ln p− ln q. (2.37)Para ondição de máximo, ∂
∂n+

lnWN(n+)

∣

∣

∣

∣

∣

n+=ñ+

= 0, logo
ln

ñ+

N − ñ+

= ln
p

q
⇒ ñ+ =

Np

q
− ñ+p

q
⇒ ñ+ =

Np

p+ q
= Np (2.38)Calulemos agora a segunda derivada no limite onde n+ = ñ+:

∂2

∂n2
+

lnWN(n+)

∣

∣

∣

∣

∣

n+=ñ+

=
∂

∂n+





∂

∂n+
lnWN(n+)

∣

∣

∣

∣

∣

n+=ñ+





= − 1

Np
− 1

N −Np
= − 1

Npq
(2.39)Podemos desprezar os termos de mais altas derivadas. Sendo assim, a expan-são tomará a forma:

lnWN(n+) = lnWN(ñ+) + (n+ − ñ+)
∂ lnWN(n+)

∂n+

∣

∣

∣

∣

∣

n+=ñ+

+

(n+ − ñ+)
2

2!

∂2 lnWN (n+)

∂n2
+

∣

∣

∣

∣

∣

n+=ñ+

= lnWN(ñ+)−
(n+ −Np)2

2Npq
⇒ ln

WN(n+)

WN(ñ+)
= −(n+ −Np)2

2Npq
⇒

⇒ WN(n+) = WN(ñ+)e
− (n+−Np)2

2Npq (2.40)



2 Prinipais Distribuições Estatístias 28A ondição de normalização nos diz que a probabilidade em todo espaço deveser igual a unidade, logo
∫ ∞

−∞
WN(ñ+)e

− (n+−Np)2

2Npq dn+ = 1 ⇒ WN(ñ+) =
1

∫∞
−∞ e−

(n+−Np)2

2Npq dn+

=
1√

2πNpq
.(2.41)Sendo assim, a probabilidade para grande N , será a hamada distribuiçãogaussiana, dada por:

WN→∞(n+) = PG(n+) =
1√

2πNpq
e−

(n+−Np)2

2Npq . (2.42)De forma mais geral, uma variável aleatória X , possui uma distribuição de proba-bilidades dada por:
P (x) =

1√
2πσ

exp

{

−(x− 〈 x 〉)2
2σ2

}

, (2.43)onde 〈 x 〉 é a média de x e σ seu desvio padrão.Para ilustração, a �gura 2.7 mostra a urva de uma gaussiana om médiazero e desvio padrão 1√
2π
.2.4.3 Distribuições α-estáveis de LévyEm 1925, o matemátio franês P. Lévy desenvolveu uma distribuição de probabili-dades mais geral[17℄. A partir desta podemos gerar muitas outras apenas mudandoalguns parâmetros.Tal distribuição nase da seguinte função araterístia:

fX(k) = exp[ikµ− |ck|α(1− iβsgn(k) tan(πα/2))], (2.44)
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Figura 2.7: Distribuição Gaussianaonde µ é um valor referênte a média, β é o grau de assimetria da distribuição e c éum fator de esala assoiado à medida da largura da distribuição e α é o hamadoexpoente ou índie da distribuição, que está relaionado om a kurtosis.Para α ∈ (0, 2] temos a distribuição hamada de estável, que também reebeo nome de �Lévy skew alpha-stable distribution". Dessa forma, temos a distribuiçãode probabilidades no limite assintótio, quando x é muito maior, ou menor, que amédia ou seja, na auda,dada omo[18℄
PX(x) ∼

αcα(1 + β)sen(πα/2)Γ(α)/π

|x|1+α
. (2.45)Então, é visto que o regime assintótio é dado por uma lei de potênia, ouseja, podemos dizer que as distribuições de Lévy no regime assintótio se omportamomo:
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PX(x) ∼

1

|x|1+α
. (2.46)Assim, a distribuição de Lévy leva para um teorema mais geral, hamado �Teoremaentral do limite generalizado".Abaixo temos alguns exemplos analítios de vários valores diferentes αs quenos forneem distribuições já bem onheidas:

• Distribuição Gaussiana, α = 2

PX(x) =
1√
4cπ

exp

[

−(x− µ)2

4c

]

• Distribuição de Cauhy, α = 1, β = 0

PX(x) =
c

π

[

1

(x− µ)2 + c2

]

• Distribuição de Lévy-Smirnov, α = 1
2
, β = 0

PX(x) =

√

c

2π

exp
[

− c
2(x−µ)

]

(x− µ)3/2A menos de α = 2, a distribuição Gaussiana, as distribuições estáveis nãopossuem média, skewness e kurtosis bem de�nidas.Como exemplos ilustrativos vamos mostrar essas distribuições om µ = 0 e
c = 1, na �gura 2.8
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Figura 2.8: Algumas distribuições estáveis de Lévy2.5 FratalidadeMuitos fen�menos e estruturas enontradas na natureza neessitam de um forma-lismo matemátio espeial para quanti�á-los. Alguns padrões tais omo o resi-mento e a disposição de galhos e folhas em uma árvore e a formação de nuvens po-dem ser reriados a partir de regras simples de onstrução geométria, que quandoexeutadas são apazes de riar estruturas de alta omplexidade. Algumas dessasestruturas têm propriedades onheidas omo fratais [19, 20℄ e para de�ní-los sãoneessários dois oneitos: (i) dimensão fratal� araterístia marante de uma es-trutura do tipo fratal devido ao fato de frequentemente possuir valores fraionários,o que foge dos oneitos da dimensão topológia assoiada à geometria eulidianae, (ii) auto-similaridade � invariânia por mudança de esala, ela é �siamente a-raterizada pelo fato de poder observar a mesma estrutura independente da esalautilizada.



2 Fratalidade 32Para os objetos geométrios tradiionais existe uma relação simples entre asua dimensão d, o número de �aixas� N (não sobrepostas) neessárias para reobrirtodo o objeto e o omprimento das aixas. Esta é a ideia do método onheido omométodo �Box-Counting� (ontagem de aixas). Existem outras diversas maneiras dedeterminar a dimensão fratal de um objeto, existe também o método de Hausdor�de exelente preisão e amplamente utilizado em análises. Uma ótima referêniapara análise de dimensões fratais são os livros [21, 20℄A auto-similaridade implia que um objeto é omposto de sub-onjuntos (sub-unidades) em vários níveis de esala, os quais assemelham-se ao objeto omo umtodo. Esta ausênia de esala apesar de ilimitada em termos matemátios apre-senta limites nos asos reais, tanto a menor quanto a maior esala em que a auto-similaridade pode ser observada. Como exemplo pode-se pensar em uma ouve-�or,onde a menor esala de observação é de�nida pelo tamanho de sua menor �élula�marosópia e a maior esala é aquela da própria verdura.Uma desoberta importante e surpreendente na última déada foi que muitossistemas físios, biológios e até mesmo eon�mios não possuem esalas araterís-tias, isto é, eles têm propriedades fratais e mostram invariânia por mudança deesala [22, 23, 24℄. Enquanto ertas lasses de distribuições de probabilidade parauma dada variável aleatória X , por exemplo
PX(x) ∼ e−x/x0 , (2.47)possui uma esala araterístia (neste aso, assoiada ao parâmetro x0), outra lassede distribuições expressas por leis de potênia, tais omo
PX(x) ∼

1

x µ
, (2.48)



2 Fratalidade 33mostram invariânia por mudança de esala ontínua (auto-similaridade):
PX(λx) ∼ λ−µPX(x) . (2.49)Algumas funções tais omo:
g(x) = cos(α ln(x)), (2.50)possuem invariânia por mudança de esala disreta

g(λx) = cos(α ln(λx))

= cos(α ln(x) + α ln(λ)); (2.51)apenas quando λ = e2πn/α, om n ∈ N, observamos g(λx) = g(x).Para uma série temporal, podemos de�nir auto-similaridade se a série satis-�zer:
y(t)

d≡ aα y

(

t

a

) (2.52)onde d≡ implia que as propriedades estatístias de ambos os lados da equação sãosimilares ou idêntias. Portanto, uma série temporal será auto-similar se, quandoo eixo das ordenadas for reesalado na forma: y → aα y, e o eixo temporal forreesalado por um fator a (t → t
a
), a série resultante possuir as mesmas pro-priedades estatístias que a original. O expoente α é hamado de parâmetro deauto-similaridade.Para a de�nição da dimensão fratal vamos introduzir um outro parâmetrohamado de expoente de Hürst muito útil para analise de propriedades de sériestemporais.H.E. Hürst (1880 - 1978) foi um hidrólogo inglês que trabalhou no projeto deonstrução de uma represa para o rio Nilo. Seu objetivo era onstruir um reservatório



2 Fratalidade 34ideal, o qual nuna transbordaria ou searia. Na onstrução deste tipo de modelo eraomum assumir que o �uxo de águas da huva seguia uma dinâmia de aminhantealeatório. Para resolver o problema, H.E. Hürst estudou os mais de 800 anos deregistros das heias anuais do rio Nilo e, a partir deles, prop�s um método para aanálise a vasão do reservatório[25℄.H.E. Hürst montou seu modelo onsiderando que para um determinado ano
t, o reservatório reebe uma quantidade Q(t) de água. A média de quantidade deágua que entra no reservatório em τ anos é

〈Q(t) 〉τ =
1

τ

τ
∑

t=1

Q(t). (2.53)Para que o reservatório nuna seque ou transborde a amplitude R(τ) que oreservatório deve possuir será dada por:
R(τ) = max

1≤t≤τ

t
∑

i=1

(Q(i)− 〈Q 〉)− min
1≤t≤τ

t
∑

i=1

(Q(i)− 〈Q 〉) (2.54)Dividindo pelo desvio padrão S(τ):
S(τ) =

[

1

τ

τ
∑

i=1

(Q(i)− 〈Q 〉)2
]

1
2

, (2.55)Hürst enontrou uma razão que segue uma lei de potênia:
(R/S) ∼ τH , (2.56)onde H é hamado de expoente de Hürst. Esse expoente tem valores dentro dointervalo [0 : 1], para os estudos do rio Nilo, Hürst obteve em seus estudos H = 0.7.Essa ténia apresentada aima é hamada de análise R/S, algumas outras téniasforam sugeridas para melhorar a preisão do álulo do expoente.



2 Fratalidade 35O expoente de Hürst está relaionado om a dimensão fratal da série atravésde[20℄:
d = 2−H (2.57)B. B. Mandelbrot e J. Wallis[26℄ pereberam que a análise de Hürst poderiaser usada em séries temporais e que o expoente de Hürst seria apaz de mostrar asorrelações presentes em uma série. Para séries temporais om expoente H = 1

2
, osvalores da série são independentes e não há orrelação. Para H < 1

2
, temos uma sérieanti-persistente, ou seja, tende a fazer o oposto ao que fez no passado, por exemplose um aminhante aleatório 1D om H < 1

2
no passado resolveu dar um passo paradireita, no futuro a probabilidade dele dar um passo para esquerda é maior do quepara direita. Com H > 1

2
a série é persistente, tende a repetir ações passadas.A análise R/S possui uma tendênia de superestimar o expoente de Hürstpara H < 0.72 e subestimá-lo para H > 0.72[26℄. Para uma análise muito maise�iente foi proposto[27℄ uma nova ténia DFA(Detrend Flutuation Analysis), umaanálise de �utuações sem tendênia, que expliaremos abaixo.O primeiro passo para a análise DFA é integrar a série temporal original, x(t)om N pontos, e obter o per�l da série:

y(t) =

t
∑

t′

(xt′ − 〈 x 〉); (2.58)
t = 1, . . . , N . Agora é preiso dividir a nova série, y(t), em Nτ intervalos temporaisnão superpostos de tamanho τ . Por meio de uma regressão do n-ésimo segmento(n =

1, . . . , Nτ ) deve-se obter o melhor ajuste para a tendênia loal da série yn(i), i =
1, . . . , τ . Determina-se o segundo momento para o n-ésimo segmento através de:

F2(n, τ) ≡
1

τ

τ
∑

i=1

|y((n− 1)τ + i)− yn(i)|2. (2.59)



2 Fratalidade 36A �utuação para a série será então:
F2(τ) =

1

Nτ

Nτ
∑

n=1

F2(n, τ). (2.60)O expoente de Hürst é obtido diretamente da relação:
F2(τ) ∼ τ 2H (2.61)Em séries temporais e outros sistemas próximos a uma transição de fase[28℄é omum não onseguir desrever ompletamente o sistema através de um únioexpoente (a dimensão fratal), torna-se então neessário um espetro ontínuo deexpoentes, hamado de espetro de singularidades.Essa generalização de fratalidade é hamada de multifratalidade. Parasistemas multifratais podemos generalizar também o expoente de Hürst, alulandoo q-ésimo momento omo:

Fq(τ) =
1

Nτ

Nτ
∑

n=1

[F2(n, τ)]
q/2 , (2.62)e por onsequênia a lei de esala antes dada pela equação 2.61 é dada agora por:

Fq(τ) ∼ τ qh(q), (2.63)onde h(q) representa o expoente de Hürst generalizado. Essa é a generalizaçãodo método DFA hamada MF-DFA(Multifratal Detrended Flutuation Analysis).Enquanto valores positivos de q fazem om que grandes �utuações se sobressaiam,pequenas �utuações ontribuem para momentos negativos. Uma série monofratalpossui um �únio� expoente de Hürst h(q) = H , já para aquelas multifratais o valorde h(q) possui uma dependênia não onstante om q.



2 Fratalidade 37Em diversos livros texto[21, 20℄ é omum usar o espetro multifratal, f(α),onde α é o índie de singularidade. Considerando que o onjunto o qual esta-mos estudando seja invariante, se dividirmos esse onjunto em pequenas aixas detamanho ǫ e para ada uma delas assoiamos um expoente de singularidade αi. Se
ǫ for in�nitesimal, teremos um número muito elevado de aixas, de tal maneira quea diferença entre os αi deixe de ser disreto, ∆α, e passe para o limite do ontínuo,
dα. O número de aixas om índie de singularidade entre α e α+ dα então é:

ρ(α)ǫf−a(α)dα (2.64)Agora vamos relaionar o espetro de singularidades om a dimensão doespetro[29℄, Dq
1, onde D0 é o onheido omo dimensão do �Box Counting",

Dq =
1

q − 1
[qα(q)− f(α(q))]. (2.65)Multipliando a equação 2.65 por (q− 1) e difereniando om respeito a q e usandoo fato que

f ′(α) = q,podemos de�nir o expoente τ(q):
d

dq
[(1− q)Dq] = α = τ ′(q), (2.66)logo

τ = (q − 1)Dq. (2.67)dessa maneira temos �nalmente que:
f(α) = qα− τ(q). (2.68)1Para uma melhor de�nição da dimensão do espetro e dimensão pontual, veri�ar o apítulo3 da referênia [21℄



2 Fratalidade 38Usando a função de partição podemos relaionar os expoentes h(q) e τ(q)[30℄:
τ(q) = qh(q)− 1. (2.69)Portanto, usando o método MF-DFA, podemos alular todas as propriedades multi-fratais do sistema, e analisar a urva entre o espetro de singularidades e o hamadoexpoente de Hölder, α, ilustrado na �gura 2.9 para um aso qualquer.

Figura 2.9: Exemplo do omportamento de f(α) em relação a α. Retirada de[21℄Quando mais aberta é a urva, mais multifratal é o sistema, ou seja pre-isamos de um espetro mais amplo de expoentes para araterizar o sistema omoum todo.



3
PROPRIEDADES UNIVERSAISDOS MERCADOS REAIS: FATOSESTILIZADOS
3.1 Retornos e VolatilidadePara estudarmos as propriedades inerentes à todos os merados �naneirospreisamos de uma quantidade que seja absoluta e que sirva de parâmetro paraompararmos omportamentos diferentes e semelhantes dos diversos merados queformam a eonomia global.De�nimos, assim, retorno omo sendo:

r∆t(t) = log

(

S(t+∆t)

S(t)

)

, (3.1)onde S(t) é o preço de um dado ativo ou um dado índie no tempo t e ∆t é um atrasoque nos fornee a frequênia dos dados. Enontramos omumente na literatura,39



3 Retornos e Volatilidade 40retorno representado om a letra Z. Na �gura 3.1 podemos observar omo umasérie temporal de retornos se omporta tipiamente.

Figura 3.1: Retornos do índie IBOVESPA om diferentes frequêniasDe posse da série temporal, podemos estudar a distribuição de probabilidadesdesses retornos absolutos, a�m de ompreender omo é dada a dinâmia de merado.A questão sobre qual distribuição de probabilidades melhor se enaixa no per�l dedistribuição de retornos é uma grande dúvida entre os estudiosos.Como falamos no iníio do apítulo, a primeira distribuição de probabili-dades foi de V. Pareto, omo uma lei de potênia, mas não onseguia expliar porompleto o omportamento real da distribuição de riquezas, que requer uma abor-dagem mais robusta para expliar os seus detalhes. Depois, L. Bahelier a�rmouque deveria seguir uma tendênia gaussiana, tipo um movimento browniano om-pletamente desorrelaionado e em seguida vimos que B.B. Mandebrot disse que adistribuição era uma Lévy. Em 1995, R. Mantegna e H.E. Stanley publiaram na



3 Retornos e Volatilidade 41revista Nature[9℄ um trabalho importantíssimo para eonofísia. Nele estudaram osretornos de alta frequênia e notaram a presença das hamadas audas grossas(fattails) mostrando que uma gaussiana não é uma boa distribuição para esse tipo deretorno, podemos pereber isso na �gura 3.2, plotada em semi-log onde a gaussianaé a urva em forma de parábola.

Figura 3.2: Distribuição de retornos de alta freqüênia no índie S&P 500, onde alinha traejada em forma de parábola é a distribuição Gaussiana e a linha sólida éuma distribuição trunada de Lévy.[9℄
Muitas distribuições tem sido otadas para mostrar o melhor ajuste, sãoexemplos,

• Distribuição de Lévy não Gaussiana
• Voos de Lévy trunados
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Figura 3.3: Plot da distribuição de probabilidades para vários atrasos no retorno.Variando ∆t podemos pereber laramente que as distribuições de probabilidadetambém são diferentes [31℄.
• Distribuição t-Student
• Misturas de distribuições Gaussianas
• Distribuição Gaussiana om saltos seguindo a distribuição de Poisson
• Distribuição q-GaussianaE muitas outras que são amplamente estudadas.Um detalhe muito importante já foi observado: dependendo da janela detempo em que o estudo é feito, ou seja, a frequênia dos dados, teremos distribuiçõesdiferentes. Para baixas frequênias uma Gaussiana pode ser um ótimo ajuste. Paraaltas, om as audas grossas, teremos distribuições tipo Lévy, ou lei de potêniaomo frisado anteriormente. Podemos observar essa transição de regime através da�guras 3.3 e 3.4
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Figura 3.4: Comparativo entre os dois regimes, de alta(a) e baixa(b) frequênia.Figura retirada do artigo [31℄
Para araterizar melhor a forma funional da distribuição de probabilidadesusualmente investiga-se a �auda"da distribuição. Tendo em vista que om ∆t �-ando ada vez maior teremos uma quantidade menor de dados para analisar, méto-dos de investigação das audas são ine�ientes e difíeis. H.E. Stanley e R. Mantegnaataaram o problema de outra maneira[9℄ utilizando o oneito de �probabilidade deretorno para a origem", onde P (r = 0), e P (r) é uma função de ∆t. Experimen-talmente para determinar P (0), esolhemos um valor pequeno c, de tal maneira que

P (0) ≈ P (−c ≤ r ≤ c). Se a região entral da distribuição for bem desrita poruma distribuição estável de Levy na forma:
P (r) = Lα(r,∆t) =

1

π

∫ ∞

0

exp(−γ∆tqα) cos(qr)dq, (3.2)



3 Retornos e Volatilidade 44a probabilidade de retorno para a origem será:
P (0) =

1

π

∫ ∞

0

exp(−γ∆tqα)dq (3.3)seja,
u = γ∆tqα ⇒ q =

(

u

γ∆t

)1/αlogo,
du = αγ∆tqα−1dq

= αγ∆t

(

u

γ∆t

)
1
α
(α−1)

dq

= αu−(1/α−1)(γ∆t)1/αdq

dq =
1

α(γ∆t)1/α
u(1/α−1)du (3.4)substituindo 3.4 em 3.3 teremos:

P (0) =
1

πα(γ∆t)1/α

∫ ∞

0

e−uu(1/α−1)du, (3.5)pela de�nição da função Γ(z),
Γ(z) =

∫ ∞

0

e−tt(z−1)dt,�nalmente a probabilidade de retorno a origem será:
P (0) =

Γ(1/α)

πα(γ∆t)1/α
. (3.6)Podemos tomar o logaritmo da equação 3.6 e assim teremos uma relaçãolinear entre o logaritmo da probabilidade de retorno para a origem e o logaritmo de

∆t, omo mostra a equação 3.7
logP (0) = log

(

Γ(1/α)

παγ1/α

)

− 1

α
log∆t. (3.7)



3 Retornos e Volatilidade 45De posse dessa relação linear entre o logaritmo de P (0) e o logaritmo de ∆t vemoslaramente que o oe�iente angular da reta é 1
α
, e determinando o valor de αpodemos determinar failmente o valor de γ om:

γ =

(

Γ(1/α)

ebπα

)α

,onde b é o oe�iente linear da urva.Nas �guras 3.5 e 3.6 pode-se notar o proedimento sendo utilizado para doisdiferentes merados, S&P500[9℄ e Ibovespa[32℄. Nesses dois trabalhos os valores para
α foram de 1.44 e 1.66.

Figura 3.5: Fit linear para P(0) e ∆t no índie S&P500[9℄.Na referênia [33℄ os autores a�rmam que a onvergênia da distribuição desérie �naneira para um v�o trunado de Levy, disutida iniialmente em [34℄, podeser expliada por meio de autoorrelações não lineares presentes nas séries. De possedisso eles foram apazes de determinar os valores para α de muitos merados. Natabela 3.1 podemos notar os diferentes valores que o parâmetro α pode assumir.Um detalhe muito importante que deve ser frisado é que podemos notar que para
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Figura 3.6: Fit linear para P(0) e ∆t no índie Bovespa[32℄.merados mais líquidos, ou seja, de merados de forte eonomia, temos valores de αpequenos e próximos de 1.5, fato que não oorre om merados uja eonomia sejafraa ou muito ontrolada pelo estado, aso da Venezuela e da China.



3 Retornos e Volatilidade 47Tabela 3.1: Tabela Com diferentes valores para α[32℄País αAustrália 1.41487Bélgia 1.56042Brasil 1.89059Inglaterra 1.76454Canadá 2.04822China 4.19286Finlândia 1.75114França 1.48668Alemanha 1.54737Irlanda 1.61516Itália 1.27801Japão 1.43542Malásia 2.78363Méxio 1.60305Holanda 1.55999Nova Zelândia 1.87623Áfria do Sul 3.46313Coreia do Sul 1.93298Suéia 1.53611Suíça 1.68564Tailândia 2.03006Venezuela 4.13507



3 Retornos e Volatilidade 48Vamos agora de�nir outra importante quantidade no estudo de eonofísia,a volatilidade. Usamos volatilidade para saber o quão líquido o merado está, ouseja, o quão volátil, o quão �uido ele está. Podemos enontrar na literatura dife-rentes formas de se de�nir volatilidade, aqui estaremos interessados em formalizarvolatilidade omo sendo o valor absoluto do retorno.
v∆t = |r∆t(t)| . (3.8)O típio omportamento de uma série temporal de volatilidade pode ser visto na�guras 3.7 e 3.8. Podemos notar alguns pios que surgem, devido a grandes movi-mentações e também alguns aglomerados, ou lusters podem ser visto se for feitoum zoom. Essa propriedade de lusters na volatilidade é algo típio de meradosreais e um dos fatos estilizados.

Figura 3.7: Volatilidade do índie S&P500 retida de[15℄.
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Figura 3.8: Volatilidade do índie IBOVESPA[35℄.3.2 CorrelaçõesTrataremos agora das orrelações que surgem nas séries temporais de retorno evolatilidade. Como de�nimos anteriormente na seção 2.3, a função de orrelação dePearson determina o quanto duas variáveis aleatórias são linearmente dependentesentre si.Através da observação, um dos fatos estilizados é que a autoorrelação dasérie de retornos(ou seja, a orrelação entre um retorno no tempo t e um retornono tempo t + δt) deai exponenialmente para zero a medida que δt rese, mas aautoorrelação do valor absoluto do retorno, o que de�nimos omo volatilidade, temum longo �alane", ujo valor deai om a �distânia temporal"entre as variáveisque estamos analisando segundo uma lei de potênia. Podemos observar esses doisomportamentos nas �guras 3.9 e 3.10.



3 Correlações 50Outro padrão muito interessante surge quando alulamos a orrelação entrea série dos retornos e a série da volatilidade[36, 37℄. A orrelação volatilidade-retornoé entre a volatilidade futura e o retorno passado e a mesma é de urto alane, omum omportamento exponenial seguindo:
Corv,r(τ) = −A exp

(

− τ

T

)

, (3.9)onde A e T são parâmetros a serem ajustados de aordo om a série apresentada.Esse omportamento é hamado na literatura de efeito de leverage onsequêniade uma leve assimetria na distribuição de retornos, tendo omo araterístia umaskewness negativa.

Figura 3.9: Padrão de autoorrelação na série de retornos[15℄.
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Figura 3.10: Padrão de autoorrelação na série de volatilidade[15℄.

Figura 3.11: Padrão de orrelação ruzada entre a série de volatilidade e deretorno.[36℄.3.3 Multifratalidade das Séries de RetornoOutro fato estilizado de merado foi observado por H.E. Stanley e R. Mantegna[9, 15℄estudando a turbulênia presente em séries temporais de merados �naneiros. Eles



3 Multifratalidade das Séries de Retorno 52observaram o que merado �naneiro exibe uma relação entre o hamado expoentede Hurst generalizado e a ordem do momento estatístio analisado de tal formaque o expoente depende do momento. O expoente de Hurst está ligado om adimensão fratal de um sistema estoástio e a sua não linearidade implia emuma propriedade hamada Multifratalidade, onde temos um espetro ontínuo deexpoentes de esala, omo de�nido no apítulo anterior.Outra propriedade também vista pelos autores foi a auto-similaridade dasséries, ou ausênia de uma esala araterístia das séries. Essa propriedade deesala pode ser observada pelo olapso dos dados para diferentes janelas de retornoquando re-esalonamos a probabilidade e o retorno, usando o parâmetro α de Levymostrado na seção 3.1, segundo a regra:
rs =

r

(∆t)1/α
(3.10)

Ps(rs) =
P (r)

(∆t)−1/α
. (3.11)Na �gura 3.12 podemos notar o resultado da auto-similaridade presente em mera-dos.
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Figura 3.12: Colapso dos dados de diferentes frequênias de retornos para o meradoS&P500[9℄.Uma ferramenta muito útil também na análise da fratalidade do sistema éo método MF-DFA para alular o expoente de Hurst, e om ele podemos alularo espetro de singularidades, ou espetro multifratal, f(α), onde α é o expoente deHölder. Na �gura 3.13 podemos ver o omportamento araterístio de um merado�naneiro, representado pela série de retorno, e o �grau"de multifratalidade queele apresenta, pela não linearidade do expoente de Hurst e pela urva araterístiaentre o espetro de multifratal e o expoente de Hölder.
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Figura 3.13: (a)Dependênia do expoente de Hurst om o q-ésimo momento. (b)Espetro multifratal em função do expoente de Hölder.[38℄



4
RESULTADOS E DISCUSSÕES
Em 2005, a revista Eonomist lançou a seguinte pergunta: �Agentes Algorítmiossão bons ou ruins para a eonomia?". A pergunta surge dentro de um âmbitoonturbado da soiedade, onde vemos ada dia mais máquinas e rob�s trabalhandoem prol da soiedade. Muitos areditam que para o merado ontinuar resendo éneessário a introdução de novas tenologias, para os mais onservadores e para osapoalíptios os agentes algorítmios vem para riar aos.Nosso objetivo, então, é veri�ar se um sistema omposto por agentes, pormais simples que seja, se omporta omo um merado real, apresentando ara-terístias, onheidas omo fatos estilizados, ou se o sistema entrará em olapsoe mostrará que uma formação de agentes algoritmos não é estável para manter omerado da maneira que ele se apresenta hoje.A abordagem de agentes arti�iais para desrever a dinâmia de meradoou reproduzir os fatos estilizados vem resendo no meio aadêmio [39-48℄ omvárias maneiras e disussões diferentes para tentar expliar a razão pela qual aspropriedades emergem nesses sistemas. 55



4 Modelo Proposto 56Os modelos propostos até o presente momento possuem muitos detalhes eparâmetros, omo por exemplo interações sobre os agentes, onservação da arteira,ou seja os agentes tem um valor �nito de reursos, e muitas outros detalhes. Nestetrabalho, nos propomos a apresentar um modelo que seja o mais simples possívele veri�ar quais propriedades de merado ele onsegue reproduzir apesar de suasimpliidade.4.1 Modelo PropostoO modelo que riamos é bem simples, ele é omposto por N agentes que seguemregras básias do tipo �se-então". Os agentes não interagem entre si para tomaruma deisão e a únia informação ompartilhada pelos agentes é o preço de umdado ativo �naneiro que é o nosso objeto de estudo.O algoritmo do modelo é o seguinte:1. Esolhemos uma quantidade N de agentes.2. Introduzimos um valor iniial para a o preço do ativo �naneiro.3. A ada um dos agentes é atribuído um valor f , tal que fmin ≤ f ≤ fmax.Esse fator representa a in�uênia de ada agente na série, quanto maior ovalor de f maior a in�uênia da deisão desse agente. Como ada agente temo seu próprio f assoiado, esse parâmetro introduz uma heterogeneidade aosagentes.4. Os agentes são divididos em dois grupos, onde η% são do tipo 1 e (1 − η)%são do segundo grupo.



4 Modelo Proposto 575. Cada agente determina um preço base, que representa o valor que ele julgaomo justo a ser pago pelo ativo em questão. O preço base é esolhido ale-atoriamente dentro do intervalo Pbmin ≤ Pb ≤ Pbmax, om probabilidadeuniforme.6. Os agentes do tipo 1 seguem a seguinte regra: Se o Pb for maior que a médiaalulada ele ompra, aso ontrário, ele vende. Os agentes restantes fazem ooposto: Se o Pb for maior que a média alulada ele vende, aso ontrário, eleompra.7. A deisão do i-ésimo agente gera uma ontribuição para a série �nal de talforma que
• Caso ele ompre, sua ontribuição será: σi = 1

• Caso ele venda, temos que: σi = −18. após as deisões o preço �nal é alulado somando ada ontribuição
P (t+ 1) =

n
∑

i=1

σifiP (t) (4.1)As únias restrições que o modelo apresentou foram que, o valor de fmaxdeveria ser sempre menor que 10−1 para evitar divergênias e que η deveria estarpróximo de 50, valores muito afastados ou onduziam a um valor nulo do preço oua divergênia no mesmo.É importante notar também que não há uma arteira assoiada para adaagente, ou mesmo um número �xo de ativos. Podemos imaginar que estamos es-tudando um onjunto de N agentes que estão em um �banho térmio"e que ações



4 Resultados 58podem surgir de fora do sistema. Dessa maneira podemos ter uma on�guração porexemplo onde todos os agentes ompram ações ou o ontrário, todos vendem.4.2 ResultadosNós �zemos várias simulações om diversos valores dos nossos diferentes parâmetrospara poder determinar om maior preisão os pontos relevantes do sistema. Iniial-mente estudamos omo o número de agentes dentro do sistema iria afetar o preçodo ativo, om alguns parâmetros �xados.Tomando o preço base dentro do intervalo arbitrário 500 ≤ Pb ≤ 20001 edistribuído de forma uniformemente aleatória e om o fator de impato de adaagente entre 10−3 e 10−2.Cada deisão que os agentes tomam é baseada em uma média temporal ex-ponenialmente ponderada, isso por que no merado o preço de um dia anterior temmuito mais relevânia do que o preço de dois dias e assim suessivamente. A médiaexponenialmente ponderada(EWMA) é dada pela seguinte equação de reorrênia:MÉDIA(t) = MÉDIA(t-1)+ α(P (t)−MÉDIA(t-1)) (4.2)em que:
α =

2

T − 1
, (4.3)

P (t) é o preço no tempo t e T é o período da média. Utilizamos o parâmetro Tomo sendo 20, para representar um mês útil.1no aso qualquer intervalo do tipo 1 para 4 reproduz os mesmos resultados que aqui sãoapresentados, a esolha 500 e 2000 é apenas para simbolizar melhor o preço de merado.



4 Resultados 59Implementamos o programa para 5 quantidades diferentes de agentes, 50,100, 250, 600 e 1000, para 5000 dias de transições virtuais. Esse resultados foramaeitos para publiação no periódio internaional Europhysis Letters[49℄.
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Figura 4.1: Simulação om 50 Agentes.
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Figura 4.2: Simulação om 100 Agentes.
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Figura 4.3: Simulação om 250 Agentes.
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Figura 4.4: Simulação om 600 Agentes.
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Figura 4.5: Simulação om 1000 Agentes.



4 Resultados 62Podemos pereber que alguns pios de volatilidade surgem e os retornosaparentam estar mais entrados em zero. Para uma análise mais detalhada nósalulamos a distribuição de probabilidades para ada número de agentes:
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Figura 4.6: Distribuição de Retornos.



4 Resultados 63Claramente podemos pereber que as distribuições vão se tornando maisa�nadas, divergindo aparentemente do omportamento tipiamente gaussiano. Parauma melhor on�rmação nós alulamos a kurtosis de ada distribuição, lembrandoque a kurtosis da gaussiana é 3 e que distribuições do tipo Lévy tendem a ter umakurtosis mais alta, ou seja, são lepkurtias.A �gura 4.7 mostra laramente a dependênia da kurtosis om o número deagentes, e omo a mesma rese om esse aumento.
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Figura 4.7: A kurtosis alulada para as distribuições de retornos.



4 Resultados 64Para determinar então qual a distribuição que melhor se adeque, empregamoso método para alular o expoente α de Levy mostrado em [9, 32℄ nesta dissertaçãona seção 3.1, através do oe�iente linear da reta entre a probabilidade de retornoa origem e o atraso do retorno.As urvas podem ser observadas logo abaixo om seus respetivos parâmetrosde ajuste.
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Figura 4.10: Relação entre P(0) e ∆t para 250 Agentes.
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4 Resultados 67

0 1 2 3 4 5
log ∆t

-0,5

0

0,5

1

1,5

2

lo
g 

P
(0

)

y=1.86034-0.653761*x

α = 1,5296

Figura 4.12: Relação entre P(0) e ∆t para 1000 Agentes.
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Figura 4.13: α de Levy alulado para diferentes números de agentes.Podemos aqui a�rmar que os fatos estilizados de merado �am ada vezmais aparentes a medida que o número de agentes rese. Comparando om o quefoi mostrado pela tabela 3.1, quanto mais agentes são adiionados mais pareido



4 Resultados 68om um merado real e om merados grandes, omo Alemanha(α = 1.54737),Holanda(α = 1.55999), Japão(α = 1.43542).Outro fato estilizado muito importante é transição de regime de uma dis-tribuição gaussiana, quando a frequênia dos dados é baixa, e uma distribuição deLevy trunada, quando temos altas frequênias. Para veri�ar a laridade dessatransição no nosso modelo as �guras 4.14 e 4.15 mostram as distribuições para doisvalores diferentes de agentes e om dois atrasos de retornos, ∆t = 1 e ∆t = 60.
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Figura 4.14: Transição de regime devido a mudança no atraso para 250 Agentes.O Inset mostra o padrão de auto-similaridade da série temporal, om o olapso dosdados devido a re-esala.
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Figura 4.15: Transição de regime devido a mudança no atraso para 600 Agentes.O Inset mostra o padrão de auto-similaridade da série temporal, om o olapso dosdados om o devido a re-esala.Novamente om o inremento de novos agentes no sistema podemos pereberque outro fato estilizado de merado se onretiza, a transição de regime devidoo atraso no retorno é muito mais lara para um número maior de agentes. Outrofato já observado nessa análise é o padrão de auto-similaridade que merados reaistambém possuem. O padrão de auto-similaridade está intimamente ligado om aspropriedades fratais do sistema.Para ter aesso a mais propriedades fratais do nosso modelo, nós estudamostambém o omportamento do expoente de Hürst e o expoente de Hölder, para veri-�ar se o sistema apresenta o padrão de multifratalidade, onde temos um espetroontínuo de expoentes de singularidade(vide seção 2.5).
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4 Resultados 71�gura 4.16 podemos pereber que a relação entre o expoente de Hürst e o momentoestatístio se torna mais omplexo a medida que N rese. Uma outra maneira depereber esse fato é que o espetro multifratal apresenta um grá�o mais largo, omo aumento do número de agentes, o que arateriza um sistema �mais"multifratal.Para ter uma visão ompleta dos fatos estilizados que apresentamos aindafalta apresentar as orrelações que existem nas séries de retorno e de volatilidade.Como sabemos dos fatos estilizados disutidos anteriormente as séries de retornosão pratiamente desorrelaionadas e as séries de volatilidade tem orrelações quedeaem omo lei de potênia. As �guras 4.18 e 4.19 mostram os dados apresentadospelo nosso modelo.
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Figura 4.18: Autoorrelação das séries de retorno para diferentes números deagentes.
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Figura 4.19: Autoorrelação das séries de volatilidade para diferentes números deagentesAera das orrelações presentes nas nossas séries, podemos pereber queo modelo reproduz o merado real para qualquer número de agentes que estejaminseridos no sistema.Então podemos onluir que quando N tende a um número muito grande,temos a reprodução ompleta de toda a omplexidade existente em um meradoreal. Um ponto que pode ser levantado agora é a respeito de alguns dos parâmetrosque foram �xados, tais omo o intervalo em que o preço base se enontra.Para veri�ar a dependênia do modelo om o tamanho do intervalo do preçobase nós simulamos vários limites diferentes do que foi feito anteriormente, om olimite do tipo 1:4. Testamos também 1:2, 1:6, 1:10, 1:50 e 1:100. As distribuições deretornos para os diferentes números de agentes pratiamente não sofreram mudançasomo podemos observar nas �guras 4.20-4.24.
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Figura 4.20: Plot de diversos intervalos para o preço base para 50 Agentes.
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Figura 4.21: Plot de diversos intervalos para o preço base para 100 Agentes.Na �gura 4.25 mostramos omo o desvio padrão de ada distribuição variaonforme o intervalo em que o preço base, ou preço justo de ada agente. A vari-ação é muito pequena para qualquer número de agentes, e quase nula para pouos
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Figura 4.22: Plot de diversos intervalos para o preço base para 250 Agentes.

-0,4 -0,2 0 0,2 0,4
r

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

P
/P

M
A

X

1-2
1-4
1-6
1-10
1-50
1-100
1-1000

Figura 4.23: Plot de diversos intervalos para o preço base para 600 Agentes.agentes. Dessa maneira pode-se a�rmar que aparentemente o sistema não dependedo tamanho do intervalo em que o preço base está ontido.Outro parâmetro relevante do modelo é o fator de impato, omo o fator de
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Figura 4.24: Plot de diversos intervalos para o preço base para 1000 Agentes.
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Figura 4.25: Desvio padrão das distribuições em função do tamanho do intervalo dopreço base.impato de ada agente in�uênia o resultado apresentado, é um questionamentoplausível. O fator de impato introduzido no modelo é quem introduz a hetero-



4 Resultados 76geneidade dos agentes, ada agente reebe um fator de impato que simboliza osseus reursos �naneiros.Para ompreender a in�uênia do intervalo em que f se enontra, nas pro-priedades do emergentes do modelo, montamos uma pequena tabela om algunsvalores para o número de agentes, os intervalos e o valor da kurtosis para ada sériede retorno gerada om alta frequênia, ∆t = 1. Nosso interesse na kurtosis é teruma noção de quando estamos tratando de uma distribuição próxima da gaussiana equando estamos om uma distribuição lepkurtia, araterístia de séries de retornosde alta frequênia.Tabela 4.1: Valores para a kurtosis dependendo do número de agentes e do fator deimpato I\N 600 1000 2500[10−3, 10−2℄ 7.39 8.52 17.07[10−4, 10−2℄ 4.21 6.07 9.78[10−5, 10−2℄ 5.54 5.39 7.58[10−4, 10−3℄ 3.09 3.30 5.56[10−5, 10−4℄ 3.12 3.21 3.61
Através dos valores da kurtosis podemos pereber que quando temos valo-res muito pequenos para o fator de impato a ontribuição dos agentes se tornamuito inferior, dessa maneira, grandes eventos se tornam ada vez mais raros e asdistribuições se tornam mais gaussianas. A onsequênia disso é que preisaremos



4 Resultados 77de mais agentes para observar os fatos que foram mostrados anteriormente. Logo,o preço base serve de ajuste para determinarmos a quantidade mínima de agentespara observarmos os fatos estilizados om mais laridade, dessa forma quando tiver-mos um número muito grande de agentes o valor do preço base se torna irrelevante,porque mesmo sendo pequeno o preço base, teremos muitos agentes que aabamgerando os padrões que estudamos.



5
CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS
Neste trabalho nós apresentamos algumas ferramentas matemátias para o estudo deséries temporais presentes em muitos dos sistemas omplexos existentes na natureza.Um desses sistemas foi o foo dos nossos estudos, uma vertente da físia estatístiaque se hama Eonofísia. No apítulo 3 nós apresentamos algumas das propriedadesmais importantes que esse sistema possui, os hamados fatos estilizados de merado.Muitos modelos na literatura vêm tentando ompreender omo essas pro-priedades, os fatos estilizados, emergem da dinâmia do sistema eon�mio. Algunsdesses modelos são preoupados em entender as interações existentes no nível maisfundamental do sistema, os agentes que ompõem o mesmo.No apítulo 4 nós apresentamos um modelo de agentes heterogêneos, nãointeragentes que até então é o modelo mais simples que podíamos oneber, e muitomais simples que outros modelos existentes na literatura. Mesmo tendo um modeloextremamente simples, fomos apazes de reproduzir vários dos fatos estilizados omexelente preisão a medida que o número de agentes dentro do sistema resia.O sistema também apresentou uma invariânia em relação ao preço justo,78



79ou preço base, que os agentes julgavam ser o preço que deveria ser pago por umdado ativo �naneiro. Outro parâmetro que é relevante ao modelo, onsiste no fatorde impato, um número assoiado a ada agente individualmente, que garante aheterogeneidade do modelo. Vimos que o valor do fator apenas modi�a o númerode agentes neessários para que os fatos estilizados sejam observados. Caso tenhamosum número de agentes muito grande, o valor do fator não apresenta uma limitação.Por �m podemos onluir que, por mais simples que o modelo possa ser,quando o número de agentes se torna grande o modelo se torna próximo a ummerado real, muitas das suas araterístias e propriedades, independente de outrosparâmetros.Alguns detalhes podem ser adiionados ao modelo para que ele se torne umpouo mais onsistente e possa apresentar algumas outras propriedades interessantesde merado, omo bolhas e rashs. Uma rítia pertinente ao modelo é o fato deque a ada passo da simulação os agentes esolhem aleatoriamente o preço justo aser pago seguindo uma distribuição uniforme. Isso não representa uma deisão real,o que mais se aproximaria do real é que ada agente deidisse no primeiro passo umpreço justo médio, e nos outros passos ele tivesse algumas variações seguindo umadistribuição bem de�nida, Gauss, Levy, et.Outro ponto relevante diz respeito ao fator de impato que também é uni-formemente distribuído. Uma distribuição interessante para testar esse fen�meno ,além da uniforme, seria a distribuição de Pareto para as riquezas. Aera do poderaquisitivo dos agentes, seria relevante também testar a onservação dos reursos, aoinvés de ter um sistema dentro de um �banho"de ações.
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