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Resumo

Um problema muito importante e em aberto é a origem fisica de correlagoes de longo
alcance, multifractalidade e distribuicoes de caudas grossas observados em séries
temporais heterocedésticas associadas com sistemas complexos. Os fatos estilizados
financeiros nos fornecem um exemplo util usualmente nao explicado por modelos
economicos tradicionais. Nos investigamos o comportamento de um modelo baseado
em agentes, que consiste em N agentes heterogéneos que nao interagem entre si e
que seguem regras simples. No6s mostramos que distribuicoes de caudas grossas,
correlacoes de longo alcance, heterocedasticidade e multifractalidade surgem com
N se tornando muito grande. Nossas descobertas sugerem que tais fatos estilizados
podem em principio surgir como propriedades emergentes.

Palavras-Chave: Sistemas Complexos, Econofisica, Multifractalidade, Pro-

priedades Emergentes, Correlacoes de longo-alcance.
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Abstract

An important open problem concerns the physical origin of long-range correlations,
multifractality and fat tailed distributions observed in heteroscedastic time series as-
sociated with complex systems. Financial stylized facts provides one useful example
usually not explained by traditional economic models. We investigate the behavior
of an agent based model consisting of N agents which are heterogeneous and do
not interact with each other and follow simple rules. We show that fat tailed dis-
tributions, long-range correlations, heteroscedasticity and multifractality arise as N
becomes large. Our findings suggest that such stylized facts can in principle arise
as emergent properties.

Keywords: Complex Systems, Econophysics, Multifractality, Emergence,

Long-range correlations
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INTRODUCAO

1.1 Propriedades Emergentes de Sistemas Complexos

Sistemas com muitos individuos, com muitas correlacoes, interconectados e com
uma ou mais propriedades coletivas(tais como comportamento) nao 6bvias a partir
das propriedades de um individuo tnico, sao chamados de sistemas complexos. Sis-
temas complexos sao estudados em varios ambitos. Em Ciéncias bioldgicas, sociais,
em matematica e também no contexto de fisica utilizando a Mecanica Estatistica.
Exemplos de sistemas complexos podem ser: colonias de formigas, o clima, o sistema
nervoso dos animais, virus e células, telecomunicacoes e o sistema economico. Todos
esses sistemas podem ser modelados via teorias de sistemas complexos|1].

Esses sistemas dinamicos sao ricos em propriedades interessantes, muitas de-
las sao chamadas de propriedades emergentes, ou seja, padroes que surgem, emergem,
da dinamica de interagao dos componentes do sistema. Propriedades emergentes sao
estudadas desde o tempo de Aristoteles quando este diz que:“O todo é mais do que

a soma de suas partes’[2], o termo emergente foi designado por G. H. Lewes, que
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escreveu: “Every resultant is either a sum or a difference of the co-operant forces;
their sum, when their directions are the same — their difference, when their direc-
tions are contrary. Further, every resultant is clearly traceable in its components,
because these are homogeneous and commensurable. It is otherwise with emergents,
when, instead of adding measurable motion to measurable motion, or things of one
kind to other individuals of their kind, there is a co-operation of things of unlike
kinds. The emergent is unlike its components insofar as these are incommensurable,
and it cannot be reduced to their sum or their difference.”[3|

J. Goldstein da School of Business na Adelphi University nos fornece a
definicao atual de propriedades emergentes. Para J. Goldstein, emergéncia pode
ser definida como: “o surgimento de novas e coerentes estruturas , padroes e pro-
priedades durante o processo de auto-organizagdo em sistemas complexos"|[4] .

Uma propriedade tipica de sistemas emergentes é a lei de escala, ou seja,
uma auséncia de escala bem definida, possuindo assim uma simetria de invariancia
de escala, fen6menos muito bem conhecidos em estruturas ditas fractais. Outro
fendomeno também apresentado é que os sinais oriundos das analises desses sistemas
nao possuem uma variancia constante, ou seja, o segundo momento, que sera melhor
definido no capitulo 2, varia com o tempo. Essa peculiaridade acerca da variancia é
chamada de heterocedasticidade.

Usando ferramentas de Mecanica Estatistica, que serao melhor abordadas no
capitulo 2, pretendemos identificar diversas propriedades que surgem em sistemas
economicos tais como: multifractalidade, caudas grossas, correlacoes de longo al-
cance e heterocedasticidade, gerando séries temporais nao estacionarias por meio de

um modelo de agentes com regras simples, com o objetivo de compreender melhor
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os mecanismos de auto-organizacao do sistema.

1.2 A Econofisica

A utilizacao de conceitos e quantidades de natureza fisica para explicar
fendmenos economicos é conhecida hoje em dia como Econofisica, uma area crescente
em todo o mundo com grandes contribuicoes para o conhecimento. Abordaremos
de forma mais enfatica a historia e os fundamentos da Econofisica.

Em 1844, J. S. Mill apresentou o que foi conhecido como Lei de Walras [5],
em nome do economista francés .. Walras. Essa lei ¢ um principio em teoria geral do
equilibrio, que é um ramo teérico da economia que visa explicar o comportamento
dos mercados buscando determinar o equilibrio entre os mercados. A afirmativa
¢ que se todos os mercados, menos um, estivessem em equilibrio, logo este tnico
também estaria em equilibrio. Algo que lembra de certa forma a Lei Zero da Ter-
modinamica, que diz: se um corpo A estd em equilibrio térmico com um corpo B
e este em equilibrio térmico com C, logo A estd também estd em equilibrio com C.
Essa foi portanto uma das primeiras analogias economicas para sistemas fisicos. A
teoria tem suas limitagoes e muitos economistas ainda buscam entender qual é o
limiar até onde a lei é valida.

Também como exemplo de um dos pais do estudo das leis de mercado, temos
V. Pareto, um economista italiano que observou que a distribuicao de riquezas de-

veria seguir uma lei de poténcia de tal maneira que probabilidade de um individuo
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ter uma renda X maior que um valor z dado por[6]:

Zm)¥ for v > x,,
Pyx(z) = ) (1.1)

1 for x < xp,.

em que x,, ¢ o menor valor que X pode assumir e v é o indice de Pareto.
Pareto também usou essa distribuicao para estudar receitas, ou retornos. A dis-
tribuicao de Pareto é amplamente encontrada em outros sistemas que nao estes que
ele estudou.

A anélise de precos de ativos financeiros de maneira formal em matematica,
consiste em buscar por uma lei que mostre o comportamento de uma variavel e dessa
maneira também o poder de previsao do comportamento futuro. O primeiro tra-
balho formal foi descrito por L. Bachelier em 1900 em sua tese de doutoramento|7].
Nesse trabalho, L. Bachelier definiu que os precos dos ativos eram distribuidos ale-
atoriamente e independentes uns dos outros e, além disso, deveriam seguir uma
distribuicao normal ou Gaussiana, tipica do movimento Browniano, descrito mais
tarde por Einstein.

Em meados de 1960, B. B. Mandelbrot, estudando os precos das acoes de
algodao na bolsa dos EUA, verificou que os precos nao se distribuiam como uma
Gaussiana, eles possufam as chamadas caudas-grossas, algo tipico das distribuicoes
estaveis de Lévy|[8], nomeadas em homenagem a P. Lévy, que foi orientador de B.
B. Mandelbrot.

A partir desse ponto, muitos fisicos teéricos que trabalham com Fisica Es-
tatistica se interessaram pelo estudo dos fenomenos estocasticos que apareciam em
mercados financeiros, feno6menos estes que eram tipicos de sistemas com muitas cor-

relacoes e complexidade. Com o grande crescimento do nimero de artigos publicados
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nessa area um nome especifico para essa linha de pesquisa seria um caminho natu-
ral a seguir. O nome surgiu em uma conferéncia de fisica estatistica em Calcuté,
alcunhada por H. E. Stanley em 1995, mesmo ano em que ele e R. Mantegna publi-
caram um dos artigos mais importantes para a areal9|, onde eles descrevem que os
mercados financeiros podem ser descritos por uma distribuicao truncada de Lévy e
possuem a propriedade de auto-similaridade.

Com a criacao e desenvolvimento dessa nova area da Fisica, uma gama de
possibilidades surgiram para os fisicos. Muitos bancos e empresas financeiras procu-
ram agora doutores em Fisica, com especialidade em econofisica, para desempenhar
papéis importantes em seus negocios.

Um fato muito importante para os defensores da Econofisica aconteceu em
1973. F. Black e M. Scholes[10] publicaram um modelo que tratava do “prego justo"a
ser pago por uma opgao. Tal modelo, que foi melhor explicado por R. C. Merton[11],
o qual foi nomeado modelo Black-Scholes, argumentava que o preco justo a ser
pago era regido por um movimento browniano geométrico. O modelo trata de uma
solucao analitica para o prego justo a se pagar por um contrato de opcao europeia.

Inicialmente vamos considerar as seguintes hipoteses:
e O comportamento dos precos segue um processo de Itd descrito pela equagao:
dS =~Sdt + oSdZ (1.2)
e Nao existe arbitragem
e As negociagoes no mercado sao continuas

e O custo das transacoes e os impostos envolvidos nas mesmas sao desconside-

rados
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O valor de uma opcao de compra, €2, depende de varias variaveis, tais como,
o preco de referéncia do ativo no tempo ¢, S; o preco de exercicio da opcao ou strike,
K; a data do vencimento T'; a taxa de juros, r; Z é uma variavel aleatoria com desvio
padrao o e v é um drift, uma tendéncia que o mercado sofre.. Considerando que
as variaveis K, T, r,v e o sao constantes e podem ser determinadas pelo investidor,
teremos a simplificacao de que

Q= Q(S, 1)

De posse disso podemos utilizar o lema de Itd6 para fazer a expansao e deter-

minar uma equacao diferencial para ser resolvida. Assim teremos:

o0 . 0. 10 ., 15%Q
dQ = 5 odS + Sodi+ 5o dS® + oot (1.3)

Subistituindo a equacao 1.2 na equacao anterior nos fornece uma equacao para d2:

o0 1 9*Q 00 o0
oS 2 0s? ot oS

dQ:(¢F—+—H§——+~— dt + 0S—dZ (1.4)

De posse dessa equacao e juntamente com a dinamica di preco de um ativo seremos
capazes de chegar a uma expressao analitica para o preco justo a ser pago por uma
opcao.

Vamos agora definir uma carteira de investimentos contendo uma opcao de

compra €2 e uma posicao vendida em A acoes, teremos assim que:
m=0-AS (1.5)

onde o sinal negativo indica que o investidor estd devendo uma quantidade A de
acoes. Nao ha capital inicial e todo lucro é reinvestido na carteira, por exemplo,

compensando o débito inicial.
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Da equacao acima podemos determinar uma equacao em um tempo t + dt

como sendo:

dIl = d) — AdS (1.6)

Substituindo tanto a equacao 1.4 e 1.2, teremos:

09 1252829 09

65 852 " ot

dIT =
(75 as

75A) dt+ oS (8—9 - A) az (1.7)

Para que tenhamos uma carteira sem risco é preciso eliminar a aleatoriedade,

para tal o coeficiente de dZ deve ser zero, logo:

o9
A= 2 (1.8)

E com isso a equacao 1.7 perde trés termos e fica:

0N 1 2 5, 070
dIl = (at 5’553 )dt (1.9)

Esse procedimento onde consideramos que a carteira seja livre de risco é clamado

delta de hedge e com uma carteira livre de risco teremos o modelo representado pela

equacao:
dS = ySdt (1.10)
) 10g07
00 1, ,0%Q

Substituindo as equacoes 1.5 e 1.8 na equagao acima teremos que:

8(2 1, ,0%Q o0
- " - 0O = 1.12
6t a S 552 —|—7’SaS r 0 ( )

Essa é a famosa Equacao de Black-Scholes, cuja solucao é nao-trivial, mas

utilizaremos de alguns artificios para resolve-la.
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Vamos definir que:

Q(S,t) = e T Dy (2, 1) (1.13)
onde,
- % ln%er(T—t)) (1.14)
r o= i—pj(T—t) (1.15)
p = r—"; (1.16)

Tomando entao todas as derivadas ficamos com a equacao:

89 1 2 , 00 o2 (Tt2p Pu Oul
8t S@S2+T585 rQl=e" 7 |92~ Br =0 (1.17)
Logo temos:
Pu_ou] _
ox?2  Or|
Pu  Ou

Que equivale a uma equacao de difusao unidimensional, j& que 7 tem di-
mensao temporal. Tal equacao é muito bem conhecida por fisicos e sua solucao é
amplamente estudada.

Apos a contribuicao de R.C. Merton, o modelo pode ser encontrado com
o nome de Black-Scholes-Merton, por esse trabalho R. C. Merton e M. Scholes
receberam em 1997 o prémio Nobel de economia, F. Black ja havia falecido.

Além do estudo do mercado através de anélises empiricas de séries em busca,
de processos que melhor se aproximem do comportamento real com equacoes es-

tocasticas, um outro tipo de abordagem também popular é o Agent-Based Model,
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ou modelo de agentes. Esse modelo é focado na dindmica que envolve os agentes
pertencentes ao mercado. Em comparativo é como se o comportamento da série
macroscopica fosse explicada em termos das interagoes microscopicas do sistema.

Muitos modelos fisicos tém sido usados nessa abordagem. O mais popular
entre eles é o modelo Ising de interacao de spins em uma rede que em sistemas
economicos é usado no modelo USDF ( United we Stand Divided we Fall)[12]. Usando
simulagoes de Monte-Carlo, esse modelo foi capaz de apresentar muitos dos fatos
estilizados|[13].

Alguns outros exemplos sao amplamente utilizados, tais como Autdématos
Celulares, modelos que simulem decisoes via volatilidade estocéastica, como o mo-
delo de Black-Scholes que mostramos e entre muitos outros que vem apresentando
resultados muito satisfatorios no que se diz respeito a reproducao dos dos compor-
tamentos reais presentes em mercados financeiros.

Neste trabalho apresentaremos uma proposta de modelo extremamente sim-
ples, com alguns poucos parametros e com uma boa precisao em representar muitos
fatos estilizados. Como comparativo para saber a concordancia do nosso modelo com
a realidade do mundo, utilizamos os resultados conhecidos como Fatos Estilizados

de Mercado que serao explanados na proxima secao.

1.3 Os Fatos Estilizados de Mercado

Conforme mencionado anteriormente, neste trabalho voltamos a atencao
para as propriedades que sao pertencentes aos mercados financeiros utilizando os

conceitos e ferramentas bem conhecidas de Mecanica Estatistica baseados na ideia
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de que tais propriedades surgem de forma emergente de um sistema complexo.

Vamos agora expor e exemplificar melhor as propriedades de interesse nesses
sistemas. Sabe-se que existem certas caracteristicas que sao compartilhadas por
qualquer mercado financeiro, essas sao fundamentadas em dados empiricos e sao um
excelente termometro para indicar se um modelo esta ou nao condizente com a rea-
lidade. Tais caracteristicas receberam o nome de Fatos Estilizados, pelo economista,
N. Kaldor em 1961[14].

Usando os conceitos utilizados atualmente[15], podemos expor alguns dos

fatos estilizados como sendo:

1. As distribuicoes de probabilidade dos retornos para dados de alta frequéncia
possuem “caudas grossas', ou seja a probabilidade de observarmos uma grande

mudanca no mercado nao deve cair exponencialmente.

2. As distribuicoes de probabilidade normalmente sio lepcirticas! e também pos-
suem uma skewness' egativa(fruto da correlagio cruzada entre retorno e vola-

tilidade ser negativa, o efeito de leverage)

3. Os g-ésimos momentos da distribui¢ao das flutuagoes dos pregos (retornos) sao

multifractais, pois seus expoentes dependem do indice q.
4. Os retornos de uma série temporal sao fracamente correlacionadas.

5. As séries de volatilidade(retornos absolutos) possuem correlacoes de longo al-

cance.

Leurtose e skewness sdio momentos estatisticos que serao melhor descritos no préximo capitulo

In
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6. Se hoje o mercado apresenta uma elevada volatilidade, entao a probabilidade
de observarmos um grande evento amanha é maior que a média (cluster de

volatilidade).

Esses sao os principais fatos estilizados e o foco principal do nosso trabalho.
Os fatos de 1 a 4 ja sao discutidos ha muito tempo. o quinto fato foi proposto
por B. B. Mandelbrot[8], que afirmou que a distribuigdo correta deveria ser uma
distribuigao estavel de Lévy com o parametro o = 1.7. O fato (6) foi observado por

Z. Ding et al|16].



INTRODUCAO MATEMATICA

Desde a época em que a economia se consolidou como cenario de analises racionais
junto as ciéncias naturais e a matematica, os estudiosos procuram por uma lei
mateméatica universal que possibilite a explicacao dos diferentes fenémenos que ocor-
rem dentro da economia. Muito se avancou desde o simples modelo de lei de poténcia
apresentado por V. Pareto|6].

Neste capitulo apresentaremos as ferramentas matematicas utilizadas para

criar os modelos matematicos e para a sua anélise.

2.1 Variaveis Aleatorias e Caminhada Aleatoéria

Podemos definir variavel aleatoria através de um exemplo bem simples. Considerando
um conjunto qualquer, chamado Espaco Amostral. Ele é composto de todos os even-
tos que podem ocorrer em um determinado sistema. Por exemplo ao jogarmos uma
moeda, o espaco amostral é composto por dois eventos, cara e coroa. No caso do

lancamento de um dado, o espaco amostral cresce para 6 eventos.

12



2 Variaveis Aleatorias e Caminhada Aleatoéria 13

Uma variavel aleatoria é uma funcao do espaco amostral para o conjunto dos

nimeros reais, ou seja:

X:EFE—R

Essa funcao leva um dado evento a sua frequéncia, ou de forma normalizada, a sua

probabilidade.

2.1.1 Variaveis Discretas

“Se a menor diferenca nao nula entre dois possiveis valores dessa variavel for sempre
finita, logo ela é um variavel discreta.". Como exemplo podemos citar novamente
o jogar de dados, vemos que os valores que essa variavel pode assumir satisfazem a

definicao acima.

2.1.2 Variaveis Continuas

“Se a menor diferenca nao nula entre dois possiveis valores da variavel aleatéria nem
sempre for finita, ela é uma variavel continua.". Neste caso a variavel pode assumir
infinitos valores dentro de um intervalo finito. Como exemplo temos uma escolha

aleatoria em um intervalo [x,y], onde z e y sdo nimeros reais.

2.1.3 Caminhada Aleatoéria

A caminhada aleatéria é um problema muito comum e ttil em fisica. Consiste
em um caminhante(moléculas, particulas, cargas, bébados) que se move de forma
randomica. Sua posi¢ao depende de escolhas feitas aleatoriamente a cada tempo .

O problema da caminhada aleatéria é muito importante para a econofisica,
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pois vérios pesquisadores afirmam que o mercado é quase como um passeio aleatorio|7,
9, 15, 8|. Apresentaremos exemplos graficos de caminhadas unidimensionais, bidi-

mensionais e tridimensionais.

Caminhante 1D

Considere um caminhante movendo-se de forma aleatoria, restrito a uma linha(1D),
a partir de xg, cujo passo seja +[ logo, depois de um tempo ¢ sua posicao deveré ser
x(t) = xo +tn, onde n é a diferenca entre os passos dados para +[ e os passos dados
para —[. Nesse, a variavel aleatoria é discreta, ou seja, a posicao do caminhante é
discretizada.

A figura 2.1 apresenta a posicao x em funcao do tempo para caminhantes

com probabilidades p diferentes.

Figura 2.1: Caminhantes Aleatorios em 1D
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Caminhada 2D

Para o caminhante 2D, ao invés de trabalhar com duas variaveis aleatorias dire-
tamente, x e y, é mais pratico tratar do angulo 6; entre z e y. Logo teremos as

equacoes:

x = x0 + L cos(6;) (2.1)

Y = yo + lsen(6;) (2.2)

Para cada passo um angulo 6; serd sorteado, posteriormente a posicao do
caminhante é atualizada.
A figura 2.2 ilustrar, fizemos uma pequena simulacao para um #; com igual

probabilidade para todos os valores entre 0 e 27.

60

-20 -10 0 10 20 3

Figura 2.2: Caminhante Aleatorio 2D
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Caminhada 3D

A generalizacao para 3 dimensoes espaciais é bem simples, basta considerar coorde-
nadas esféricas, onde podemos escrever as coordenadas x,y, z como funcao de dois

angulos aleatorios, 6; e ¢;, com as relagoes canonicas:

r = xo+ [cos(b;)sen(¢p;), (2.3)
y = yo+ Isen(6;)sen(¢;), (2.4)
z = 2o+ 1lcos(¢;), (2.5)

em que 6; esta distribuido no intervalo de 0 & 27 e ¢; entre 0 e w. A figura 2.3

apresenta o comportamento para 3 caminhantes distintos.

Figura 2.3: Caminhante Aleatorio 3D
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2.2 Funcgao Densidade de Probabilidade(PDF)

Como citado anteriormente, nossas variaveis aleatérias sao funcoes que levam do
espaco amostral até o espago real. Essa nao é uma ligacao qualquer. Associamos
que para a realizacao x;, de uma variavel aleatoria X, teremos um niimero real p;,
donde p; < 1, possuindo também a seguinte restricao: se a variavel aleatoria X
possui n realizagdes, logo " p; = 1.

Podemos definir a probabilidade associada a uma varidvel aleatoéria discreta,

como sendo:
Px(z) = Zpié(:c —x;). (2.6)
i=1
Para uma varidvel continua, a probabilidade de encontrar uma realizagao

entre X entre z e x + dx é

P(z) = f(x)dx. (2.7)

Em que f(z) é a fun¢ao densidade de probabilidade associada com & realiza-
Gao .

Podemos apresentar um estimulo visual para a funcao densidade de proba-
bilidade, calculando-a para os nossos caminhantes aleatorios de 1D mostrados na

secao 2.1.3.
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0,2

0,15~ ]

0,05~ —

Figura 2.4: Funcao Densidade de Probabilidade para Caminhante 1D

2.2.1 Momentos Estatisticos

De posse da fung¢ao densidade de probabilidade(PDF) de uma variavel aleatoria X,

temos todas as informacoes possiveis sobre ela. A PDF pode ser descrita através de

outras quantidades denominadas de momentos estatisticos.

Por definicao temos que o n-ésimo momento é dado por:

(z") = / Py (a)da.

[e.e]

Para uma distribuicao discreta de n realizagoes, teremos:

() =3 AP

Alguns momentos tem nomes especificos e utilidades bem definidas.

sentaremos os principais deles e como a analise niimerica pode ser feita.

(2.8)

(2.9)

Apre-
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Primeiro Momento

O primeiro momento, também chamado de média, é a medida do que podemos dizer
como sendo o “centro de massa'da densidade de probabilidade. Ele muitas vezes é
confundido com o valor mais provavel e a mediana. O valor mais provavel é o ponto
de maior valor para Px(z). A mediana é o valor de x que divide a area sob a curva
de Px(z), em duas partes iguais.

Para iguais probabilidades das variaveis discretas, com n passos, o primeiro

momento pode ser calculado como:

(x) :%Zx (2.10)

2.2.2 Momentos Centrados na Média

Vamos definir agora os momentos centrados na média que nos fornecem muitas
propriedades interessantes das PDFs. Para um conjunto discreto de k realizagoes,

temos que o n-ésimo momento, f,, Sera

Mn:;w. (2.11)

i=1Di
Segundo Momento

O segundo momento seria como a medida do “momento de inércia"da distribuicao.
Ele também é associado a largura da densidade de probabilidade, e também é
chamado de variancia. Com a variancia, calculamos outra quantidade muito im-

portante, o desvio padrao, que é a raiz quadrada da variancia. Definimos o segundo
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momento de uma distribuicao discreta como sendo

sz i . (2.12)

—1 Pi

Como dito antes, o desvio padrao devera ser

o= /liz = Zp’ T . (2.13)

z 1pZ
Terceiro Momento

O terceiro momento nos ajuda a calcular o grau de assimetria de uma distribuicao.

Para uma distribuicao discreta, o terceiro momento sera

1 = sz Z . (2.14)

’L lpl
Dividido o terceiro momento pelo cubo do desvio padrao, temos a quanti-
dade conhecida como skewness. Ela determina o grau de assimetria de uma funcao

densidade de probabilidade. Podemos definir o skewness como:

_ s
o3’

(2.15)
Se s > 0, a fungao possui uma cauda direita (valores acima da média) mais
pesada. Se s < 0, logo a fungao tem uma cauda esquerda (valores abaixo da média)

mais pesada. Se s = 0, podemos dizer entao que a funcao é simétrica. Na figura

2.5, temos os trés casos citados acima.
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Figura 2.5: Vérias distribuigoes com diferentes skewness

Quarto Momento

O quarto momento é utilizado em anélises estatisticas. Com ele podemos calcular
o quao “achatada'"é uma distribuicao. O quarto momento para uma distribuicao

discreta é

— pi(zi — (=)*
fa=) ——m (2.16)
; D i1 i

O quarto momento é usado para calcular quantidade conhecida como Kur-
tosis. A partir dela obtemos informagcoes do “achatamento”"da funcao. Podemos

definir a kurtosis como

=1 (2.17)

ot
Para k = 0, temos as funcoes mesoctrticas que sao comparadas a funcao
gaussiana. Com k < 0 chamamos de funcoes platicirticas, e sao mais achatadas

que a gaussiana. Por fim, temos: Se k£ > 0, caracterizando as leptocurticas, bem
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T T T I T
1+ — Gaussiana k=0
--.. Laplaciana k=3
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Figura 2.6: Vérias distribui¢cdes com diferentes kurtosis

afinadas e que possuem as chamadas caudas grossas. A figura 2.6, ilustra os casos.

2.2.3 Funcao Caracteristica

A funcao caracteristica, também conhecida como funcao geradora de momentos, é
uma funcao definida no espaco k, cuja transformada inversa de Fourier nos retorna

0s momentos.

A fungao caracteristica fx(k), correspondente a variavel aleatoria X, é definida

COmo:

fx(k) = (k=) = /00 ™ Py (x)dx = Z (k)" ") (2.18)
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Alguns exemplos de funcoes caracteristicas de distribuicoes conhecidas sao:

G(pu,0%) = e*#=3°¥* Distribuicio Gaussiana (2.19)
eik,u

L(p,b) = T Distribuicao de Laplace (2.20)

C(p,0) = e* =+ Distribuicio de Cauchy-Lorentz (2.21)

De posse da funcao caracteristica, podemos obter todas as informagoes so-
bre a funcao densidade de probabilidade e os momentos estatisticos associados a
variavel aleatoria, apenas calculando a transformada inversa de Fourier, como dito

anteriormente.

Px(z) = L / " ks fx(k)dk (2.22)

(2.23)

Outra forma muito 1til de se escrever a funcao caracteristica, é através de
uma expansao em série de quantidades, chamadas de cumulantes. Esses cumulantes
nos dao diretamente os momentos centrados na média. Os cumulantes sao definidos

da seguinte forma

Fx(k) = exp (Z ("Z)”cnm). (2.24)

Expressando os primeiros temos:
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Ci(X) = (z) (2.25)
Co(X) = (%) —(x)" = ((z = (2))*) = ps (2.26)
Cs(X) = (a%) =3(a)(a?) +2(2)" = ((z = (2))°) = s (2.27)

Cy(X) = (a') =3(2?)" — 4(x)(a®) +12(2?)(2)" —6(x)"  (2.28)

= ((z—(2))") = (2.29)

2.3 Correlacao Linear

Podemos analisar como duas varidveis aleatorias estao ligadas entre si através da
funcao de correlagao, ou coeficiente de Pearson. Se por exemplo tivemos o lanca-
mento de uma moeda, dizemos que os eventos sao independentes, uma jogada nao
depende da outra, entao nao ha correlacao. Agora, ao invés disso, se tivermos um
dado viciado, vemos que uma jogada esta correlacionada com a anterior.

A forma de medir isso é com a seguinte equacao

Cor.y) - LE= N ={w)) 230

020y
A fungao correlagao tem valor que esta no intervalo [—1, 1], e se duas variaveis
sao independentes Cor(X,Y) = 0.
Com a funcao de correlacao, podemos analisar também a correlacao entre
séries de niimeros, e até mesmo a chamada autocorrelagao, que mede o quao cor-

relacionados sao os valores em uma dada série.
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2.4 Principais Distribuicoes Estatisticas

2.4.1 Distribuicao Binomial

Quando temos um espaco amostral de apenas dois possiveis eventos, um com pro-
babilidade p e o outro com probabilidade ¢, ou seja, 1 — p, teremos uma distribuicao
binomial. No caminhante aleatério 1D que apresentamos na secao 2.1.3, tinhamos
um grande exemplo de uma distribuicao binomial.

Voltando ao exemplo, vamos denotar n, como o nimero de passos +[ e n_
o nimero de passos que ele d& para a direcao —I. Logo, a probabilidade que ele dé

ny passos para a direcao +[ ap6s N passos dados é:

NI

nyln_!

Wy (ny) = P (2.31)

Em que o primeiro termo é composto por todas as combinacoes possiveis
comn, en_. Como N =n, +n_, podemos escrever a equacao de uma forma mais

familiar

NI
g 2.32
n (N —nf 1 (2.32)

Wy (ny) =
Que nada mais é que o n + 1-ésimo termo da expansio do binémio (g +p)®.
Se agora quisermos a probabilidade do caminhante se encontrar na posicao

n, como n foi definido antes, apés N passos, podemos utilizar a quantidade W (n. )

fazendo uma mudanca. Escrevendo n, e n_ em termos de n, teremos

(2.33)
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Logo, utilizando a equacao 2.31, teremos

N' N4+n)/2 (N—n)/2
PO = (v vy =yt (2:34)

2.4.2 Distribuicao Gaussiana(Normal)

A distribuicdo Gaussiana é amplamente conhecida e aplicada no ambito fisico.
Sua principal importancia vem pelo “Teorema Central do Limite"que sera melhor
ilustrado em secoes posteriores.

Podemos mostrar a distribui¢ao normal como um caso da distribuicao bi-
nomial quando temos um grande ntmero de realizacoes. Para tal demonstracao
vamos investigar melhor a probabilidade W (n, ), que é descrita pela equagao 2.32.
Nesse limite a fun¢ao tende a exibir um maximo em um valor de n, = n,. Para
essa investigacao, faremos uma expansao em série de Taylor, em torno de 7., para
In Wy (ny ), pois ele varia de forma mais lenta, entdo a série ira convergir de forma
mais rapida.

A série de Taylor de uma funcao em torno de um ponto zy é dada por:

f@) = J@)+ (@ o) f (@)

(x — 20)? d?
o g/ @

T=x0 T=x0

= Z (z — mp)* dcilf(x) (2.35)

1!
i=1

T=x0

Tomando o logaritmo neperiano da probabilidade, teremos:

InWy(ny)=InN!'—Inn, ! —In(N —n)!+n;Inp+ (N —ny)lng

Utilizando a férmula de Stirling, In K! ~ K'In K — K, a equacao ficara:
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InWy(ny) = NInN—-N-—-nylnng +ny — (N —ny)In(N —ny) +

+(N =ny)+nylnp+ (N —ny)lng

A primeira derivada sera:

9 ImWy(ny)=—Inny +In(N —ny)+1Inp—Ing.
an+
Para condicao de méaximo, % In Wy (ny) =0, logo
ny=nji
7 N n N
In n+~ —ln—:>ﬁ+:—p—% ~jL——p:Np
N —ny q q q p+q

Calculemos agora a segunda derivada no limite onde n, = n,:

o 0 0
Eﬁ;{lHLVN(n+) ) = E;Z; E;ZEIHLVN(n+) )
np=ny ny=ny
1 1 1

Np N—Np: Npq

(2.36)

(2.37)

(2.39)

Podemos desprezar os termos de mais altas derivadas. Sendo assim, a expan-

sao tomaré a forma:

N _ . 0lnW
N Wy(ny) = WWlig) + (ny —ig) 20|
on _
ny=ny
(ny —74)? 9 In Wy (ny)
2! on? )
ny=ny
- (ny Np)2 Wi (ny) (n+—Np)2
= InWx(n = In — L =
w(fie) 2Npg W () 2Npg
(ny—Np)?
= Wy(ny) = Wi(iiy)e

(2.40)
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A condi¢ao de normalizacao nos diz que a probabilidade em todo espaco deve

ser igual a unidade, logo

o (ny —Np)* 1 1
WN('fL+>€7 2Npq dn+ = 1 = WN(ﬁ+) = T = .
/_oo [ S dn, V2P
(2.41)

Sendo assim, a probabilidade para grande NN, serd a chamada distribuicao
gaussiana, dada por:
1 _ (ny—Np)?

Wiooo(ng) = Pa(ny) = N e (2.42)

De forma mais geral, uma variavel aleatoria X, possui uma distribuicao de proba-

bilidades dada por:

P(z) = \/21_7m exp {—%} : (2.43)

onde (z) é a média de x e o seu desvio padrao.
Para ilustracao, a figura 2.7 mostra a curva de uma gaussiana com média

. o1
zero e desvio padrao Tor

2.4.3 Distribuicoes a-estaveis de Lévy

Em 1925, o matematico francés P. Lévy desenvolveu uma distribuicao de probabili-
dades mais geral[17]. A partir desta podemos gerar muitas outras apenas mudando
alguns parametros.

Tal distribuicao nasce da seguinte fungao caracteristica:

fx (k) = explikp — |ck|*(1 — ifBsgn(k) tan(ma/2))], (2.44)
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P(x)

Figura 2.7: Distribuicao Gaussiana

onde p é um valor referénte a média, § é o grau de assimetria da distribuicao e ¢ é
um fator de escala associado a medida da largura da distribuicao e o é o chamado
expoente ou indice da distribuicao, que esté relacionado com a kurtosis.

Para a € (0, 2] temos a distribui¢do chamada de estavel, que também recebe
o nome de “Lévy skew alpha-stable distribution". Dessa forma, temos a distribuicao
de probabilidades no limite assintético, quando x é muito maior, ou menor, que a

média ou seja, na cauda,dada como|18§]

ac®(1+ B)sen(ra/2)T(a) /7
i+ '

Py (x) ~ (2.45)

Entao, é visto que o regime assintético ¢ dado por uma lei de poténcia, ou
seja, podemos dizer que as distribuicoes de Lévy no regime assintotico se comportam

COmo:
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1

Px () ~ |z

(2.46)

Assim, a distribuicao de Lévy leva para um teorema mais geral, chamado “Teorema
central do limite generalizado".
Abaixo temos alguns exemplos analiticos de varios valores diferentes as que

nos fornecem distribui¢oes ja bem conhecidas:

e Distribuicao Gaussiana, oo = 2

Px(z) = W% exp {_

]

e Distribuicao de Cauchy, a =1,5 =0

P = |

e Distribuicao de Lévy-Smirnov, o = %, 8=0

o el

A menos de @ = 2, a distribuigdo Gaussiana, as distribui¢oes estéveis nao

possuem média, skewness e kurtosis bem definidas.

Como exemplos ilustrativos vamos mostrar essas distribuicoes com p = 0 e

¢ =1, na figura 2.8
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Figura 2.8: Algumas distribuicoes estaveis de Lévy

2.5 Fractalidade

Muitos fenomenos e estruturas encontradas na natureza necessitam de um forma-
lismo matematico especial para quantifici-los. Alguns padroes tais como o cresci-
mento e a disposicao de galhos e folhas em uma arvore e a formacao de nuvens po-
dem ser recriados a partir de regras simples de construcao geométrica, que quando
executadas sao capazes de criar estruturas de alta complexidade. Algumas dessas
estruturas tém propriedades conhecidas como fractais [19, 20| e para defini-los sao
necessarios dois conceitos: (i) dimensao fractal — caracteristica marcante de uma es-
trutura do tipo fractal devido ao fato de frequentemente possuir valores fracionarios,
o que foge dos conceitos da dimensao topologica associada a geometria euclidiana
e, (ii) auto-similaridade — invariancia por mudanga de escala, ela é fisicamente ca-

racterizada pelo fato de poder observar a mesma estrutura independente da escala

utilizada.
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Para os objetos geométricos tradicionais existe uma relacao simples entre a
sua dimensao d, o niimero de “caixas” N (nao sobrepostas) necessarias para recobrir
todo o objeto e o comprimento das caixas. Esta ¢ a ideia do método conhecido como
método “Box-Counting” (contagem de caixas). Existem outras diversas maneiras de
determinar a dimensao fractal de um objeto, existe também o método de Hausdorff
de excelente precisao e amplamente utilizado em anéalises. Uma 6tima referéncia
para andlise de dimensoes fractais sao os livros [21, 20|

A auto-similaridade implica que um objeto é composto de sub-conjuntos (sub-
unidades) em varios niveis de escala, os quais assemelham-se ao objeto como um
todo. Esta auséncia de escala apesar de ilimitada em termos matematicos apre-
senta limites nos casos reais, tanto a menor quanto a maior escala em que a auto-
similaridade pode ser observada. Como exemplo pode-se pensar em uma couve-flor,
onde a menor escala de observacao é definida pelo tamanho de sua menor “célula”
macroscopica e a maior escala é aquela da propria verdura.

Uma descoberta importante e surpreendente na tltima década foi que muitos
sistemas fisicos, biologicos e até mesmo econdmicos nao possuem escalas caracteris-
ticas, isto é, eles tém propriedades fractais e mostram invariancia por mudanca de
escala [22, 23, 24]. Enquanto certas classes de distribui¢des de probabilidade para

uma dada variavel aleatoria X, por exemplo
Py () ~ e %/ | (2.47)

possui uma escala caracteristica (neste caso, associada ao parametro z,), outra classe

de distribuicoes expressas por leis de poténcia, tais como

Pyl) ~ (2.48)
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mostram invariancia por mudanga de escala continua (auto-similaridade):
Px(Ax) ~ \FPx(x) . (2.49)
Algumas fungoes tais como:
g(x) = cos(aln(x)), (2.50)
possuem invariancia por mudanca de escala discreta
g(Az) = cos(aln(Ax))
= cos(aln(x) + aln(N)); (2.51)

apenas quando A = €™/ com n € N, observamos g(Az) = g(z).

Para uma série temporal, podemos definir auto-similaridade se a série satis-

fizer:
4 o (1
d
onde = implica que as propriedades estatisticas de ambos os lados da equacao sao

similares ou idénticas. Portanto, uma série temporal serd auto-similar se, quando
o eixo das ordenadas for reescalado na forma: y — a® y, e o eixo temporal for

3), a série resultante possuir as mesmas pro-

reescalado por um fator a (¢t —
priedades estatisticas que a original. O expoente o é chamado de parametro de
auto-similaridade.

Para a definicao da dimensao fractal vamos introduzir um outro parametro
chamado de expoente de Hiirst muito util para analise de propriedades de séries
temporais.

H.E. Hiirst (1880 - 1978) foi um hidrologo inglés que trabalhou no projeto de

construcao de uma represa para o rio Nilo. Seu objetivo era construir um reservatorio
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ideal, o qual nunca transbordaria ou secaria. Na construcao deste tipo de modelo era
comum assumir que o fluxo de dguas da chuva seguia uma dinamica de caminhante
aleatorio. Para resolver o problema, H.E. Hiirst estudou os mais de 800 anos de
registros das cheias anuais do rio Nilo e, a partir deles, propos um método para a
analise a vasao do reservatorio[25].

H.E. Hiirst montou seu modelo considerando que para um determinado ano
t, o reservatorio recebe uma quantidade Q(¢) de dgua. A média de quantidade de

agua que entra no reservatorio em 7 anos é

(Q), ==>_ Q). (2.53)

Para que o reservatorio nunca seque ou transborde a amplitude R(7) que o

reservatorio deve possuir sera dada por:

R(r) = max > (Q() = (Q)) — min > (Q() — (Q)) (2.54)

Dividindo pelo desvio padrao S(7):

=1

L | 3
S(r) = [— > Q) —(Q >)2] : (2.55)
Hiirst encontrou uma razao que segue uma lei de poténcia:
(R/S) ~ 7, (2.56)

onde H é chamado de expoente de Hiirst. Esse expoente tem valores dentro do
intervalo [0 : 1], para os estudos do rio Nilo, Hiirst obteve em seus estudos H = 0.7.
Essa técnica apresentada acima é chamada de analise R/S, algumas outras técnicas

foram sugeridas para melhorar a precisao do calculo do expoente.
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O expoente de Hiirst esta relacionado com a dimensao fractal da série através
de[20]:

d=2—-H (2.57)

B. B. Mandelbrot e J. Wallis[26] perceberam que a andlise de Hiirst poderia
ser usada em séries temporais e que o expoente de Hiirst seria capaz de mostrar as
correlagoes presentes em uma série. Para séries temporais com expoente H = %, 0s
valores da série sao independentes e nao ha correlagao. Para H < %, temos uma série
anti-persistente, ou seja, tende a fazer o oposto ao que fez no passado, por exemplo
se um caminhante aleatério 1D com H < % no passado resolveu dar um passo para
direita, no futuro a probabilidade dele dar um passo para esquerda é maior do que
para direita. Com H > % a série é persistente, tende a repetir acoes passadas.

A analise R/S possui uma tendéncia de superestimar o expoente de Hiirst
para H < 0.72 e subestima-lo para H > 0.72[26]. Para uma analise muito mais
eficiente foi proposto[27] uma nova técnica DFA(Detrend Fluctuation Analysis), uma
analise de flutuacgoes sem tendéncia, que explicaremos abaixo.

O primeiro passo para a analise DFA é integrar a série temporal original, z(t)

com N pontos, e obter o perfil da série:

t

y(t) = > (v — (z)); (2.58)

t/

t=1,...,N. Agora é preciso dividir a nova série, y(¢), em N, intervalos temporais
nao superpostos de tamanho 7. Por meio de uma regressao do n-ésimo segmento(n =
1,...,N;) deve-se obter o melhor ajuste para a tendéncia local da série y, (i), i =

1,...,7. Determina-se o segundo momento para o n-ésimo segmento através de:

Fy(n, 7) = %Zky((n— D7 +14) — g ()2 (2.59)
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A flutuagao para a série sera entao:

N.
1 T
= > Fy(n,7). (2.60)
T n=1
O expoente de Hiirst é obtido diretamente da relagao:
Fy(1) ~ 721 (2.61)

Em séries temporais e outros sistemas proximos a uma transicao de fase|28§]
é comum nao conseguir descrever completamente o sistema através de um tnico
expoente (a dimensao fractal), torna-se entao necessario um espectro continuo de
expoentes, chamado de espectro de singularidades.

Essa generalizacao de fractalidade é chamada de multifractalidade. Para
sistemas multifractais podemos generalizar também o expoente de Hiirst, calculando

0 @-6simo momento como:

1 T
Z [Fy(n, )], (2.62)
T n=1

e por consequéncia a lei de escala antes dada pela equacao 2.61 é dada agora por:
Fy(r) ~ 79, (2.63)

onde h(q) representa o expoente de Hiirst generalizado. Essa é a generalizagao
do método DFA chamada MF-DFA (Multifractal Detrended Fluctuation Analysis).
Enquanto valores positivos de ¢ fazem com que grandes flutuagoes se sobressaiam,
pequenas flutuagoes contribuem para momentos negativos. Uma série monofractal
possui um “anico” expoente de Hiirst h(q) = H, ja para aquelas multifractais o valor

de h(q) possui uma dependéncia ndo constante com g.
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Em diversos livros texto[21, 20| é comum usar o espectro multifractal, f(«),
onde a é o indice de singularidade. Considerando que o conjunto o qual esta-
mos estudando seja invariante, se dividirmos esse conjunto em pequenas caixas de
tamanho € e para cada uma delas associamos um expoente de singularidade «;. Se
¢ for infinitesimal, teremos um niimero muito elevado de caixas, de tal maneira que
a diferenca entre os «; deixe de ser discreto, A«, e passe para o limite do continuo,

dae. O niimero de caixas com indice de singularidade entre o e o + da entao é:
pla)e! =4 do (2.64)

Agora vamos relacionar o espectro de singularidades com a dimensao do
espectro[29], D, !, onde Dy é o conhecido como dimensiao do “Box Counting",

1

Dy = ﬁ[qa(Q) = [(alq))]. (2.65)

Multiplicando a equagao 2.65 por (¢ — 1) e diferenciando com respeito a ¢ e usando

o fato que
f'le) =q,
podemos definir o expoente 7(q):
S0 - D] =a=7(a) (2.66)
dg
logo
7= (¢—1)D,. (2.67)
dessa maneira temos finalmente que:
f(@) = ga —7(q). (2.68)

'Para uma melhor definicio da dimensdo do espectro e dimensdo pontual, verificar o capitulo

3 da referéncia [21]
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Usando a funcao de parti¢ao podemos relacionar os expoentes h(q) e 7(g)[30]:

7(q) = qh(q) — 1. (2.69)

Portanto, usando o método MF-DFA, podemos calcular todas as propriedades multi-
fractais do sistema, e analisar a curva entre o espectro de singularidades e o chamado

expoente de Holder, «, ilustrado na figura 2.9 para um caso qualquer.

fle)

Dy

Figura 2.9: Exemplo do comportamento de f(«) em relagao a a. Retirada de[21]

Quando mais aberta é a curva, mais multifractal é o sistema, ou seja pre-
cisamos de um espectro mais amplo de expoentes para caracterizar o sistema como

um todo.



PROPRIEDADES UNIVERSAIS
DOS MERCADOS REAIS: FATOS

ESTILIZADOS

3.1 Retornos e Volatilidade

Para estudarmos as propriedades inerentes a todos os mercados financeiros
precisamos de uma quantidade que seja absoluta e que sirva de parametro para
compararmos comportamentos diferentes e semelhantes dos diversos mercados que
formam a economia global.

Definimos, assim, retorno como sendo:

S(t+ At)) (3.1)

rac(t) = log < S0

onde S(t) é o pre¢o de um dado ativo ou um dado indice no tempo ¢ e At é um atraso

que nos fornece a frequéncia dos dados. Encontramos comumente na literatura,

39
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retorno representado com a letra Z. Na figura 3.1 podemos observar como uma

série temporal de retornos se comporta tipicamente.

—— 60min
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0040 ] 1min
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00104
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0,045 4
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Figura 3.1: Retornos do indice IBOVESPA com diferentes frequéncias

De posse da série temporal, podemos estudar a distribuicao de probabilidades
desses retornos absolutos, afim de compreender como é dada a dinamica de mercado.
A questao sobre qual distribui¢ao de probabilidades melhor se encaixa no perfil de
distribuicao de retornos é uma grande divida entre os estudiosos.

Como falamos no inicio do capitulo, a primeira distribuicao de probabili-
dades foi de V. Pareto, como uma lei de poténcia, mas nao conseguia explicar por
completo o comportamento real da distribuicao de riquezas, que requer uma abor-
dagem mais robusta para explicar os seus detalhes. Depois, L. Bachelier afirmou
que deveria seguir uma tendéncia gaussiana, tipo um movimento browniano com-
pletamente descorrelacionado e em seguida vimos que B.B. Mandebrot disse que a

distribuicao era uma Lévy. Em 1995, R. Mantegna e H.E. Stanley publicaram na
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revista Nature[9] um trabalho importantissimo para econofisica. Nele estudaram os
retornos de alta frequéncia e notaram a presenga das chamadas caudas grossas(fat
tails) mostrando que uma gaussiana nao é uma boa distribui¢do para esse tipo de

retorno, podemos perceber isso na figura 3.2, plotada em semi-log onde a gaussiana

¢ a curva em forma de parabola.

20 T

logqq P(2)

Figura 3.2: Distribuicao de retornos de alta freqiiéncia no indice S&P 500, onde a

linha tracejada em forma de parabola é a distribuicao Gaussiana e a linha solida é

uma distribuigao truncada de Lévy.[9]

Muitas distribuicoes tem sido cotadas para mostrar o melhor ajuste, sao

exemplos,
e Distribuicao de Lévy nao Gaussiana

e Voos de Lévy truncados
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s At =1
§ o At=10
10"t ¢ At=100

v At=1000

Pu(2)

Figura 3.3: Plot da distribuicao de probabilidades para vérios atrasos no retorno.
Variando At podemos perceber claramente que as distribui¢coes de probabilidade

também sao diferentes [31].
e Distribuicao t-Student
e Misturas de distribui¢coes Gaussianas

e Distribuicao Gaussiana com saltos seguindo a distribuicao de Poisson
e Distribuicao g-Gaussiana

E muitas outras que sao amplamente estudadas.

Um detalhe muito importante ja foi observado: dependendo da janela de
tempo em que o estudo é feito, ou seja, a frequéncia dos dados, teremos distribuigoes
diferentes. Para baixas frequéncias uma Gaussiana pode ser um 6timo ajuste. Para
altas, com as caudas grossas, teremos distribuicoes tipo Lévy, ou lei de poténcia

como frisado anteriormente. Podemos observar essa transicao de regime através da

figuras 3.3 e 3.4
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Figura 3.4: Comparativo entre os dois regimes, de alta(a) e baixa(b) frequéncia.

Figura retirada do artigo [31]

Para caracterizar melhor a forma funcional da distribuicao de probabilidades
usualmente investiga-se a “cauda'da distribuicao. Tendo em vista que com At fi-
cando cada vez maior teremos uma quantidade menor de dados para analisar, méto-
dos de investigacao das caudas sao ineficientes e dificeis. H.E. Stanley e R. Mantegna
atacaram o problema de outra maneira|9] utilizando o conceito de “probabilidade de
retorno para a origem", onde P(r = 0), e P(r) é uma funcdo de At. Experimen-
talmente para determinar P(0), escolhemos um valor pequeno ¢, de tal maneira que
P(0) = P(—c < r < ¢). Se a regido central da distribui¢ao for bem descrita por

uma distribuicao estavel de Levy na forma:

P(r) = La(r, At) = e /OOO exp(—vyAtq®) cos(qr)dq, (3.2)

™
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a probabilidade de retorno para a origem sera:
1 [ o
P0) = — [ exp(—7Alg)dg (3.3)
0
seja,
u 1/a
=YAt¢* = qg= | —
U = yalq q (fyAt)
logo,
du = avyAtg® 'dg
5 (a=1)
u «
= At | — d
“ (vAt) !
= Ozu’(l/a’l)(fyAt)l/o‘dq
1
dg = ————uV/*"qg 3.4
1 a(yAt)Y o “ (3:4)
substituindo 3.4 em 3.3 teremos:
P(0) = ! / " ey gy, (3.5)
Ta(yA)Ve Jy
pela defini¢do da funcao I'(2),
I'(z) = / e~ 't Dt
0
finalmente a probabilidade de retorno a origem sera:
I'(1/c)
PO)= ———F—. 3.6
(0) ma(yAt)/e (3.6)

Podemos tomar o logaritmo da equacao 3.6 e assim teremos uma relacao

linear entre o logaritmo da probabilidade de retorno para a origem e o logaritmo de

At, como mostra a equacao 3.7

[(1/a)

moyl/e

1
log P(0) = log ( ) - log At.

(3.7)
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De posse dessa relacao linear entre o logaritmo de P(0) e o logaritmo de At vemos
claramente que o coeficiente angular da reta é i, e determinando o valor de «
podemos determinar facilmente o valor de v com:

()

onde b é o coeficiente linear da curva.

Nas figuras 3.5 e 3.6 pode-se notar o procedimento sendo utilizado para dois
diferentes mercados, S&P500[9] e Ibovespa|32]. Nesses dois trabalhos os valores para

o foram de 1.44 e 1.66.

At

Figura 3.5: Fit linear para P(0) e At no indice S&P500[9].

Na referéncia [33| os autores afirmam que a convergéncia da distribui¢ao de
série financeira para um voo truncado de Levy, discutida inicialmente em [34], pode
ser explicada por meio de autocorrelagoes nao lineares presentes nas séries. De posse
disso eles foram capazes de determinar os valores para « de muitos mercados. Na
tabela 3.1 podemos notar os diferentes valores que o parametro o pode assumir.

Um detalhe muito importante que deve ser frisado é que podemos notar que para
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Figura 3.6: Fit linear para P(0) e At no indice Bovespa[32].

mercados mais liquidos, ou seja, de mercados de forte economia, temos valores de «
pequenos e proximos de 1.5, fato que nao ocorre com mercados cuja economia seja

fraca ou muito controlada pelo estado, caso da Venezuela e da China.
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Tabela 3.1: Tabela Com diferentes valores para «[32]

Pais «

Australia 1.41487
Bélgica 1.56042
Brasil 1.89059
Inglaterra 1.76454
Canada 2.04822
China 4.19286
Finlandia 1.75114
Franca 1.48668
Alemanha 1.54737
Irlanda 1.61516
Italia 1.27801
Japao 1.43542
Malasia 2.78363
México 1.60305
Holanda 1.55999
Nova Zelandia 1.87623
Africa do Sul ~ 3.46313
Coreia do Sul  1.93298
Suécia 1.53611
Suica 1.68564
Tailandia 2.03006

Venezuela 4.13507
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Vamos agora definir outra importante quantidade no estudo de econofisica,
a volatilidade. Usamos volatilidade para saber o quao liquido o mercado esté, ou
seja, o quao volatil, o quao fluido ele estd. Podemos encontrar na literatura dife-
rentes formas de se definir volatilidade, aqui estaremos interessados em formalizar

volatilidade como sendo o valor absoluto do retorno.

var = |rac(t)] - (3.8)

O tipico comportamento de uma série temporal de volatilidade pode ser visto na
figuras 3.7 e 3.8. Podemos notar alguns picos que surgem, devido a grandes movi-
mentacoes e também alguns aglomerados, ou clusters podem ser visto se for feito
um zoom. Essa propriedade de clusters na volatilidade é algo tipico de mercados

reais e um dos fatos estilizados.

o ‘

Volatility[x10]

30| 1 ‘
'1
o A )
\f Il
10 [\Nlﬂu ‘MJ V'L‘J\lﬂﬂ )‘\J,q J" ] ./lw,'f" L’

B4 85 86 87 88 B9 90 %1 32 93 w4 95 08
time (year)

Figura 3.7: Volatilidade do indice S&P500 retida de[15].
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Figura 3.8: Volatilidade do indice IBOVESPA[35].

3.2 Correlacoes

Trataremos agora das correlacoes que surgem nas séries temporais de retorno e
volatilidade. Como definimos anteriormente na secao 2.3, a funcao de correlacao de
Pearson determina o quanto duas variaveis aleatorias sao linearmente dependentes
entre si.

Através da observacao, um dos fatos estilizados é que a autocorrelagao da
série de retornos(ou seja, a correlacao entre um retorno no tempo ¢ e um retorno
no tempo ¢ + ot) decai exponencialmente para zero a medida que dt cresce, mas a
autocorrelacao do valor absoluto do retorno, o que definimos como volatilidade, tem
um longo “alcance", cujo valor decai com a “distancia temporal"entre as variaveis
que estamos analisando segundo uma lei de poténcia. Podemos observar esses dois

comportamentos nas figuras 3.9 e 3.10.
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Outro padrao muito interessante surge quando calculamos a correlacao entre
a série dos retornos e a série da volatilidade[36, 37]. A correlagao volatilidade-retorno
é entre a volatilidade futura e o retorno passado e a mesma é de curto alcance, com

um comportamento exponencial seguindo:

T

Cor, (1) = —Aexp (_T> , (3.9)

onde A e T sdo parametros a serem ajustados de acordo com a série apresentada.
Esse comportamento é chamado na literatura de efeito de leverage consequéncia
de uma leve assimetria na distribuicao de retornos, tendo como caracteristica uma

skewness negativa.

10
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Figura 3.9: Padrao de autocorrelagao na série de retornos|15].



3 Multifractalidade das Séries de Retorno 51

10

{b) Absolute value of price returns

Autocorrelation function
b=

¥ Loy o w
Time lag T (min)

Figura 3.10: Padrao de autocorrelagio na série de volatilidade[15].
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Figura 3.11: Padrao de correlacao cruzada entre a série de volatilidade e de

retorno.|36.

3.3 Multifractalidade das Séries de Retorno

Outro fato estilizado de mercado foi observado por H.E. Stanley e R. Mantegna|9, 15|

estudando a turbuléncia presente em séries temporais de mercados financeiros. Eles



3 Multifractalidade das Séries de Retorno 52

observaram o que mercado financeiro exibe uma relacao entre o chamado expoente
de Hurst generalizado e a ordem do momento estatistico analisado de tal forma
que o expoente depende do momento. O expoente de Hurst estd ligado com a
dimensao fractal de um sistema estocéastico e a sua nao linearidade implica em
uma propriedade chamada Multifractalidade, onde temos um espectro continuo de
expoentes de escala, como definido no capitulo anterior.

Outra propriedade também vista pelos autores foi a auto-similaridade das
séries, ou auséncia de uma escala caracteristica das séries. Essa propriedade de
escala pode ser observada pelo colapso dos dados para diferentes janelas de retorno
quando re-escalonamos a probabilidade e o retorno, usando o parametro o de Levy

mostrado na se¢ao 3.1, segundo a regra:

ry = BT (3.10)
P,(ry) = (Ap;(i,'—ﬂl/a (3.11)

Na figura 3.12 podemos notar o resultado da auto-similaridade presente em merca-

dos.
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Figura 3.12: Colapso dos dados de diferentes frequéncias de retornos para o mercado

S&P500[9].

Uma ferramenta muito ttil também na andlise da fractalidade do sistema é
o método MF-DFA para calcular o expoente de Hurst, e com ele podemos calcular
o espectro de singularidades, ou espectro multifractal, f(a), onde a é o expoente de
Holder. Na figura 3.13 podemos ver o comportamento caracteristico de um mercado
financeiro, representado pela série de retorno, e o “grau'de multifractalidade que
ele apresenta, pela nao linearidade do expoente de Hurst e pela curva caracteristica

entre o espectro de multifractal e o expoente de Holder.
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Figura 3.13: (a)Dependéncia do expoente de Hurst com o g-ésimo momento. (b)

Espectro multifractal em fungao do expoente de Holder.[38|



RESULTADOS E DISCUSSOES

Em 2005, a revista Economist lancou a seguinte pergunta: “Agentes Algoritmicos
sao bons ou ruins para a economia?”". A pergunta surge dentro de um ambito
conturbado da sociedade, onde vemos cada dia mais maquinas e robos trabalhando
em prol da sociedade. Muitos acreditam que para o mercado continuar crescendo é
necessario a introducao de novas tecnologias, para os mais conservadores e para 0s
apocalipticos os agentes algoritmicos vem para criar caos.

Nosso objetivo, entao, é verificar se um sistema composto por agentes, por
mais simples que seja, se comporta como um mercado real, apresentando carac-
teristicas, conhecidas como fatos estilizados, ou se o sistema entrard em colapso
e mostrard que uma formacao de agentes algoritmos nao é estavel para manter o
mercado da maneira que ele se apresenta hoje.

A abordagem de agentes artificiais para descrever a dinamica de mercado
ou reproduzir os fatos estilizados vem crescendo no meio académico [39-48| com
varias maneiras e discussoes diferentes para tentar explicar a razao pela qual as

propriedades emergem nesses sistemas.

%)
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Os modelos propostos até o presente momento possuem muitos detalhes e
parametros, como por exemplo interacoes sobre os agentes, conservacao da carteira,
ou seja os agentes tem um valor finito de recursos, e muitas outros detalhes. Neste
trabalho, nos propomos a apresentar um modelo que seja o mais simples possivel
e verificar quais propriedades de mercado ele consegue reproduzir apesar de sua

simplicidade.

4.1 Modelo Proposto

O modelo que criamos é bem simples, ele é composto por N agentes que seguem
regras béasicas do tipo “se-entao". Os agentes nao interagem entre si para tomar
uma decisao e a unica informacgao compartilhada pelos agentes é o preco de um
dado ativo financeiro que é o nosso objeto de estudo.

O algoritmo do modelo é o seguinte:
1. Escolhemos uma quantidade N de agentes.
2. Introduzimos um valor inicial para a o preco do ativo financeiro.

3. A cada um dos agentes é atribuido um valor f, tal que foim < f < fiaz-
Esse fator representa a influéncia de cada agente na série, quanto maior o
valor de f maior a influéncia da decisao desse agente. Como cada agente tem
o seu proprio f associado, esse parametro introduz uma heterogeneidade aos

agentes.

4. Os agentes sao divididos em dois grupos, onde n% sao do tipo 1 e (1 — n)%

sao do segundo grupo.
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5. Cada agente determina um preco base, que representa o valor que ele julga
como justo a ser pago pelo ativo em questao. O preco base é escolhido ale-
atoriamente dentro do intervalo Pb,,;,, < Pb < Pb,,.., com probabilidade

uniforme.

6. Os agentes do tipo 1 seguem a seguinte regra: Se o Pb for maior que a média
calculada ele compra, caso contrério, ele vende. Os agentes restantes fazem o
oposto: Se o Pb for maior que a média calculada ele vende, caso contrario, ele

compra.

7. A decisao do i-ésimo agente gera uma contribuicao para a série final de tal

forma que

e (Caso ele compre, sua contribuicao sera: o; = 1

e Caso ele venda, temos que: g; = —1

8. apos as decisoes o preco final é calculado somando cada contribuigcao
P(t+1) = Zaifip(t) (4.1)
i=1

As tnicas restricoes que o modelo apresentou foram que, o valor de f,..
deveria ser sempre menor que 107! para evitar divergéncias e que 7 deveria estar
proximo de 50, valores muito afastados ou conduziam a um valor nulo do preco ou
a divergéncia no mesmo.

E importante notar também que nio ha uma carteira associada para cada

agente, ou mesmo um numero fixo de ativos. Podemos imaginar que estamos es-

tudando um conjunto de N agentes que estao em um “banho térmico"e que acgoes
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podem surgir de fora do sistema. Dessa maneira podemos ter uma configuracao por

exemplo onde todos os agentes compram acoes ou o contrario, todos vendem.

4.2 Resultados

Nos fizemos varias simulacoes com diversos valores dos nossos diferentes parametros
para poder determinar com maior precisao os pontos relevantes do sistema. Inicial-
mente estudamos como o nimero de agentes dentro do sistema iria afetar o preco
do ativo, com alguns parametros fixados.

Tomando o preco base dentro do intervalo arbitrario 500 < Pb < 2000! e
distribuido de forma uniformemente aleatoria e com o fator de impacto de cada
agente entre 1073 e 1072

Cada decisao que os agentes tomam é baseada em uma média temporal ex-
ponencialmente ponderada, isso por que no mercado o preco de um dia anterior tem
muito mais relevancia do que o preco de dois dias e assim sucessivamente. A média

exponencialmente ponderada( EWMA) é dada pela seguinte equagao de recorréncia:
MEDIA(t) = MEDIA (t-1) + a(P(t) — MEDIA(t-1)) (4.2)

em que:

2
__c 4.3
“TT-v (4.3)

P(t) é o preco no tempo t e T' é o periodo da média. Utilizamos o parametro T’

como sendo 20, para representar um més tutil.

Ino caso qualquer intervalo do tipo 1 para 4 reproduz os mesmos resultados que aqui sio

apresentados, a escolha 500 e 2000 é apenas para simbolizar melhor o prego de mercado.
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Implementamos o programa para 5 quantidades diferentes de agentes, 50,
100, 250, 600 e 1000, para 5000 dias de transicoes virtuais. Esse resultados foram
aceitos para publicacdo no periddico internacional Europhysics Letters|[49].

50 Agentes

0,2

Retorno

3000

2500

2000

Preco

1500

=T 1

1000

1000 2000 3000 4000 500C
Tempo

o

Figura 4.1: Simulacao com 50 Agentes.



4 Resultados

100 Agentes
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3000
2500
2000
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® 1500
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1000/}

5001~

1000 2000 3000 4000
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Figura 4.2: Simulacao com 100 Agentes.

250 Agentes

500C

1000 2000 3000 4000
Tempo

Figura 4.3: Simulacao com 250 Agentes.

500C
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Figura 4.4: Simulacao com 600 Agentes.
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Figura 4.5: Simulacao com 1000 Agentes.
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Podemos perceber que alguns picos de volatilidade surgem e os retornos
aparentam estar mais centrados em zero. Para uma andlise mais detalhada nos

calculamos a distribuicao de probabilidades para cada nimero de agentes:

— 50 Agentes

— 100 Agentes
—— 250 Agentes
— 600 Agentes
1000 Agente

log(P/P_max)

0,01

| I | I
-50 0 50

Figura 4.6: Distribui¢ao de Retornos.
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Claramente podemos perceber que as distribuicoes vao se tornando mais
afinadas, divergindo aparentemente do comportamento tipicamente gaussiano. Para
uma melhor confirmacao noés calculamos a kurtosis de cada distribuicao, lembrando
que a kurtosis da gaussiana ¢ 3 e que distribuicoes do tipo Lévy tendem a ter uma
kurtosis mais alta, ou seja, sao lepkurticas.

A figura 4.7 mostra claramente a dependéncia da kurtosis com o niimero de

agentes, € COIo a mesma cresce com esse aumento.

1000

800—

600—

N Agents

200—

5 6 7 8 9
Kurtosis

Figura 4.7: A kurtosis calculada para as distribui¢des de retornos.
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Para determinar entao qual a distribuicao que melhor se adeque, empregamos
o método para calcular o expoente o de Levy mostrado em [9, 32| nesta dissertacao
na secao 3.1, através do coeficiente linear da reta entre a probabilidade de retorno
a origem e o atraso do retorno.

As curvas podem ser observadas logo abaixo com seus respectivos parametros

de ajuste.
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Figura 4.8: Relagao entre P(0) e At para 50 Agentes.
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Figura 4.9: Relagao entre P(0) e At para 100 Agentes.
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2 T T T

Y y=1.57646-0.506397*x |

o =1.9747

log P(0)

Figura 4.10: Relagao entre P(0) e At para 250 Agentes.
3 T T T I T I T
y=1.59692-0.549507*x
I a=1,8198 1
2k o .

logAt

Figura 4.11: Relagdo entre P(0) e At para 600 Agentes.
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o =1,5296
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log At

Figura 4.12: Relagao entre P(0) e At para 1000 Agentes.

3

2,5

1,5

Figura 4.13: a de Levy calculado para diferentes niimeros de agentes.

200 400 600
N Agentes

800

100(

Podemos aqui afirmar que os fatos estilizados de mercado ficam cada vez

mais aparentes a medida que o nimero de agentes cresce. Comparando com o que

foi mostrado pela tabela 3.1, quanto mais agentes sao adicionados mais parecido
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com um mercado real e com mercados grandes, como Alemanha(a = 1.54737),
Holanda(a = 1.55999), Japao(a = 1.43542).

Outro fato estilizado muito importante é transicao de regime de uma dis-
tribuicao gaussiana, quando a frequéncia dos dados é baixa, e uma distribuicao de
Levy truncada, quando temos altas frequéncias. Para verificar a claridade dessa
transicao no nosso modelo as figuras 4.14 e 4.15 mostram as distribui¢oes para dois

valores diferentes de agentes e com dois atrasos de retornos, At = 1 e At = 60.

oo/t = 01
1| ==At = 02
o At=01 = vvAt=10 4@
1l - Fit Levy Truncado g o[ eeat=20 JF
10 +« At=60 ;U) 10 At = 40 '
— Fit Gaussiano % oo . At = 60 L
‘ 107}
e
3 1 20 ‘ I
<, .ol 0°56 03 0 03
=10 ]
[%2] . r
o S

10 » o,

[ele]

-0,6 -0,3 0 0,3 0,6

Figura 4.14: Transi¢ao de regime devido a mudancga no atraso para 250 Agentes.
O Inset mostra o padrao de auto-similaridade da série temporal, com o colapso dos

dados devido a re-escala.
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o At=01
10t -~ Fit Levy Truncado
+ At=60

— Fit Gaussiano

-
O,
T
[e]

[eRe]

Figura 4.15: Transi¢ao de regime devido a mudancga no atraso para 600 Agentes.
O Inset mostra o padrao de auto-similaridade da série temporal, com o colapso dos

dados com o devido a re-escala.

Novamente com o incremento de novos agentes no sistema podemos perceber
que outro fato estilizado de mercado se concretiza, a transicao de regime devido
o atraso no retorno é muito mais clara para um niimero maior de agentes. Outro
fato ja observado nessa analise é o padrao de auto-similaridade que mercados reais
também possuem. O padrao de auto-similaridade estd intimamente ligado com as
propriedades fractais do sistema.

Para ter acesso a mais propriedades fractais do nosso modelo, nds estudamos
também o comportamento do expoente de Hiirst e o expoente de Holder, para veri-
ficar se o sistema apresenta o padrao de multifractalidade, onde temos um espectro

continuo de expoentes de singularidade(vide se¢ao 2.5).
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Figura 4.17: Ajuste do espectro multifractal f(«) vs expoente a de Holder

Com relacao a multifractalidade, vemos que todos os sistemas independente-
mente do nimero de agentes apresenta algum grau de multifractalidade. O padrao

multifractal se torna muito mais claro com mais agentes inseridos no sistema. Na
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figura 4.16 podemos perceber que a relacao entre o expoente de Hiirst e o momento
estatistico se torna mais complexo a medida que N cresce. Uma outra maneira de
perceber esse fato é que o espectro multifractal apresenta um grafico mais largo, com
o aumento do nimero de agentes, o que caracteriza um sistema “mais"multifractal.

Para ter uma visao completa dos fatos estilizados que apresentamos ainda
falta apresentar as correlagoes que existem nas séries de retorno e de volatilidade.
Como sabemos dos fatos estilizados discutidos anteriormente as séries de retorno
sao praticamente descorrelacionadas e as séries de volatilidade tem correlagoes que
decaem como lei de poténcia. As figuras 4.18 e 4.19 mostram os dados apresentados

pelo nosso modelo.
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Js) ] ] I i
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Figura 4.18: Autocorrelacao das séries de retorno para diferentes nimeros de

agentes.
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Figura 4.19: Autocorrelacao das séries de volatilidade para diferentes niimeros de

agentes

Acerca das correlacoes presentes nas nossas séries, podemos perceber que
o modelo reproduz o mercado real para qualquer nimero de agentes que estejam
inseridos no sistema.

Entao podemos concluir que quando N tende a um nimero muito grande,
temos a reproducao completa de toda a complexidade existente em um mercado
real. Um ponto que pode ser levantado agora é a respeito de alguns dos parametros
que foram fixados, tais como o intervalo em que o preco base se encontra.

Para verificar a dependéncia do modelo com o tamanho do intervalo do preco
base nds simulamos varios limites diferentes do que foi feito anteriormente, com o
limite do tipo 1:4. Testamos também 1:2, 1:6, 1:10, 1:50 e 1:100. As distribuicoes de
retornos para os diferentes niimeros de agentes praticamente nao sofreram mudancas

como podemos observar nas figuras 4.20-4.24.
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P/Ryax

Figura 4.20: Plot de diversos intervalos para o preco base para 50 Agentes.
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Figura 4.21: Plot de diversos intervalos para o preco base para 100 Agentes.

Na figura 4.25 mostramos como o desvio padrao de cada distribui¢ao varia
conforme o intervalo em que o preco base, ou preco justo de cada agente. A vari-

acao ¢ muito pequena para qualquer niimero de agentes, e quase nula para poucos
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Figura 4.23: Plot de diversos intervalos para o preco base para 600 Agentes.

agentes. Dessa maneira pode-se afirmar que aparentemente o sistema nao depende
do tamanho do intervalo em que o preco base esta contido.

Outro parametro relevante do modelo é o fator de impacto, como o fator de
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Figura 4.24: Plot de diversos intervalos para o preco base para 1000 Agentes.
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Figura 4.25: Desvio padrao das distribui¢oes em fun¢ao do tamanho do intervalo do

preco base.

impacto de cada agente influéncia o resultado apresentado, é um questionamento

plausivel. O fator de impacto introduzido no modelo é quem introduz a hetero-
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geneidade dos agentes, cada agente recebe um fator de impacto que simboliza os
seus recursos financeiros.

Para compreender a influéncia do intervalo em que f se encontra, nas pro-
priedades do emergentes do modelo, montamos uma pequena tabela com alguns
valores para o niimero de agentes, os intervalos e o valor da kurtosis para cada série
de retorno gerada com alta frequéncia, At = 1. Nosso interesse na kurtosis é ter
uma nocao de quando estamos tratando de uma distribuicao proxima da gaussiana e
quando estamos com uma distribuicao lepkurtica, caracteristica de séries de retornos

de alta frequéncia.

Tabela 4.1: Valores para a kurtosis dependendo do niimero de agentes e do fator de

impacto

I\N 600 | 1000 | 2500

[10-3,1072] || 7.39 | 8.52 | 17.07

[1074,1072] || 4.21 | 6.07 | 9.78

[1075,1072] || 5.54 | 5.39 | 7.58

[1074,1073] || 3.09 | 3.30 | 5.56

[107°,107%] || 3.12 | 3.21 | 3.61

Através dos valores da kurtosis podemos perceber que quando temos valo-
res muito pequenos para o fator de impacto a contribuicao dos agentes se torna
muito inferior, dessa maneira, grandes eventos se tornam cada vez mais raros e as

distribuicoes se tornam mais gaussianas. A consequéncia disso é que precisaremos
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de mais agentes para observar os fatos que foram mostrados anteriormente. Logo,
o preco base serve de ajuste para determinarmos a quantidade minima de agentes
para observarmos os fatos estilizados com mais claridade, dessa forma quando tiver-
mos um nimero muito grande de agentes o valor do preco base se torna irrelevante,
porque mesmo sendo pequeno o preco base, teremos muitos agentes que acabam

gerando os padroes que estudamos.



CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho nos apresentamos algumas ferramentas mateméticas para o estudo de
séries temporais presentes em muitos dos sistemas complexos existentes na natureza.
Um desses sistemas foi o foco dos nossos estudos, uma vertente da fisica estatistica
que se chama Econofisica. No capitulo 3 nos apresentamos algumas das propriedades
mais importantes que esse sistema possui, os chamados fatos estilizados de mercado.

Muitos modelos na literatura vém tentando compreender como essas pro-
priedades, os fatos estilizados, emergem da dinamica do sistema econémico. Alguns
desses modelos sao preocupados em entender as interacoes existentes no nivel mais
fundamental do sistema, os agentes que compdem o mesmo.

No capitulo 4 noés apresentamos um modelo de agentes heterogéneos, nao
interagentes que até entao ¢ o modelo mais simples que podiamos conceber, e muito
mais simples que outros modelos existentes na literatura. Mesmo tendo um modelo
extremamente simples, fomos capazes de reproduzir varios dos fatos estilizados com
excelente precisao a medida que o niimero de agentes dentro do sistema crescia.

O sistema também apresentou uma invariancia em relagao ao preco justo,

78
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ou preco base, que os agentes julgavam ser o preco que deveria ser pago por um
dado ativo financeiro. Outro parametro que é relevante ao modelo, consiste no fator
de impacto, um nimero associado a cada agente individualmente, que garante a
heterogeneidade do modelo. Vimos que o valor do fator apenas modifica o niimero
de agentes necessérios para que os fatos estilizados sejam observados. Caso tenhamos
um nimero de agentes muito grande, o valor do fator nao apresenta uma limitacao.

Por fim podemos concluir que, por mais simples que o modelo possa ser,
quando o nimero de agentes se torna grande o modelo se torna préximo a um
mercado real, muitas das suas caracteristicas e propriedades, independente de outros
parametros.

Alguns detalhes podem ser adicionados ao modelo para que ele se torne um
pouco mais consistente e possa apresentar algumas outras propriedades interessantes
de mercado, como bolhas e crashs. Uma critica pertinente ao modelo é o fato de
que a cada passo da simulacao os agentes escolhem aleatoriamente o preco justo a
ser pago seguindo uma distribui¢ao uniforme. Isso nao representa uma decisao real,
0 que mais se aproximaria do real é que cada agente decidisse no primeiro passo um
preco justo médio, e nos outros passos ele tivesse algumas variagoes seguindo uma
distribuicao bem definida, Gauss, Levy, etc.

Outro ponto relevante diz respeito ao fator de impacto que também é uni-
formemente distribuido. Uma distribuicao interessante para testar esse fenomeno |,
além da uniforme, seria a distribuicao de Pareto para as riquezas. Acerca do poder
aquisitivo dos agentes, seria relevante também testar a conservacao dos recursos, ao

invés de ter um sistema dentro de um “banho"de agoes.



REFERENCIAS

[1] Gregoire Nicolis and Catherine Nicolis. Foundations of complex systems. Euro-

pean Review, 17(02),237-248, 2009.
[2] Aristoteles. Metafisica, livro 8.6.1045a:8-10.

[3] George Henry Lewes. Problems of life and mind. Houghton, Osgood and com-

pany, 1879.
[4] P.A. Corning. Complexity, 7,18, 2002.
[5] John Stuart Mill. Essays on Some Unsettled Questions of Political Economy.
[6] Vilfredo Pareto. Cours d’éconimie politique. Université de Lausanne, 1896.
[7] Louis Bachelier. Théorie de la Spéculation. 1900.
[8] B. B. Mandelbrot. Journal of Business, 36(4),394, 1963.
[9] R.N. Mantegna and H.E. Stanley. Nature, 376:46, 1995.

[10] Fischer Black and Myron Scholes. Journal of Political Economy, 81,637-654,

1973.

80



REFERENCIAS 81

[11] Robert C. Merton. Bell Journal of Economics and Management Science, 4,141—

183, 1973.

[12] K. Sznajd-Weron and R. Weron. International Journal of Modern Physics C,

11, 1157, 2000.

[13] Cesar Ivan Nunes Sampaio Filho. Econofisica: Dinamica de agentes heterogé-

neos no estudo da volatilidade. Tese de Mestrado, UFPE, 2008.
[14] Nicholas Kaldor. 'Capital Accumulation and Economic Growth.’. 1961.

[15] R.N. Mantegna and H.E. Stanley. An Introduction to Econophysics: Correla-

tions and Complezity in Finance. Cambridge University Press, Cambridge, 2000.
[16] Z. Ding, R. Engle, and C. Granger. Journal Empirical Finance, 1,83, 1993.
[17] P. Lévy. Calcul des probabilités. Gauthier-Villars, Paris, 1925.

[18] J. P. Nolan. Stable Distributions - Models for Heavy Tailed Data. Birkhauser,
2011. Em progresso, Capitulo 1 online em http://academic2.american.edu/ jp-

nolan/stable/stable.html.
[19] B. B. Mandelbrot. The fractal geometry of nature. Freeman, New York, 1982.
[20] J. Feder. Fractals. Plenium Press, New York, 1988.

[21] Edward Ott. Chaos in Dynamical Systems. Cambridge University Press, Cam-

bridge, 1 edition, 1993.

[22] Tram Gleria, Raul Matsushita, and Sergio Da Silva. Revista Brasileira de Ensino

de Fisica, 26, 99, 2004.



REFERENCIAS 82

[23] A.-L. Barabési and H.E. Stanley. Fractal Concepts in Surface Growth. Cam-

bridge University Press, Cambridge, 1 edition, 1995.
[24] H.E. Stanley and P. Meakin. Nature, 335,405, 1988.

[25] H. E. Hurst. Transactions of the American Society of Civil Engineers, 116:770,

1951.
[26] B. B. Mandelbrot and J. Wallis. Water Resources Research, 5,967, 1969.

[27] C.-K. Peng, S. V. Buldyrev, S. Havlin, M. Simons, H. E. Stanley, and Gold-

berger. Phys. Rev. F, 49,1685, 1994.

[28] H Eugene Stanley. Introduction to phase transitions and critical phenomena.

Oxford University Press, 1971.

[29] Thomas C. Halsey, Mogens H. Jensen, Leo P. Kadanoff, Itamar Procaccia, and

Boris I. Shraiman. Phys. Rev. A, 33(2) , 141, 1986.

[30] J.W. Kantelhardt, S.A. Zschiegner, E. Koscielny-Bunde, S. Havlin, A. Bunde,
and H.E. Stanley. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, 316,87,

2002.

[31] B. Podobnik, P. Ch. Ivanov, Y. Lee, and H. E. Stanley. Europhys. Lett., 52,491,

2000.

[32] Iram Gleria, Raul Matsushita, and Sergio Da Silva. Economics Bulletin, 7,112,

2002.

[33] Annibal Figueiredo, Iram Gleria, Raul Matsushita, and Sergio Da Silva. Physica

A: Statistical Mechanics and its Applications, 323,601, 2003.



REFERENCIAS 83

[34] H. E. Stanley and R.N. Mantegna. Physical Review Letters, 73,2946, 1994.

[35] Rosane Rieira Freire. Notas de aula do curso de econofisica da vii escola do

cbpf. 2009.

[36] J. P. Bouchaud, M. Potters, and A. Matacz. Physical Review Letters, 87,228701,

2001.

[37] J. P. Bouchaud and M. Potters. Physica A: Statistical Mechanics and its Ap-

plications, 299:60, 2001.

[38] C. M. Nascimento, H. B. N. Junior, H. D. Jennings, M. Serva, Iram Gleria, and

G. M. Viswanathan. Furophys. Lett., 81,18002, 2008.
[39] F.Slanina. Eur. Phys. J. B, 61,225, 2008.
[40] S.Maslov. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, 278,571, 2000.
[41] T.Preis, S. Golke, W. Paul, and J. J. Schneider. Europhys. Lett., 75,510, 2006.

[42] Marco Raberto, Silvano Cincotti, Sergio M. Focardi, and Michele Marchesi.

Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, 299,319, 2001.

[43] F.F. Ferreira, V.M. de Oliveira, A.F. Crepaldi, and P.R.A. Campos. Physica

A: Statistical Mechanics and its Applications, 357,534, 2005.

[44] Jie-Jun Tseng, Chih-Hao Lin, Chih-Ting Lin, Sun-Chong Wang, and Sai-Ping

Li. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, 389,1699, 2010.

[45] P. Bak, M. Paczuski, and M. Shubik. Physica A: Statistical Mechanics and its

Applications, 246,430, 1997.



REFERENCIAS 84

[46] G. Qiu, D. Kandhai, and P. M. A. Sloot. Phys. Rev. E, 75,046116, 2007.

[47] Tetsuya Shimokawa, Kyoko Suzuki, and Tadanobu Misawa. Physica A: Statis-

tical Mechanics and its Applications, 379,207, 2007.
[48] Ulrich Horst. Economic Theory, 25,917, 2005.

[49] F.S.Passos, C.M. Nascimento, Iram Gleria, Sergio da Silva, G. M. Viswanathan

FEurophysics Letters, 93, 58006, 2011



