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RESUMO

Esse trabalho é dividido em duas partes. Na primeira estudaremos algu-
mas propriedades de uma classe de feixes nao-difratantes conhecidos como feixes
Hermite-Bessel. Mostraremos teoricamente e experimentalmente suas propriedades
de auto-imagem e de auto-reconstrugao apds passar por um obstaculo no seu tra-
jeto de propagacao. A analise do espectro angular é usada para entender os efeitos.
Na segunda parte deste trabalho, generalizaremos a esfera de Poincaré para feixes
Bessel de ordem maior que 2. Com isso, introduziremos os feixes Hermite-Bessel de
altas ordens que aparecerao naturalmente na decomposicao e ocuparao os lugares

do equador na esfera de Poincaré.

Palavras-chaves: Hermite-Bessel, esfera de Poincaré, difracao, momento angular

orbital.



ABSTRACT

This work is divided in two parts. In the first part, we will study some properties
of a nondiffractive class of beams known as Hermite-Bessel beams. We will show
both, theoretically and experimentally, their self-imaging and self-healing properties
after it passes through an obstacle placed on the path of propagation. The angular
spectrum analysis is employed to understand the effects involved. In the second part
of this work, we generalize the Poincaré sphere for Bessel beams of order higher than
2. Then, we introduce high order Hermite-Bessel beams which show up naturally in

the decomposition and take place at the Equator on the Poincaré sphere.

Keywords: Hermite-Bessel, Poincaré sphere, diffraction, orbital angular

momentum.
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Capitulo 1

Introducao

O conceito de feixe nao-difratante é introduzido inicialmente, dando assim
a base para o resto da dissertacao. Logo apds, apresentaremos os feixes Bessel,
descobertos por Durnin em 1987, cujas equacoes e propriedades serao usadas para
introduzir os feixes Hermite-Bessel e suas caracteristicas (segdo 1.3), que serao o
tema principal dessa dissertacao.

O espectro angular de ondas planas é utilizado para descrever todos os efei-
tos apresentados nesta dissertacao (invaridncia na propagagao, auto-imagem e auto-
reconstru¢ao de um feixe), por oferecer uma visdo geométrica dos vetores de onda
que nos dard uma explicacao fisica para os efeitos, além de ser um método rela-
tivamente simples de se implementar numericamente, pois esta relacionado com a
transformada de Fourier cujos algoritmos de fast-Fourier-transform podem ser facil-
mente aplicados.

1.1 Feixes nao-difratantes

Em 1987, J. Durnin publicou um artigo intitulado “Exact solutions for nondiffracting
beams. I. The scalar theory”[1] (Solugdes exatas para feixes nao-difratantes. 1. A

teoria escalar) na qual discutiu-se uma solugao da equagao de Helmholtz cujo perfil



de intensidade nao dependia da distancia de propagacao z. A solucao encontrada
por Durnin foi

E(r,t) = exp(ilk,z — wt])Jo(k,p) (1.1)

onde k, é o vetor de onda na direcao de propagacao, w é a frequéncia angular do
feixe, k, é o vetor de onda transversal e Jy(z) é a funcdo de Bessel do primeiro
tipo de ordem zero. Se interpretarmos a intensidade de um campo escalar U como
sendo U*U, vemos claramente que |E(z = 0,t)|* = |E(z,t)|? justificando o adjetivo
nao-difratante. No artigo, Durnin compara distancias de propagacao entre o feixe
(1.1) e um do tipo Gaussiano. Na figura (1.1), retirada do artigo, é mostrada a
intensidade do ponto central do feixe (1.1) em fungao da distancia de propagacao z
comparada com a de um feixe Gaussiano. Note que, apesar da oscilagao (oriunda da
extensao finita da janela computacional), o feixe mantém seu valor de intensidade
no centro diferente de zero por uma distancia muito maior que o feixe Gaussiano
com a mesma distribuicao de largura espacial.

O aparato experimental sugerido por Durnin para gerar o feixe é mostrado na
figura (1.2). Uma onda plana atravessa uma lente de distancia focal f apds passar
por uma abertura em forma de anel com diametro d e espessura Ad (ficard mais claro
adiante o porque disso). Com um detector é possivel medir o valor da intensidade
no ponto central do feixe, em funcao da distancia de propagacao z. O resultado
experimental é mostrado na figura (1.3). A intensidade no ponto central do feixe é
medida em funcao da distancia de propagagao. Na parte (a) é mostrada a simulagao
e na parte (b) o resultado experimental. Observe o decaimento da intensidade no
ponto central em comparacao com o feixe Gaussiano corroborando as simulagoes

numéricas.
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Figura 1.1: Comparacao da intensidade no ponto central de um feixe Bessel com um
feixe Gaussiano em func¢ao da distancia de propagacao z. Linha pontilhada indica
a intensidade calculada para o feixe Gaussiano, e a linha sélida indica a intensidade
calculada para o feixe Bessel. Retirado de [1].

Note que E(r,t) pode representar uma componente do campo elétrico ou
magnético. O carater vetorial do campo eletromagnético bem como sua polarizagao
sao ignorados nessa dissertacao. Para saber limites da validade da aproximagao
escalar veja [2] ou [3], por exemplo.

Vamos discutir varias propriedades do, entao chamado, “Feixe Bessel” des-
crito por (1.1), mas primeiro mostraremos como podemos chegar na solugao (1.1)

encontrada por Durnin, pois assim introduziremos o espectro angular de ondas pla-

nas e a sua interpretacao quando aplicado ao caso de feixes nao difratantes.



1]

Figura 1.2: Aparato experimental usado por Durnin et al para gerar o feixe Bessel.
Retirado de [4].

1.2 O espectro angular de ondas planas

Considere a equacao da onda

92U (r, )

22
VU (r,t) = 5

(1.2)

onde U (r, t) representa uma componente do campo eletromagnético e ¢ é a velocidade
da luz no vécuo. Considerando feixes monocrométicos (o caso geral pode ser obtido

por uma andlise de Fourier) podemos escrever E(r,t) = E(r)e™!, donde ficamos com
V2E(r) + K*E(r) =0 (1.3)

onde k = w/c é o modulo do vetor de onda do feixe.

A equagao (1.3) é conhecida como Equagao de Helmholtz. Se soubermos
a distribuicao do campo em zj, por exemplo, a equagao de Helmholtz nos permite
calcular o perfil do feixe em qualquer outro plano d > zy, como veremos.

Uma linha de ataque muito usada pelos fisicos para resolver equacgoes dife-

renciais parciais é o método de separacao de variaveis, e poderiamos muito bem

4
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Figura 1.3: Comparacao da intensidade do ponto central do feixe Bessel em fun com
o feixe Gaussiano. (a) Teoria e (b) Experimento. Retirado de [4].

usar esse método para chegar a solugao encontrada por Durnin, porém o método
que aqui iremos descrever além de ser, de certa forma, mais geral, leva a uma in-
terpretagao fisica muito importante entre as componentes dos vetores de onda dos
feixes servindo para caracterizar feixes nao-difratantes.

A anélise consiste em supor a priori que o feixe pode ser escrito na forma

E(rt) = / / Alky, ky)eF=mthth=2) qr k., (1.4)

onde A(k,,ky, z) é o espectro angular e (k,, ky, k,) sdo as frequéncias espaciais

caracteristicas do feixe em questao.



Vamos ver como fica a equagao (1.4) quando a operamos com V?:

VQE(T’ t) = / / A(k-x, ky)vZ[ei(kzm—i-kyy—i-kzz)]dkrdk_y

V2E(r,t) = / / Ak, k) [— (k2 + k2 + k2)] e/ Feathovthe2) gk qf,

mas

V2E(r) = —k*E(r)

logo,

K24k + kK =k (1.5)
Concluimos, entao, que as frequéncias espaciais nao sao independentes mas satisfa-
zem a relagao (1.5).

Para entender o significado fisico da equagao (1.4) suponha que estejamos fa-
zendo uma superposicao de varias ondas planas se propagando em diferentes direcoes
mas todas com a mesma frequéncia angular temporal, entao para uma onda plana
podemos escrever

w; = uioei(kszrkyyi(kak%fkg)l/Qz)

onde u; ¢ a i-ésima onda plana, u;y ¢ a amplitude da i-ésima onda plana e a relagao
(1.5) foi usada. Entao, para uma distribuigao continua de vetores de ondas descrita

por uma funcao A(k,,k,) terfamos nao um somatério, mas uma integral

U= / / Ak, k) widk,dk,

U= [[ Ak etemtbors ok 2y,

que é a equagao (1.4).



Logo, podemos interpretar (1.4) como uma superposicdo de ondas planas
com uma distribuicao de vetores de onda descritas pelo espectro angular A(k,, k).
Veremos adiante que se um feixe é nao-difratante, restricbes devem ser impostas
nesta funcao.

Para nossa analise tedrica ser concluida precisamos encontrar as relagoes
entre as distribui¢oes dos campos em planos diferentes perpendiculares a direcao de
propagacao do feixe. Isto ¢, usaremos a equacao de Helmholtz junto com o espectro
angular para extrair informacgoes de fase e de amplitude do feixe em questao.

Comecaremos escrevendo o campo na seguinte forma

/ / (K, by, 2)eFmtR) qge de, (1.6)

Reconhecemos a equagao (1.6) como uma transformada de Fourier em 2

dimensoes, sua inversa é dada por

A(ky, ky) // e~ ke k) g dy (1.7)

Para obter uma relagao entre os campos em dois planos diferentes, podemos

escrever
E(z,y, 2 / / (ka, ky, 2)eFemtho) qk dk, (1.8)

substituindo na equagao de Helmholtz
2A(k, k: .
V2E 1‘ .z // {8 Z) (kz + k;) ez(kzx-i-kyy)

mas

VQE(I7 Y, Z) = _k2E(l’7 Y, Z)

logo

2
A
// {—a (ZZ’fy’Z) + (k2 = (K2 + k2)) | o tho) df,dl, = 0



ou
0?A(k,, ky, 2)

522 + k2 A(ky, kyy2) =0

cuja solucao vale

Ak, by, 2) = Ak, ky)e™ (1.9)

onde A(k,,k,) é o espectro angular do feixe em z = 0. A equacdo (1.9) nos diz
que para calcular o espectro angular do feixe em z, devemos multiplicar o espectro
angular em z = 0 pelo fator e*+*, também chamado de propagador. Substituindo

(1.9) em (1.6) temos o importante resultado
E(’r’) = // A(kz’ ky)ei[kQ7(kg+k§)]1/2ze’i(kzx+kyy)dkzdk,y (11())

A equacao (1.10) possui muitas propriedades interessantes, a mais evidente

talvez seja o fato de que se k? < k2 + k2

., & primeira exponencial deixa de ser ima-

ginaria e se torna real pura, caracterizando ondas nao-homogeéneas, isto ¢, ondas cuja
amplitude diminui com a distancia z. Entao se quisermos ter ondas propagantes
devemos restringir nossas frequencias espaciais de tal modo que k? > k2 + k; , mas
como iremos olhar apenas campo distante (A >> z) nao iremos nos preocupar com
isso. Outra observacao importante acerca de (1.10) é o fato de nao ter sido feita ne-
nhuma outra aproximacao além da escalar, implicando que dentro dos limites desta,
a equacao tem uma forma exata.

Nosso algoritmo agora estd pronto. Sabendo a distribuicao E(z,y,z = 0),
calculamos a transformada de Fourier para encontrar A(k,,k,) e depois usamos
(1.10) para calcular E(x,y, z), um esquema em blocos é ilustrado na figura 1.4.

Agora vamos impor a restricao para um feixe nao se difratar e verificar o que

o método do espectro angular nos diz a respeito da fungao A(k,,k,)



E(x,y,z=0)  E(x».2)
- Z

A(x,y,z=0) A(x, y,z)

Figura 1.4: Esquema em blocos ilustrando o algoritmo usado pelo método do es-
pectro angular. FFT significa Fast Fourier Transform e IFFT a transformada de
Fourier inversa. Blocos azuis indicam o espaco reciproco e os blocos verdes o espaco

real.

1.2.1 Restricao em A(k,, k)

A idéia essencial para que o feixe seja nao-difratante é a de que seu perfil trans-
versal de intensidade mantenha-se inalterado durante a propagagao. Em termos

matematicos podemos descrever isso na seguinte forma
|E(z,y,z =0)]" = |E(z,y, 2)|° (1.11)
ou usando (1.10)

’ / / Alky, ky)eF==tm) gk dk,

2

2
_ ‘// A(]Cmk,y)ei[kQ_(ki-l-kZ)}1/2z€i(kwx+kyy)dkxdky

(1.12)

Uma solugao para a equagao acima é obtida fazendo

2mm
[k* — (k2 + k2)])"? = —

com m = 0,1,2,3.... Note que agora k, nao pode assumir qualquer valor continuo

nem qualquer valor discreto, mas somente aqueles que obedecam a restricao acima.



Se introduzirmos k, = (k2 + k:;)l/ % como sendo o vetor de onda transversal a diregao
de propagacao z e se lembrarmos que k? = kﬁ + k2 notamos que k, também nao
pode assumir qualquer valor continuo, porque assim nem sempre teriamos a relagao
K = k*— kg sendo satisfeita. Logo, a relacao para feixes nao-difratantes é dada
por

K=k, +k, (1.13)

com k2 e k2, assumindo valores discretos.

Geometricamente, no plano das frequéncias espaciais, k, assumir valores dis-
cretos implica dizer que serao formados anéis com raios iguais a k,. Tais anéis sao
chamados anéis de Montgomery|5].

Como introduziremos feixes com simetria cilindrica, é conveniente trabalhar

em coordenadas polares no plano transversal. No espaco real teremos

x = rcosf
y = rsinf
2=z
e no espago das frequéncias
ky = kycos¢
ky = k,sing
k,=k,

Efetuando essas substitui¢oes em (1.10) ficamos com

E(r,0,2) = / / A(k,, ¢)e!F* =R 2= gikoreos@=0) . qL d (1.14)

10



Mas vimos que o vetor de onda transversal deve ficar restrito em um anel se qui-
sermos ter invariancia de intensidade na propagagdo. Como a funcao A(k,,¢) é

continua, podemos escrever

A(km ?b) - 6(kp - pr)A(Qb) (1-15)

Assim, encontramos a restricao para o espectro angular de feixes nao-difratantes!
Note que a funcao A(¢) é arbitraria, existindo, assim, uma infinidade de feixes com
distribuicao de fase e de amplitude diferentes.

Substituindo (1.15) em (1.14) ficamos com
1.2 7.2 11/2 2 ;
E(r,0,z) = F ka2 / A(g)ethoreos0=0) g, (1.16)
0

Vamos agora voltar para o feixe Bessel de Durnin. Essa equacao é basica-
mente o ponto de partida do artigo. Vemos claramente que a condigao |E(r, 6,z = 0) ]2 =

|E(r,0,z)|? é satisfeita qualquer que seja A(¢). Tomando entio A(¢) independente

de ¢ a equacao fica
2w
E(r,0,z) = ei[k2_k§o]1/2zkp0/ eikporeos(0=9) g4
0

ou, usando a identidade Jy(u) = & [: 2 iucos(v) g

2w JO v

E(r,0,2) = EyJo(k,r)e™* (1.17)

que é a solucdo encontrada por Durnin, onde Ej é uma constante. Na figura (1.5) é
mostrado o perfil transversal de intensidade do feixe Bessel.

Vimos que o uso do espectro angular nos permite obter uma infinidade de
feixes nao-difratantes dependendo da forma da fun¢do A(¢). Antes de apresentar os

feixes Bessel de alta ordem (e, por conseguinte, os feixes Hermite-Bessel), porém,
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Figura 1.5: Perfil transversal de intensidade do feixe Bessel descoberto por Durnin.
A legenda a direita sera padrao em todos os graficos da dissertacao, e, por isso, serd
omitida daqui em diante.

precisamos compreender a fisica por tras do fendmeno da invariancia na propagagao

desses feixes.

1.2.2 Por que o feixe nao se difrata?

E essencial entender a idéia por tras da descricao dada pelo espectro angular, pois
serd de importancia fundamental no entendimento da auto-reconstrucao de feixes
apds passarem por obstaculos.

Vimos que o confinamento da componente transversal do vetor de onda num
anel no espaco das frequéncias é a condicao suficiente para que o feixe seja nao-
difratante. Mas o que implica, na descricao fisica da onda, um vetor de onda trans-
versal ser confinado num anel de raio k,?7 Para responder essa pergunta, observe a
figura (1.6). Nela notamos que se a componente k, é confinada num anel, entao k
deve ficar confinado em um cone. Em outras palavras, as infinitas ondas planas que

compoem o espectro angular deverao todas terem o seu vetor de onda distribuido

12



numa superficie conica.

Figura 1.6: Distribuicao dos vetores de onda (para um feixe nao difratante) no

espaco das frequéncias espaciais.

Vamos ver como isso funciona com um exemplo simples utilizando o feixe
Bessel de ordem zero. Suponha que fagcamos uma superposicao de varias ondas
planas, todas com vetores de onda na superficie de um cone orientado como mostra
a figura (1.6), seja k= k(sinbycoso, sinfysing, costy) o vetor de onda escrito em
coordenadas esféricas, 0y é o angulo de abertura do cone e ¢ o angulo azimutal da
onda. Considere agora um conjunto de ondas planas todas com amplitude Ad¢ e
vetores de propagacao k com 0y sendo o mesmo para cada onda. Podemos escrever

para cada uma

Aei(kxx—i—kyy—l-kzz) d¢
ou em coordenadas esféricas

Aeik(xsin@gcos¢+ysin905in¢+zcos%)d¢
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Usando x = pcosy, y = psing ficamos com

Aeik(pcoscpsin@ocosqﬁ—&-psz'mpsin@osinqﬁ—f—zcos@o)d¢

Integrando em ¢ temos que

21
Aeikzcos@g / eikpsina() (cospcosp+sinpsing) dqf)
0

ou

2T
Aeikzcos@g / eikpsin@gcos(cp—zz)) d¢
0

usando a identidade Jj(u) = £ 0% eveueosv) gy | resulta em
Ae*zeost 70 (1 psingy )

mas kcost =k, e ksinty = k,, ficando assim

Ae™*=* Joy(k,p)

que ¢ o feixe Bessel de ordem zero! Concluimos assim que feixes nao difratantes tém

os vetores de onda no espectro angular confinados em superficies conicas no espaco

das frequéncias espaciais.

Como no nosso mundo fisico nao existe energia infinita, nao podemos criar

feixes Bessel, apenas aproximacoes. As ondas planas do espaco de frequéncias tém

uma regiao finita de existéncia, portanto os feixes sempre se propagarao com difracao

(pouca, porém, se comparado com um feixe gaussiano, por exemplo) como ilustra

a figura 1.7. Na regiao de interseccao entre as ondas planas é onde aparecerd o

feixe Bessel. Portanto existe uma relagao entre o comprimento maximo da regiao de

existéncia do feixe e o raio do anel no espago das frequéncias espaciais, como mostra

a figura 1.8.
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. Regido de existéncia
do feixe Bessel

Figura 1.7: Regiao de existéncia do feixe Bessel. Note a extensao finita das “ondas

planas” que se propagam na superficie de um cone.

Com uma aproximacao da optica geométrica e olhando para a figura 1.8,

podemos concluir que

Zmaz = T/tand (1.18)

ou

Zmaz = TA) (2 /k,N)? — 1 (1.19)

1.3 Feixes Bessel de alta ordem

Concluimos na segao anterior que tomando A(¢) independente de ¢ nos leva & solugao
encontrada por Durnin em 1987. Chamaremos essa solugao de Feixe Bessel de ordem

zero. O motivo ficara claro nessa secao.
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Figura 1.8: Ilustracao do comprimento maximo de propagacao do feixe Bessel. Re-
tirado de [1].

1.3.1 Modulando A(¢)

Tomando A(¢) = €? e substituindo na equacio (1.16) ficamos com

2T
E(r,0,z) = ez’[k2kﬁo}1/2zkp0/ eilqbeikporcos(@fzﬁ)dqé
0

usando a identidade
)

-1 2
J(u) = g/ el etucosv) gy,
0

podemos escrever

E(r,0,2) = EyJy(k,r)elF ol ¢ilo (1.20)

Nenhuma restricao foi imposta até agora nos valores que [ pode assumir.
Porém, devido a unicidade do campo em um ponto, isto é, fixando r e z devemos

ter E(r,0+2m,z) = E(r,0, z), concluimos que [ deve estar contido nos inteiros, pois

pil(9+2m) _ ilo

implica que €™ = 1, donde segue que [ = 0, £1, £2...
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Veja que o feixe Bessel de ordem zero é um caso particular da equacao (1.20)
com [ = 0. Por esse motivo, a solu¢ao (1.20) contém feixes Bessel de altas ordens.

Na figura 1.9 é mostrado o perfil transversal de intensidade para varias ordens, isto
b) .
d)

=2
=4

é, paral =1,2,3 e 4.

a)

@)

©

1=3 |

Figura 1.9: Perfil transversal de intensidade para as altas ordens de feixe Bessel. a)
I=1,b)l=2,¢)l=3ed) =4

Vale mencionar que existe uma relagao entre os feixes Bessel (na verdade para
qualquer feixe com fase azimutal fo tipo €¢ com [ inteiro) e o momento angular or-
bital do campo eletromagnético, como foi demonstrado por Allen e colaboradores|7]
em 1992. No capitulo quatro discutiremos esses aspectos mais detalhadamente en-

quanto criamos uma esfera de Poincaré para feixes com momento angular orbital.

1.4 Feixes Hermite-Bessel

Agora que ja introduzimos os feixes Bessel de alta ordem, mostraremos que é possivel

decompo-los em uma nova classe de feixes, chamados Hermite-Bessel[11] cujas pro-
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priedades serao o tema principal dessa dissertacgao.

1.4.1 Decomposicao dos Feixes Bessel

Iniciaremos mostrando que os feixes Bessel de ordem +1 e —1 podem ser decom-
postos em termos de polindmios de Hermite. Considere um feixe Bessel escrito na
seguinte forma

Ei(r,0,2) = EoJi(k,r)eet=
Vamos reescrever a equagao na forma:

k .
Ey(r,0,z) = EO—JZ(IOZPT) ™% (x +iy)!

onde usamos r = rcos¢ e y = rsing para reescrever o termo da fase azimutal.

Usando a seguinte relacao de recorréncia

21
gt]l(f) = Ji41(§) + Ji-1(§)
ficamos com
Bir g, = 2 @ gk )
1(r,0,2) = _ZW[ 11 (kpr) + Jima (kpr)|(z + dy)

Para o caso [ = +1 temos que:
Eur(r.0,2) = i%eikzz (o(kr) + Jalk,r)a & iLJo (k) + Ja(k )]y}
onde usamos J;(£) = (—1)"J;(§) para | = —1. Podemos definir dois modos:
HByg = e[ Jo(kpr) + Jo(kor)] Hy () Ho(y) (1.21)

HBy; = eikZZ[Jo(kp’l“) -+ Jg(k’pr)]Ho(l‘)Hl (y) (122)
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onde H,(§) é o polinomio de Hermite de ordem n. Esta nova classe de feixes foi de-

nominada Hermite-Bessel[11]. Podemos escrever os feixes Bessel na seguinte forma:
BBy = k,[H By + iH By ™ (1.23)

BB_; = —k,|HByy — iH By, ]e*** 1.24
P

para ordens 1 e -1, respectivamente. Ou seja, um feixe Bessel de primeira ordem pode
ser decomposto em uma superposicao dos feixes Hermite-Bessel com uma diferenca
de fase de 7/2. A figura 1.10 mostra o perfil transversal de intensidade dos dois

modos enquanto a figura 1.11 ilustra a decomposicao

Figura 1.10: Modos Hermite-Bessel. a) H By, e b)H Byy.

=([())+; =

)

HB

10

S

01

IBBi .

Figura 1.11: Decomposicao do feixe Bessel de ordem 41 em termos dos modos
Hermite-Bessel. Retirado de [12]
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1.4.2 Modulando A(¢) (2)

Na secio (1.2.1) mostramos como podemos obter os feixes Bessel fazendo A(¢) = /¢,
isto é, modulando o anel no espago das frequéncias espaciais. Iremos demonstrar
agora como obter os feixes Hermite-Bessel utilizando o espectro angular.

Considere A(¢) = cos ¢. Substituindo na equagao (1.16) temos
2 1.2 11/2 2 )
E(T, 97 Z) = el[k —kpo} ka(]/ coS ¢ezkp0rcos(0—¢)d¢
0

ou

27
E(r. 0, z) = ei[kQ_kgo]l/sz‘ cosf cos ue R oSt gy,
s VU 0
0

onde fizemos u = ¢ — 6. Mas
2 )
/ cos ue 0TS dy = 27 ], (K or)
0

logo,
E(r,0,z) = Egel™ Fl'2 1) (kpor) cos @

J1(kpor)

€ kpor

mas utilizando as relacoes cosf =

38

= 3[Jo(kpor) + Jo(kpor)] resulta na

equacao:
E(r,0,2) = Eoei[kz_k?’o}mz[Jo(k?p(ﬂ“) + Jo(kpor)| Hyi(x) Ho(y)

que é o feixe H Byg. Mostramos assim que A(¢) = cos ¢ modula o anel de Montgo-
mery de tal forma a produzir um dos modos do feixe Hermite-Bessel. Se tivéssemos
comegado com A(¢) = sin¢, obterfamos, de forma anédloga, o modo HBy. No
capitulo 4 mostraremos como produzir altas ordens modulando A(¢) de modo que

suas combinagoes lineares reproduzam feixes Bessel de alta ordem.
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1.5 Conclusao

Neste capitulo introduzimos a teoria de feixes nao-difratantes. Mostramos que a
funcao A(k,, k,) ndo pode assumir qualquer forma se quisermos ter invariancia na
propagagao. Vimos que o feixe de Durnin é um caso particular (ordem zero) de uma
classe de feixes conhecidos como Feixes Bessel tomando A(¢) = ¢/¢. Depois mostra-
mos que os feixes Bessel podem ser decompostos em termos de uma nova classe de
feixes denominados Hermite-Bessel cujas propriedades serao o tema principal dessa

dissertacao.
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Capitulo 2

Auto-imagem em feixes

Hermite-Bessel

Em 1836, Henry Fox Talbot observou que poderia construir padroes periédicos
de intensidade, na direcao de propagacao da onda, ao passar luz por uma grade
periédica[13]. Mais tarde, em 1881, Rayleigh[14] forneceu uma explica¢ao para o
fenomeno e concluiu que ondas planas repetem seu perfil de intensidade ao passar
por grades periédicas em distancias multiplas de 2d*/\, conhecida como distancia
de Talbot, onde d é a constante da grade e A o comprimento de onda da luz inci-
dente. No inicio dos estudos envolvendo auto-imagem somente o campo préximo
foi tratado e por isso alguns autores falam em Imagens de Fresnel. Neste capitulo,
entretanto, observaremos esse efeito em feixes nao difratantes que se propagam no
espaco livre e no campo distante através de uma superposicao coerente de diferentes
modos. Além disso, descreveremos o efeito utilizando a teoria escalar da difragao.

Para um tratamento vetorial da auto-imagem, veja[16].
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2.1 Teoria

Usaremos a descri¢ao do espectro angular para entender o fenomeno de auto-imagem.
Vimos no capitulo 1 que uma condigao para que nosso feixe seja nao difratante é a
de que

|B(z,y,2=0)]" = |E(z,y,2)[ (2.1)

isto é, a partir do momento em que criamos nosso perfil de intensidade em z = 0,
ele deve se manter inalterado para qualquer z > 0.
Suponha que queiramos uma repeticao do nosso perfil de intensidade a cada

distancia z,,. Uma forma de conseguir isso é impor que
|E(z,y, 2+ zm)|* = | E(2,y,2)[* (2.2)

ou seja, nosso perfil em z + z,, deve ser igual ao perfil de intensidade em z. Note a
diferenca entre os vinculos impostos nas equagoes (2.1) e (2.2). Na primeira, nosso
perfil deve permanecer o mesmo para qualquer z > 0, na segunda, em z + z,, ele
deve ser o mesmo que em z.

Substituindo (1.10) em (2.2) ficamos com

2

'/ / A(k’w, k‘y)ei[kz_kg}1/2(Z+Z’”)ei(kwx+kyy)dk$dky

2

'/ / A(k'w, ky)ei[k27kﬁ1/2,zei(kzx+kyy)dkxdky

A igualdade pode ser satisfeita se tomarmos

2mm
2 211/2
[k* — k2] /220" (2.3)

Zm
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Note que essa equacao é idéntica a equacgao derivada para o caso de feixes
nao difratantes. Isso significa que os vetores de onda transversais do feixe que possui
auto-imagem, sao confinados em anéis no espaco das frequéncias espaciais. Agora

podemos escrever para o espectro angular

Alkg, ky) = Z 0(kp = Kpm)Am(9) (2.4)

m=1

Observe que agora temos um somatorio de deltas de Dirac moduladas por
uma fung¢ao A,,(¢) para cada m. Vemos claramente que feixes nao-difratantes for-
mam um caso particular de feixes que possuem auto-imagem, i.e. com apenas um
anel no espacgo das frequéncias espaciais.

Para escolher nosso perfil de intensidade que sera repetido pelo espaco, vamos
fazer uma superposigao de feixes Hermite-Bessel, isto é, vamos tomar |H By + H By, |2

como sendo nosso campo de entrada em z = 0, ilustrado na figura 2.1.

|E(z,y,2 = 0)[”

--

|H Byo|? |H By |? |H B1g + HByy |

Figura 2.1: Perfil inicial do feixe que ird reconstruir seu perfil de intensidade em pla-
nos discretos formado por uma superposicao de feixes Hermite-Bessel com diferentes

vetores de ondas transverais.

Os vetores de onda transversais aos feixes sao ligeiramente diferentes para
criar 2 anéis no espaco das frequéncias espaciais. Se tivéssemos apenas somado 0s

dois modos com os mesmos k,, terfamos um modo H Byso[11].
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Com um célculo simples podemos mostrar que o periodo da repeticao (isto

é, o comprimento de Talbot) vale

Am
T @rke/ AR — /T @uk /A

onde k,; e Ky sao os mddulos dos vetores de onda transversais dos dois anéis no

Zm()\a kpla ka) (25)

espaco das frequéncias, A é o comprimento de onda da luz e m = 1,2,3... Por
exemplo, se tomarmos A = 532.8 nm e construirmos vetores de ondas transversais
tais que k,1 = 0.5k e kyo = 1.5k, = 0.7k temos que z; = 3.5um, mas se tomarmos
ko = 0.2k e kyo = 0.202k, entao z; = 13 cm.

Com nosso campo de entrada definido, basta utilizar o método do espectro
angular para calcular a distribuicao de intensidade em qualquer plano z > 0 e
observar se teremos o efeito de auto-imagem. O resultado da simulagao é ilustrado
na figura 2.2.

Podemos observar na figura 2.2 que o perfil transversal de intensidade é
repetido periodicamente através do espaco livre. Note que o feixe inicial possui, no
espaco das frequéncias espaciais, dois anéis de Montgomery, diferindo do caso de
feixes nao-difratantes, como ilustra a figura 2.3. Assim, concluimos que feixes nao-
difratantes formam um caso particular de feixes difratantes com apenas um anel no
espaco das frequéncias espaciais!

Uma aplicacao direta desses efeitos seria utilizar a auto-imagem para criar
padroes longitudinais peridédicos em foto-resinas, por exemplo. Poderiamos, através
da férmula 2.5, calcular qual k,,, e A deverfamos ter para se obter um padrao que
se repetisse a cada d metros. Efeitos semelhantes ocorrem com feixes Bessel como

foi demonstrado em 1998[15].
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Figura 2.2: Resultado da simulacao demonstrando o efeito de auto-imagem dado
pela superposicao coerentes dos dois modos H Byg e H By; com diferentes vetores de
onda transversais. As figuras de (a) - (h) indicam perfis transversais de intensidade

para diferentes valores crescentes de z.

2.2 Experimento

O aparato experimental utilizado para fazer o experimento é mostrado na figura
2.4. O comprimento de onda de 532.8nm foi obtido por um laser de Argonio. Para
criar o campo em z = 0 utilizamos um Modulador Espacial de Luz (Spatial Light
Modulator SLM)

Apés a reflexdo da onda plana pelo modulador espacial, o feixe atravessa
uma lente com distancia focal de 1 m (ou seja, é feita a transformada de Fourier
do plano do modulador). Varias ordens da difracdao sdo obtidas e o segundo filtro
espacial serve para deixar passar apenas a ordem zero, que ird ser nosso feixe ini-

cial. Depois com a ajuda de uma CCD (Charge-coupled device) capturamos vérias
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Figura 2.3: Transformada de Fourier do campo inicial em z = 0.

imagens que representam o padrao de intensidade (|E(r,t)[*) do campo éptico em
funcao da distancia de propagagao. Os resultados experimentais sao mostrados na
figura 2.5. Uma boa concordancia é obtida com as simulagoes numéricas e definiti-
vamente concluimos que superposicoes coerentes de feixes Hermite-Bessel possuem
efeitos de auto-imagem no espaco livre. Observamos que nosso perfil transversal de
intensidade se repetiu por uma distancia de aproximadamente 49 cm, isto é, z; = 49
cm, essa ¢ a distancia entre as imagens tiradas de (a) e (h) na figura 2.5. O holo-
grama utilizado para gerar o perfil inicial no modulador espacial de luz é mostrado

na figura 2.6

2.3 Conclusao

Neste capitulo, desenvolvemos a teoria que descreve o efeito da auto-imagem a partir
de uma analise do espectro angular. A partir de uma superposi¢ao coerente de

dois feixes Hermite-Bessel com diferentes vetores de onda transversais, mostramos
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Figura 2.4: Resultados experimentais dos modos Hermite-Bessel de alta ordem. a)
HB22 (¢ b) HBH.

que o perfil resultante possui uma propriedade de auto-imagem, isto é, seu perfil
transversal de intensidade se repete em planos multiplos de um comprimento de
Talbot. Verificamos o efeito numericamente e experimentalmente utilizando um
modulador espacial de luz e o espectro angular nos deu uma visao clara das restricoes

que devem ser tomadas no espaco reciproco para que o efeito seja verificado.

28



Figura 2.5: Resultados experimentais dos modos Hermite-Bessel de alta ordem. a)
HBQQ (§ b) HBH.

Figura 2.6: Holograma enviado ao modulador espacial utilizado para gerar o feixe

com a propriedade de auto-imagem.
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Capitulo 3

Auto-reconstrucao em Feixes

Hermite-Bessel

Neste capitulo discutiremos uma propriedade muito interessante que alguns feixes
opticos possuem. Eles, aparentemente, sao imunes a obstaculos no seu caminho de
propagacgao[17]. Feixes Bessel ja foram estudados e mostrou-se possuirem essa pro-
priedade em meios lineares[18] e nao-lineares[19]. Propriedades auto-reconstrutivas
de Feixes Bessel fraciondrios também foram estudadas em [20]. Feixes de Airy
também foram estudados recentemente [21] e ainda mais recente um artigo tratou
de microscopia 6ptica envolvendo feixes que se auto-reconstroem|22]. Mostraremos
que os feixes Hermite-Bessel possuem essa propriedade de auto-reconstrucao com

ilustracoes numéricas e através de um experimento.

3.1 Teoria

O problema aqui é calcular o perfil transversal de intensidade do feixes apds passar

por um obstaculo situado em 2z = 0 utilizando o espectro angular de ondas planas
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discutido no capitulo 1. A integral a ser resolvida é seguinte
E(T) _ //A(k’x, k,y)ei[kz_(kz—i-kg)]1/2z€i(kzx+kyy)dkxdky (31)

onde
A(ky, ky) = //t(a:,y)E(x,y,z = 0)e ke thuy) g dy (3.2)

e t(x,y) representa a fungao transmissao da abertura. No nosso caso estudamos um
obstéculo circular de raio b situado no centro do nosso feixe, entdo t(x,y) = 1 para
2?2 +y? <b? et(x,y) =0 para 22 +y? > b2 O resultado das simulagoes é mostrado
na figura 3.1. Em (3.1a) é mostrado o perfil de intensidade inicial do feixe, em
3.1(b-f) capturamos imagens de planos perpendiculares a dire¢ao de propagagao do
feixe. Observe que truncamos nosso feixe inicial para minimizar efeitos de borda na

simulagao, mas a auto-reconstrucao do feixe é evidente ainda nessa aproximacao.

d) e) f)
(00) ap 00

Figura 3.1: Esquema demonstrando a “auto-reconstrucao” de um feixe nao-

difratante.

Como explicar a auto-reconstrucao de um feixe? Vamos invocar o espectro
angular de ondas planas mais uma vez para fornecer uma explicagao para esse efeito.

No capitulo 1 mostramos que o espectro angular descreve qualquer feixe como uma
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superposicao linear de ondas planas com diferentes fases relativas. Para o caso de
feixes nao-difratantes as fases relativas nao se alteram durante a propagacao e os
vetores de onda se propagam na superficie de um cone. Agora observe a figura 3.2 e
note o que acontece quando colocamos um obstaculo no caminho de propagacgao do
feixe. Fica claro agora porque obtemos esse efeito aparente de auto-reconstrugao.
O feixe se reconstréi porque as componentes de ondas planas passam pelo obstaculo
e continuam a se interferir depois. Na teoria, as ondas planas sao infinitas, isto é,
existem por todo o espago, portanto, a interferéncia deve continuar infinitamente e
indepentende de qualquer obstaculo no caminho. No laboratério, como nossas ondas
planas sao finitas, nosso feixe se reconstroi e se propaga até uma certa distancia até

ter uma difragao consideravel em suas dimensoes espaciais.

k

k

[l Feixe Bessel incidente

. Feixe Bessel se reconstruindo

[l Feixe Bessel reconstruido

Figura 3.2: Esquema demonstrando a auto-reconstrucao de um feixe nao-difratante.
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Com isso, explicamos a auto-reconstrucao de qualquer feixe nao-difratante,
isto é, de qualquer feixe que possua seus vetores de onda confinados na superficie
de um cone. Um caso interessante, e que nao pode ser explicado com base nessa des-
crigao, ocorre com os feixes de Airy[21], onde os autores explicam a auto-reconstrugao

do feixe através do vetor de Poynting.

3.2 Experimento

O aparato experimental utilizado para verificar o efeito de auto-reconstrucao do
feixe Hermite-Bessel é idéntico ao aparato usado para a auto-imagem, exceto que
que antes do feixe incidir na CCD, colocamos um obstaculo circular (um pedago de
vidro com um pingo de tinta preta foi usado) no seu trajeto de propagagao, como

ilustrado na figura 3.3
/

Obstacle @
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Figura 3.3: Aparato experimental utilizado para demonstrar a auto-reconstrugao de

um feixe nao-difratante.

Capturando imagens para cada valor de z atrds do obstaculo, podemos ve-
rificar a reconstrucao do campo. O resultado experimental é mostrado na figura

3.4
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Figura 3.4: Esquema demonstrando a “auto-reconstrucao” de um feixe nao-

difratante.

Obtemos, assim, uma boa concordancia entre as simulacoes numéricas e o
experimento.

Nosso objetivo aqui nao foi fazer uma andlise minunciosa do efeito de auto-
reconstrucao calculando parametros como a distancia de propagacao e a influéncia
dessa distancia com o tamanho do obstaculo, etc, apenas queremos mostrar que os
feixes Hermite-Bessel possuem tal propriedade de se auto-reconstruirem, e com os

resultados da figura 3.4 concluimos nosso objetivo.
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Capitulo 4

Feixes Hermite-Bessel de alta

ordem

No capitulo 1 mostramos que podemos decompor os feixes Bessel de ordem
41 em termos de uma nova classe de modos chamados Hermite-Bessel cujas propri-
edades foram estudadas nos capitulos anteriores.

Neste capitulo, vamos mostrar que podemos utilizar novas ordens dos feixes
Hermite-Bessel para decompor as altas ordens do feixe Bessel e fazer uma analogia
com a Esfera de Poincaré que serd introduzida adiante.

4.1 A esfera de Poincaré

Considere uma onda plana se propagando na direcao z com polarizacao perpendi-
cular a direcao de propagacao. O vetor campo elétrico pode ser escrito na seguinte

forma:

E(2,t) = Re {fTeXp[i(wt - ’fZ)]}

onde w é a frequéncia angular do feixe, k& é o vetor de onda e A= A7+ Ay é

um vetor complexo que descreve a polarizagao da onda. Expressando A, e A, em
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termos de sua amplitude e fase temos que
A, = age’”

— Loy
Ay = aye

e substituindo na equacao para o campo, ficamos com
E(z,t) = E i+ Eyj

onde
Ex _ axei(wt—kz—i—goz)

Ey — ajyei(wtfk:ergoy)

As componentes E, e E, satisfazem a equagao de uma elipse dada por|[23]

2 2
E; y E By . 9
— 4+ — —2cosy =sin“p
a a? apQ

T y Ty

onde ¢ = ¢, — ¢, ¢ a diferenca de fase entre as duas componentes. Podemos
caracterizar o estado de polarizacao de acordo com a forma dessa elipse através de
dois angulos definidos na figura 4.1. O angulo ¥ determina a dire¢cao do eixo maior
e o angulo y determina a elipticidade (b/a). Os angulos ¢ e x dependem da razao

r = ay,/a, e da diferenca de fase ¢ de acordo com as seguintes relagoes[23]

tan 2 = CoS
N2 = —5cosy
. 2r
sin 2y = 5.2 sin
a
r=-2
Ay
P =Py — Pz
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=Y

Figura 4.1: Elipse usada para caracterizar os estados de polarizacao da luz.

Temos dois parametros reais para caracterizar o estado de polarizacao da
luz, i.e. r = ay/a, e ¢ = @, — @,. Podemos, alternativamente, tomar uma visao
geométrica para o estado de polarizacao utilizando os dois angulos ¢ e x definidos
acima. Imagine uma esfera de raio unitario (R = 1) e um ponto com coordenadas
angulares § = /2 — 2y e ¢ = 2¢p. Tal esfera é chamada Esfera de Poincaré. Por
exemplo, para polarizagao linear temos que x = 0 pois assim temos a elipticidade
sendo nula e, consequentemente, § = /2. Logo, polarizagdes lineares estao situ-
adas no Equador da esfera de Poincaré e assim por diante. A figura 4.2 ilustra a
decomposicao na esfera de um modo geral.

Podemos nos “mover” pela esfera de Poincaré utilizando elementos opticos.
Por exemplo, placas de meia onda transformam luz circularmente polarizada a di-
reita em luz circularmente polarizada & esquerda (ou seja, nos movemos do norte
da esfera para o sul), e vice-versa. Além disso, podemos usar como base qualquer
estado de polarizacao da esfera, por exemplo, podemos escrever um estado de pola-
rizacao circular como uma superposicao coerente de estados de polarizagao lineares

com uma diferenca de fase de 7/2 entre eles.
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Polarizagao Circular (Direita)

Polarizagdo Eliptica

Polarizaﬁo Limear

Polarizacao Circular (Esquerda)

Figura 4.2: Esfera de Poincaré para os estados de polarizacao da luz.

4.2 Momento angular orbital da luz

Em 1936, R. A. Beth[24], fazendo um feixe de luz passar por uma placa de meia
onda, fez a primeira medida do momento angular de spin da luz, medindo o torque
que era transferido para a placa por causa da mudanga de polarizagao circular a
esquerda para polarizagao circular a direita (o momento angular transferido para
a placa foi de 2h por f6ton). Desde entao, foi aceito na comunidade cientifica que
feixes de luz circurlamente polarizados possuem momento angular de spin.
Entretanto, é pouco conhecido que feixes de luz também podem possuir mo-
mento angular orbital. Allen e colaboradores[7] mostraram que feixes que possuem
fase azimutal da forma e“? possuem momento angular orbital de (A por féton. Os
feixes estudados no artigo foram os modos Laguerre-Gauss, que sao solucoes da
equacao paraxial da onda em coordenadas cilindricas. Feixes do tipo Bessel, que
sao descritos como Jj(k,r)e*=*¢!? possuem o termo de fase da forma exp(ilg), e
possuem momento angular orbital de [A por féton. O termo de fase de uma onda
k-7

plana é da forma e"*" e a superficie onde a fase é constante é dada pela equagao
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k7= cte, onde cte é uma constante, que é a equacao de um plano, logo, as su-
perficies onde a fase é constante sao planos. Ja para um feixe que possui momento
angular orbital, o termo de fase é do tipo €%, e a superficie onde a fase é constante é
dada pela equacao l¢ = cte, que descreve uma superficie helicoidal. Esse é o famoso
giro da luz que faz com que um torque seja transferido para uma particula dielétrica,
por exemplo, devido ao momento angular orbital e nao a pressao de radiacao. As

superficies de fase constantes estao ilustradas na figura 4.3.

27

(a)

(b)

Figura 4.3: Variac@o espacial da fase em um plano z = cte. (a)Feixe possuindo

momento angular orbital [ = 1. (b) Onda plana.

Observe na figura 4.3(a) que no centro do feixe a fase é indefinida. Conse-
quentemente, a amplitude do campo ¢é nula naquele ponto. Uma integral de linha ao
redor dessa singularidade nos da um numero inteiro [, chamado carga topolégica do

feixe. Varias técnicas experimentais foram propostas para medir cargas topologicas,
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o “procedimento padrao” utiliza uma onda plana como referéncia, isto é, faz-se a in-
terferéncia entre uma onda plana, colinear ou nao, com o feixe cuja carga topolégica
se quer determinar. Dependendo do padrao de difracao, pode-se caracterizar o es-
tado de momento angular orbital de um feixe. Recentemente um novo método para
calcular cargas topolégicas foi proposto envolvendo aberturas triangulares[9]. Na
figura 4.4 sao mostrados resultados experimentais evidenciando feixes que possuem
momento angular orbital. Em 4.4(a) o padrao de intensidade entre uma onda plana
colinear com um feixe resulta em um padrao de intensidade do tipo espiral, onde o
numero de “bragos das espirais” revelam o nimero da carga topoldgica (e, conse-
quentemente, o estado de momento angular orbital do feixe). Em 4.4(b), o campo
distante de um feixe possuindo carga topoldgica [ = 2 é capturado apds passar por
uma abertura triangular. Nesse caso, o nimero de maximos na lateral do triangulo

subtraido de um, revela o nimero da carga topolégica, que no caso da 4.4(b) vale 2

(a)

Figura 4.4: Resultados experimentais para determinacao da carga topoldgica de
um feixe. (a) Padrao de intensidade resultante da interferéncia de uma onda plana
colinear. Retirado de [8]. (b) Padréo de intensidade do feixe apés passar por uma
abertura triangular. Retirado de [9]

Pensando nisso, M. J. Padgett e J. Courtial[25] criaram uma esfera de Poin-

caré para feixes que possuem momento angular orbital. No artigo, utilizaram as

primeiras ordens dos feixes Laguerre-Gauss e a analogia de elementos 6pticos para
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fazer a transformacao na esfera. Neste caso, como as primeiras ordens dos feixes
Laguerre-Gauss possuem momento angular orbital de £A dependendo do valor de
[ = +1, eles ocupam o norte e o sul da esfera. Os estados do Equador sao descritos

pelos modos Hermite-Gauss. A figura 4.5 ilustra a decomposigao.

(a) O (b) o

’ L %
- (] )

Q d

Figura 4.5: Esfera de Poincaré para os estados de (a) polarizagao e de (b) momento
angular orbital da luz. Retirado de [25].

Entao, por exemplo, se quisermos transformar um modo Laguerre-Gauss com
momento angular orbital de +A(l = 1) em um modo Laguerre-Gauss com momento
angular orbital de —A(l = —1) devemos cruzar toda a esfera de Poincaré até o sul;
para isso podemos usar um conversor 7. Além disso, note também que podemos
escrever qualquer modo da esfera como uma combinacao linear dos outros modos
com uma diferenca de fase, assim como no caso de polarizagoes lineares e circulares.
A questao a ser enfatizada aqui é que os modos Hermite-Gauss (que sao solugoes
da equagao paraxial em coordenadas cartesianas) sdo os modos que pertencem ao
Equador da esfera de Poincaré para momento angular orbital.

A pergunta que iremos responder agora € a seguinte: Se colocarmos os feixes
Bessel de ordens 41 no norte e no sul da esfera de Poincaré, quais modos ocupam

o Equador?
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4.3 Esfera de Poincaré para feixe Bessel de ordem
+1

Como demonstrado no capitulo 1, podemos decompor os feixes Bessel de ordem +1

em termos dos modos Hermite-Bessel[11]:

BBy = k,[H By + iH By ™ (4.1)
BB_, = k,[HBy — iH By ]e™** (4.2)
HB. 45 = HByy + HBy, (4.3)
HB_45 = HByy — HBy, (4.4)

onde BBy, denota os feixes Bessel de ordem +1. Tal decomposicao também existe
para feixes Laguerre-Gauss em termos dos modos Hermite-Gauss[25]. A resposta
para a pergunta formulada na se¢ao anterior é direta: Os modos Hermite-Bessel
ocupam o Equador na esfera de Poincaré para feixes Bessel. A figura 4.6 ilustra a
decomposigao.

Vemos, entao, que os feixes Hermite-Bessel, estudados nos capitulos anteri-
ores, sao a decomposicao dos feixes Bessel de ordem +1 na esfera de Poincaré. A
analogia entre estados de polarizacao continua a mesma, modos Bessel podem ser
escritos como combinacoes lineares de modos Hermite-Bessel e vice-versa. Nossa
proxima pergunta € a seguinte: Quais modos ocupam o Equador da esfera de Poin-
caré para feixes Bessel de ordem +27 Veremos que desta forma obteremos os feixes

Hermite-Bessel de alta ordem, até agora, desconhecidos na literatura.
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Figura 4.6: Esfera de Poincaré para feixes Bessel de ordem +1.

4.4 Esfera de Poincaré para feixe Bessel de ordem
+2

Iremos mostrar agora que é possivel decompor feixes Bessel de ordem £2 em termos
de outros dois modos de forma analoga a que foi feita nos trabalhos citados anteriores
envolvendo a esfera de Poincaré. De fato, a decomposicao é valida para feixes Bessel
de qualquer ordem, como veremos, porém, nesta dissertacao, apenas os modos H By
e H By, (definidos adiante) serao estudados.

Vamos comecar com a equacao introduzida no capitulo 1:

kl ikyz

=5 s+ Jica] (@ + i) (4.5)

BB =-+£_—
Y720 (kyr)

onde o argumento das funcoes de Bessel é k,r. Para [ = 2 ficamos com
2€ikzz

BB, = kar [J5 + Ji](2? + 22yi — )
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utilizando a relacdo 2.J;(z) = Ji_1(z) 4+ Jiy1(z), temos

2€ikzz

BB, = p24 [3Jo + 4Jy + J4)(2* + 22yi — 3?)

note que x? — y* = 1[Ho(z) — Ha(y)] e 2zy = 5 Hy(x)H:(y) onde H, é o polinomio

de hermite de grau v. Podemos escrever, entao

/{32
BBy = Q—Z(HBQQ +iHB) (4.6)
onde
1 .
HBy, = Z-lelkzZ[&Jo + 4Jy + J4][Ha(x) — Ha(y)]
1 .
HBy = 5eZ’sz[z)uo +4Jy + Ju|Hy(x) Hy (y)
Se considerassemos [ = —2 chegariamos, de forma analoga, na seguinte
relagao:
k2
BB ;= Q—Z(HBQQ —iHB) (4.7)

As equagoes (4.6) e (4.7) mostram que podemos decompor o feixe Bessel de
ordem 2 em termos de outros dois modos, que chamaremos de feixes Hermite-Bessel

de alta ordem. De forma geral:

2

BBy = ﬁ(HBQQ +1HBy) (4.8)

12
HByy = E(BBQ + BB_») (4.9)

P

12
HB, = E(BBQ — BB_,) (4.10)

p

e também temos que

HB+450 - HB22 -+ HBll (411)
HB_ 50 = HByy — HByy (4.12)
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Na figura (4.7) é mostrado o perfil de intensidade dos dois modos e na figura
4.8 o resultado experimental utilizando um modulador espacial da luz. Observe

também que os modos sao nao-difratantes da maneira como foi descrita no capitulo

1.

Figura 4.7: Modos Hermite-Bessel de alta ordem. a) HByy e b) HBy;.

Figura 4.8: Resultados experimentais dos modos Hermite-Bessel de alta ordem. a)

H By e b) HByy, utilizando um modulador espacial de luz.

Formamos, assim, nossa esfera de Poincaré para feixes Bessel de ordem =42
como ilustra a figura 4.9. As equagbes acima mostram que podemos escrever cada
modo do Equador como uma combinacao linear dos modos no norte e sul da esfera
de Poincaré de maneira analoga aos estados de polarizagao da luz. As propriedades
dos feixes Hermite-Bessel de alta ordem ainda sao objetos de estudos, de modo

que neste trabalho nos preocupamos somente em apresentar tal decomposicao e sua
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Figura 4.9: Resultados experimentais dos modos Hermite-Bessel de alta ordem. a)
HBQQ e b) HBll-
base matematica. Na proxima secao iremos descrever o espectro angular dos modos

Hermite-Bessel de alta ordem.

4.5 Espectro angular dos feixes Hermite-Bessel

de alta ordem

Sabemos do capitulo 1 que o espectro angular do feixe H By é dado por A(¢) = cos ¢
e o espectro angular do feixe HBy é dado por A(¢) = sin¢. Mostramos como
podemos chegar a uma generalizagao do espectro angular para os modos de alta
ordem.

Primeiramente note que nosso objetivo é escrever os feixes Bessel de alta

ordem como uma combinacao linear de feixes Hermite-Bessel de alta ordem, e, como
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sabemos que o espectro angular do feixe Bessel de ordem [ é dado por A(¢) = €i?,

escrevenos:

2 2 2
E(T, 9’ Z) _ / eil¢€ikp0rcos(0—q$)d¢ _ / COS l¢eikporcos(0—¢) dgb—f—l / sin l¢6ikporcos(9—¢) d¢
0 0 0

Note que se | = +£1, recuperamos os resultados da sec¢ao (1.3.2) e se | = +2 temos os
resultados da segao (4.3). E evidente, entao, que o espectro angular para os modos

de alta ordem do feixe Hermite-Bessel sao dados por:

Al = cos(lp) (4.13)

CcOos

AL = sin(l¢) (4.14)

Na Figura 4.10 representamos o perfil transversal de intensidade para caso

3
cos’

[ = 3. Em 4.10(a) é mostrado o perfil para A2 ., em 4.10(b) é mostrado o perfil

3

para A2 e em 4.10(c) para a superposigao com uma diferenga de fase de 7 /2, donde
obtemos o feixe Bessel de ordem 2.

De fato, apesar de ainda nao existir uma férmula geral para escrever H B,,,,
simulagdes numéricas mostram que esta é realmente a decomposi¢ao correta (de
modo que suas combinagoes lineares gerem os feixes Bessel e vice-versa). Um resumo
dos resultados da generalizagao é mostrado na Figura 4.11.

Conclusao: A modulacao do anel no espaco das frequéncias para os modos

H B de alta ordem, é dada pelo valor do seno ou do cosseno de um multiplo inteiro

do angulo azimutal.
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A3 = sin(3¢)

Figura 4.10: Modo Hermite-Bessel para | = 3. (a) Intensidade para o espectro

3 3

angular A7 .. Sn

(b) Intensidade para o espectro angular A2 e (c) Feixe Bessel de

ordem 2 obtido com o espectro angular da superposi¢ao de (a) e (b) com uma
diferenga de fase de 7/2.

4.6 Conclusao

Neste capitulo introduzimos a esfera de Poincaré para feixes polarizados, onde cada
ponto na superficie da esfera representa um estado de polarizagao. Mostramos que
uma esfera de Poincaré para feixes com momento angular orbital pode existir e
construimos duas delas, uma para feixes Bessel de ordens +1 e outra para ordens
+2 de onde surgiram os feixes Hermite-Bessel. Finalizamos descrevendo o espectro

angular para as altas ordens do feixe Hermite-Bessel.
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sin

Al =cos(lo) Al = sin(lo)

[=0
=1
=2
=3

Figura 4.11: Resumo da generalizagao da esfera de Poincaré para feixes Bessel de
ordem [. A figura também ilustra as combinagoes lineares dos modos Hermite-Bessel

de alta ordem necessarias para obter os feixes Bessel.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

No capitulo 1 introduzimos o conceito de feixe nao-difratante, termo primei-
ramente usado por J. Durnin partindo de uma analise do espectro angular. Mos-
tramos comparacoes de intensidade entre o feixe Bessel e o Gaussiano durante a
propagagcao no espago livre. Mais adiante introduzimos os feixes Hermite-Bessel cu-
jas propriedades de auto-imagem e auto-reconstrugao foram estudadas, teoricamente
e experimentalmente, nos capitulos 2 e 3. No capitulo 4 apresentamos a esfera de
Poincaré para feixes com momento angular orbital, e isso nos levou naturalmente
aos feixes Hermite-Bessel de alta ordem cujas propriedades ainda serao temas de um
trabalho futuro.

Podemos citar como perspectivas, o trabalho envolvendo efeitos de auto-
imagem e auto-reconstrucao para feixes Hermite-Bessel de altas ordens. Outro ponto
nao considerado nesta dissertacao, foi o fato de que a superposicao criada para se
obter o efeito de auto-imagem no capitulo 2, possui momento angular orbital em

regioes restritas do espaco. Tais estudos merecem uma atengao no futuro.
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1
Neste apéndice apresentaremos os algoritmos usados para o calculo do campo
utilizando o espectro angular. O Software usado foi o Matlab versao 7.10.0 (R2010a).

O primeiro algoritmo plota a intensidade a partir do espectro angular.

clear all;

np = 279 ;

L = 160;

kx = linspace(-L,L,np+1);

kx

kx(1:np);
kxmin = 2*L/np;

xmax = 2*pi/kxmin;

x = linspace(-xmax/2,xmax/2,np+1);

x = x(1:np);
[kx,ky] = meshgrid(kx);

[x,y] = meshgrid(x);

[ph,r] = cart2pol(x,y);
[phk,p] = cart2pol(kx,ky);

Ap = ones(np,np);

Ap (p<25) 0;

Ap(p>27) = 0;

A = Ap.*cos(2xphk) ;

uf = fftshift(ff£2(A));

figure(2); pcolor(abs(uf.*conj(uf))); axis square;
shading interp; axis([200 310 200 310]);
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Neste préximo algoritmo, calculamos o perfil transversal de intensidade do

feixe H By, apds passar por um obstaculo circular localizado no centro do feixe.

clear all

nx = 279;

1z = le-b;

nz = 50.0;

dz = 1z./nz;

lam = 532e-9;

kk=(2*pi)/lam;

fo————————= Espago real----------
xmin = -5e-6;

xmax = 5e-6;

x = linspace(xmin, xmax, nx+1);

x = x(1:nx);

[x,y] = meshgrid(x);
[ph,r]=cart2pol(x,y);

%—-—--Espago reciproco-------

k = (-nx/2:nx/2-1)*2*pi/ (xmax-xmin) ;
[kx,ky] = meshgrid(k);

u = (besselj(0,0.5xkk*r)+besselj(2,0.5xkk*r)) .xy.*x(r>1.2e-6);
Jh——-Propagador-—--—--—————————————————————————
prop = exp(li*dz.*sqrt(((2*pi/lam) . 2)-((kx. 2)+(ky."2))));

for ii = 1:nz;
u = ifft2(fftshift(prop) .*fft2(u));
w=abs (u) ."2;
pcolor(x,y,abs(u).~2); shading flat; axis square; drawnow;
z=dz+z;

end
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E, por fim, o tultimo programa ilustra o efeito de auto-imagem obtido através
da superposicao coerente dos dois modos H By e H By; com vetores de onda trans-

versais diferentes.

clear all

nx = 279;

1z = 1le-5;

nz = 50.0;

dz = 1z./nz;

lam = 532e-9;

kk=(2*pi)/lam;

h————————- Espago real----------
xmin = -5e-6;

xmax = 5e-6;

x = linspace(xmin, xmax, nx+1);

x = x(1:nx);

[x,y] = meshgrid(x);
[ph,rl=cart2pol(x,y);

%-——-Espago reciproco-------

k = (-nx/2:nx/2-1)*2*pi/ (xmax-xmin) ;
[kx,ky] = meshgrid(k);

c

o

IS
I

(besselj(0,0.5xkk*r)+besselj(2,0.5%kk*r)) . *y;
(besselj(0,0.7*kk*r)+besselj(2,0.7*kk*r)) .*x;

u = ul0+u01;

o

[

o
Il

h——-Propagador-—--—--——-——————————————————————
prop = exp(li*dz.*sqrt(((2*pi/lam) . 2)-((kx. 2)+(ky."2))));

for ii = 1:nz;
u = ifft2(fftshift(prop) . *fft2(u));
w=abs (u) ."2;

pcolor(x,y,abs(u)."2); shading flat; axis square; drawnow;
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end

z=dz+z;
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