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Resumo

O momento angular da luz possui duas componentes. A primeira estd associada
ao estado de polarizacao do campo elétrico, correspondendo ao momento angular in-
trinseco, relacionado & polarizagao circular no sentido horério e anti-horario. A segunda
componente estd associada a distribuicao transversal do campo elétrico e corresponde ao
momento angular orbital (MAQ). Feixes com MAO possuem uma estrutura de fase azi-
mutal da forma exp(—il¢), onde ¢ é a coordenada azimutal e [ ¢ um nimero inteiro,
normalmente referido como carga topoldgica. Para tais feixes, o MAO é dado por [A por
féton. A rica relagao entre a fase azimutal da luz com o MAO e os fendmenos difrativos
tem revelado um nimero de efeitos interessantes. Mesmo em problemas tradicionais de
difragao, como por exemplo, fenda simples, dupla fenda e abertura circular ganharam
novas interpretacoes devido a distribuicao de fase nao usual da luz com MAQO. Neste
trabalho estudamos o problema de difragao da luz possuindo MAO por fenda simples
quando a singularidade de fase estd incidindo sobre a fenda e fora dela. No primeiro caso,
observamos um padrao de interferéncia andlogo ao padrao de dupla fenda de Young com
os méximos e minimos de interferéncia dependentes do valor do MAQO. Para o segundo
caso, devido a variacao da fase ao longo do feixe, delimitado pela fenda, o padrao de
interferéncia tornd-se assimétrico e deslocado. Estudamos ambos os casos sob os pontos

de vista tedrico e experimental.

Palavras-Chaves: Difracao. Interferéncia. Momento Angular Orbital. Feixe Laguerre-

Gauss. Fase Espacial.



Abstract

The angular momentum of light has two components. The first involves the state of
polarization of the electric field, corresponding to the intrinsic angular momentum asso-
ciated to circular polarization clockwise and counterclockwise. The second component is
associated to the transverse distribution of electric field and corresponds to the orbital
angular momentum (OAM). Beams with OAM have an azimuthal phase structure of the
form exp(—il¢),where ¢ is the azimuthal coordinate and [ is an integer, which usually
referred to as topological charge. For such beams the OAM is given by [A per photon.
The rich relationship between the azimuthal phase of the light with OAM and diffractive
phenomena has revealed a number of interesting effects. Even in traditional problems of
diffraction, for example, single slit, double slit and circular aperture gained new interpre-
tations due to unusual phase distribution of light with OAM. We study the problem of
diffraction of light by single slit possessing OAM when the phase singularity is incident
over the slit and out of it. In the first case, we observed an interference pattern analo-
gous to the Young double slit pattern with the maximum and minimum of interference
depending on the amount of OAM. For the second case, due to the variation of phase
along the beam, defined by the slit, the interference pattern becomes asymmetrical and

shifted. We study both cases under theoretical and experimental point of views.

Keywords: Diffraction. Interference. Orbital Angular Momentum. Laguerre-Gauss

Beam. Spatial Phase.
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Introducao

Nos tltimos anos, muito se avancou no campo da ética, seja do ponto de vista tedrico
ou experimental. O estudo da teoria eletromagnética possibilitou explicar muitos feno-
menos, dentre os quais é possivel demonstrar que uma onda eletromagnética transporta
energia, momento linear e momento angular [1]. Além disso, também foi possivel explicar
que o momento angular da luz possui duas componentes, uma estd associada ao estado
de polarizacao do feixe, correspondendo ao momento angular de spin ou intrinseco. Estes
estados correspondem & luz circularmente polarizada a direita ou & esquerda. J4 a com-
ponente que corresponde ao momento angular orbital (MAQO) do feixe estd associada a
componente azimutal do momento linear da luz presente em feixes com uma frente de
onda helicoidal.

Allen et al. [2] demonstraram que um feixe de luz com uma distribuigao de fase que
possui uma dependéncia angular de exp(—il¢), onde ¢ é a coordenada azimutal e [ é um
nimero inteiro, normalmente referido como carga topoldgica, transporta um MAO de [k
por féton. Este resultado independe dos estados de polarizagao e pode ser dito extrinseco
pois seu valor depende da escolha do eixo [3]. Feixes Laguerre-Gauss fazem parte de
uma familia de feixes que possuem MAOQO. Estes feixes sao solucao da equacao paraxial
em coordenadas cilindricas e podem ser decompostos em termo dos feixes Hermite-Gauss,
solugao da equacao paraxial em coordenadas cartesianas. Existe uma outra classe de
feixes, a dos feixes Bessel que sao solucao da equagao de Helmholtz em coordenadas

cilindricas e possuem caracteristicas nao difratantes [4].

14
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O estudo da luz possuindo MAO tem revelado inesperados efeitos em diferentes campos
de pesquisa tais como informagao quéntica [5], comunicagao 6ptica [6], pingas 6pticas [7]
e biofisica [8].

A rica relacao entre a fase azimutal da luz possuindo MAO e o fenomeno de difracao
tem revelado um nidmero de interessantes efeitos e motivado cientistas a fazer novas des-
cobertas. Em particular, um interferémetro feito com vérios oriftios de diferentes tama-
nhos tem-se apresentado como um método eficiente para investigar a presenca de vortices
6pticos [9]. Hickmann et al. [10] mostraram um interessante resultado onde uma rede
Optica truncada foi revelada no padrao de difracao da luz com MAO por uma simples
fenda triangular. Mesmo tradicionais problemas de difra¢do por uma fenda simples [11],
dupla fenda [12] e abertura circular [13] ganham novas interpretagoes fisicas devido a uma
distribuigao de fase nao usual da luz com MAO.

De fato, a difracao é um fenomeno ja bem estabelecido que teve o passo incial para sua
evolucao feita por Christian Huygens, no ano de 1678. Huygens estabeleceu o principio
no qual a propagacao de uma onda de luz pode ser prevista se assumirmos que cada
ponto da frente de onda atua como uma fonte de uma onda secunddria que se propaga
em todas as direcoes. O envelope que se forma em torno de todas as ondas secundérias é
a nova frente de onda. Em 1818 Fresnel fez suposicoes sobre a fase e amplitude das ondas
secundérias de Huygens, permitindo que véarias ondas interferissem mutuamente. Com
isso foi possivel calcular o padrao de difracao da distribui¢ao da luz, complementando o
trabalho de Huygens. Em seguida, Kirchhoff mostrou que as amplitudes e fases obtidas por
Fresnel eram conseqiiéncias diretas da natureza ondulatéria da luz. A teoria de Kirchhoff
foi modificada por Sommerfeld, eliminando uma das condigoes de contorno estabelecidas
por Kirchhoff pelo uso da teoria das funcoes de Green.

Em particular, a maioria das investigacoes na drea de difracao envolvendo MAO tem

como objetivo obter de maneira simples o valor da magnitude e da carga topoldgica do
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Introdugao 16

feixe. Por exemplo, através de um experimento de fenda triangular [10] foi possivel obter
de maneira direta o sinal e a magnitude da carga topolégica. Também é possivel obter
o valor e o sinal da carga topoldgica utilizando uma fenda simples [11], embora nao tao
direto como em [10].

Embora existam vérias pesquisas sobre difracao, nenhuma até o momento estudou a
formacao do padrao de difracao de Fraunhofer de feixes possuindo MAO por uma fenda
simples. Para realizar este estudo, dividimos o trabalho como segue. No capitulo 1
faremos uma abordagem sobre a teoria de momento angular transportado por um feixe.
Deduziremos a expressao para o momento angular e observaremos que ele pode ser dividido
em duas componentes, o0 momento angular de spin e 0 MAO. Em seguida, trataremos da
equagao paraxial e, por fim, veremos que os feixes Laguerre-Gauss sao solugoes desta
equacao em coordenadas cilindricas.

No capitulo 2, iniciaremos nossos estudos tratando da teoria de difracao de uma
maneira mais quantitativa. A partir do conceito matemdtico de Sommerfeld, buscare-
mos obter duas aproximagoes, conhecidas como aproximacao de Fresnel e Fraunhofer. De
modo especial trabalharemos com a aproximacao de Fraunhofer para os casos de difracao
por aberturas simples, dupla e circular.

No capitulo 3, apresentaremos pela primeira vez o estudo da formacao de padroes
de difracao de feixes possuindo MAO por uma fenda simples. Mostramos que os padroes
obtidos sao andlogos aos de interferéncia de onda plana por dupla fenda. Onde os méximos
e minimos formados dependem da quantidade de MAO bem como a assimetria do padrao
depende da posicao da fenda ao longo do feixe. Por fim, no capitulo 4 finalizaremos com

a conclusao geral do nosso trabalho e as perspectivas.
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1 Momento Angular da Luz e Feixes
Laguerre-Gauss

1.1 Introducao

Sabe-se que a luz transporta energia, momento linear e momento angular. O momento
angular pode ser decomposto em duas partes; momento angular de spin (ou momento
angular intrinseco), que estd associado & polarizacdo da luz e o momento angular orbital
(MAO), que aparece devido & componente azimutal do momento linear da luz presente
em feixes com uma frente de onda helicoidal.

Em 1909 Poynting [14] mostrou, pelo uso de uma analogia mecénica, que luz circu-
lamente polarizada deve exercer um torque por unidade de drea igual a FA/27 onde E
é a energia por unidade de volume e \ é o comprimento de onda da luz. De fato, esta
abordagem é consistente com a expressao escrita em termos da razao do momento angular
com o momento linear do féton, h/hk = \/27w. Uma variagdo do experimento proposto
por Poynting foi realizado em 1936 por Beth [15].

Este capitulo tem como objetivo deduzir as expressoes para o momento angular in-
trinseco e orbital. Iniciaremos com a teoria do momento angular transportado por um
feixe de luz. Em seguida, mostraremos que um feixe com uma dependéncia de fase azimu-

tal de e~? transporta MAO. Faremos uma abordagem sobre a aproximacao paraxial e,

17



1.2 Decomposicao do momento angular 18

fazendo uso da mesma, veremos que os feixes Laguerre-Gauss sao solugoes desta equagao

possuindo MAO bem definido proporcional a [ [2].

1.2 Decomposicao do momento angular

O momento angular total da luz é obtido através da soma do momento angular de spin
com o MAO. Se por um lado o momento angular de spin é um assunto bem estabelecido
na literatura, por outro, a idéia de luz possuindo MAO é relativamente recente. Em 1992,
um grupo da universidade de Leiden na Holanda mostrou que um feixe de luz com uma
dependéncia azimutal na fase da forma e~"* tem um momento angular que é independente
do estado de polarizagao da luz [2], onde ¢ é a coordenada azimutal na se¢do transversal
do feixe e [ é um nimero inteiro positivo ou negativo, conhecida como indice azimutal (ou

carga topolégica).

1.2.1 Momento angular da luz

O fluxo de energia do campo eletromagnético no espaco livre é dado pelo vetor de Poynting:
— s = =
Spoyntmg =cC é‘OE X B. (11)

No espago livre, a densidade de momento linear (por unidade de volume) é proporcional

ao vetor de Poynting [16]:

—
S oyntin,
T =k x B = 2Lounting, (1.2)
c
Sendo que o momento linear total serd dado pela integral de 7 em todo o volume,
— = =
P=¢ | Ex Bdr. (1.3)

A densidade de momento angular 7 de um feixe de luz pode ser expressa em funcao da
densidade de momento linear:

T =T x7. (1.4)
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1.2.1 Momento angular da luz 19

Assim, substituindo a Eq.(1.2) na Eq.(1.4) temos para a densidade de momento an-

gular:
7:7x?:50<7x§x§> (1.5)
ou
- €0 -
J = §<? X SPoynting)- (16)

Podemos notar que se o feixe de luz vem na forma de uma onda plana infinita nao
existe momento angular. Isto porque, para uma frente de onda plana, ? é constante e
paralelo a direcao de propagacao em todos os pontos no plano.

A teoria de campos eletromagnéticos é descrita pelas equacoes de Maxwell. Estas sao
resumidas em um conjunto de quatro equagoes diferencias. No Sistema Internacional de

Unidades, em um meio livre de cargas e correntes, elas podem ser escritas como [1]:

0B
- =
EFE=——: .
V x 5 (1.7)
0D
- =
- —
V-D =0; (1.9)
- —
V-B =0 (1.10)

- = = =
Onde B, D, E e H sao os vetores inducao magnética, deslocamento elétrico, campo
elétrico e campo magnético, respectivamente. Para um meio linear no espaco livre, as

relacoes constitutivas sao:

— —
D=cE; (1.11)

sl
I
)

o (1.12)

Com ¢g e j1y sendo a permissividade elétrica e magnética do espago livre.
Uma vez que o divergente do rotacional de um campo vetorial é nulo, podemos escrever

H
o vetor inducao magnética B [Eq.(1.10)], como sendo o rotacional de outro campo vetorial.
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1.2.1 Momento angular da luz 20

Conforme a relagao [17],

v [? X Z} —0, (1.13)

logo a indugao magnética em funcao do potencial vetor fica:

!

B=VxA (1.14)

Substitindo a Eq.(1.14) em (1.5) e utilizando a identidade @ x (? x )= (d- 7)7

~(a - ?)7, a Eq.(1.5) fica,

3
T =eT x Y (BEVA) - (E-V)A (1.15)
i=1
3
7250{2Ei(?x€),4i—?x (ﬁﬁ)ﬁ} (1.16)
i=1
onde ¢ representa as componentes x, y e z dos vetores.
Substituindo as identidades (1.17) e (1.18) na Eq.(1.16):
3
Tx(E-V)A=Y V(ETxA) - T x AV -E)+(E-V)Tx A (117
1=1
(E- V)7 =E (1.18)
temos,
— 3 - = 3 — -
Jo= e Y E(T x V)4 - > Vi(ET x A)
i=1 i=1
—7XZ(€-E>)+E>XZ}. (1.19)

- —
Das equacoes de Maxwell na auséncia de cargas livres,V - E = 0, o terceiro termo da

Eq.(1.19) se anula. Podemos entao reescrever a densidade de momento angular como:

3 3
T =2 {Z E(T x V)A =S Vi(ET x A) + E x Z} (1.20)

i=1 i=1

Integrando sobre todo volume, obtemos o momento angular total sendo:
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1.2.1 Momento angular da luz 21

+/(E X Z)d%} . (1.21)

Se aplicarmos o teorema da divergéncia ao segundo termo do lado direito da Eq.(1.21),
— N 13 N —

/[VZ(EZ 7 x A)|dr = %EZ( rx A)ds; (1.22)

e considerando que o campo elétrico se anula quando 7 — o0, a integral de superficie
na Eq.(1.22) também se anula. Assim, temos o momento angular total para o campo

eletromagnético da forma,
7 =2 / (B x D)2y / E(7 x V) Addr (1.23)

J=5+T. (1.24)

Observemos que a primeira parte de (1.24) ndo depende da escolha do eixo de propa-
gacao, e representa o momento angular intrinseco, também chamado de momento angular
de Spin. Por outro lado, a segunda parte tem dependéncia explicita em 7° e portanto
estando associada ao MAO da Luz. Na Fig. 1.1 temos uma representacao do MAO e
momento angular de spin.

Ao contrario do momento angular de spin, que tem somente dois estados independentes
+h, o MAO tem um ilimitado nimero de estados ortogonais, correspondendo a valores

inteiros de [ [18].
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A
.
'
;
'
-
¥
'

Figura 1.1: Representagdo do MAO e do momento angular de Spin [19].

1.2.2 Polarizacao e momento angular de spin

O campo elétrico de uma onda eletromagnética propagando ao longo do eixo z pode ser
representado por,

~ ~

E= Ey |cos(kz — wt)i £ sin(kz — wt)j|, (1.25)

onde o sinal positivo representa uma onda circularmente polarizada a direita e o sinal
negativo representa uma onda circularmente polarizada a esquerda. Se admitirmos a
auséncia de cargas e correntes elétricas no espago livre, o potencial escalar ¢ é nulo e

podemos escrever a expressao para o campo elétrico como segue,

0A
ﬁ
E=———-: 1.26
Substituindo a Eq.(1.25) em (1.26) tem-se o potencial vetor dado por:
— = Ey, . > >
A= —/ Edt = —[sin(kz — wt)i + cos(kz — wt)j]. (1.27)
w

Substituindo (1.26) e (1.27) no primeiro termo da Eq.(1.23), apds resolvermos a inte-

gragao o momento angular de spin torna-se:

E2~
S = eo/(ﬁ % A)dr = i—eojok/d?’r. (1.28)
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1.2.2 Polarizacao e momento angular de spin 23

O sentido do momento angular de spin expresso na Eq.(1.28) depende dos estados de
polarizacao, isto é, se a onda é circularmente polarizada a direita ou & esquerda. Quando
a onda é polarizada linearmente o momento angular de spin se anula, pois ExA=o.

De acordo com a teoria de Maxwell, um campo eletromagnético tem uma densidade
de energia expressa por:

w =

1
(coE - E+—B - B). (1.29)

2 Ho
Substituindo a Eq.(1.27) na Eq.(1.14) e resolvendo o produto vetorial encontramos a

expressao para 0 campo magnético:

B= %[COS(/{/‘Z — wt)j + sin(kz — wt)i). (1.30)

Inserindo o resultado obtido acima juntamente com a Eq.(1.25) na Eq(1.29) teremos

expressao para a densidade de energia:

w = eo . (1.31)

A energia total do feixe é dada pela integral em todo volume sobre a densidade de energia.

Com isso fazemos a razdo entre o momento angular de spin [Eq.(1.28)] e a sua energia,

/ﬂdiir
w 1
SRV (1.32)

/€0Egd37”

Substituindo as Eqs.(1.25) e (1.30) na Eq.(1.2), obtemos a densidade de momento

SIke

linear sendo:

B2k~
T —eB x B = 2Ekg (1.33)

w

Como definido anteriormente o momento linear total é dado pela integral em todo volume

da densidade de momento linear, logo tomando a integral da expressao anterior:

—> 2 ;
P = /@di”r. (1.34)
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1.2.2 Polarizacao e momento angular de spin 24

Fazendo a razao entre as Eqgs.(1.28) e (1.34):

EOES 3
S, / o & 1
S (1.35)

P. / coBgk 13,
w

Sabemos da mecénica quantica que a energia do féton ¢ dada por Eysien, = hw € 0
spin assume valores +h. Conhecemos também que o momento linear é dado por Ak, logo
quando fazemos a razao entre o spin do f6ton e sua energia obtemos o mesmo valor en-
contrado em (1.32), e ao fazer a razao entre o spin do féton e seu momento linear obtemos
a expressao (1.35). Através das interpretagoes experimentais de Beth [15] podemos dizer
que uma onda circularmente polarizada pela direita ou esquerda possui fétons com spin
bem definido de +A ou —h, isto é, a onda circularmente polarizada pela direita tem seu
vetor momento angular de spin paralelo ao vetor momento linear, ja a onda circularmente
polarizada a esquerda possui seu momento angular de spin anti-paralelo ao vetor momento
linear. Na Fig. 1.2 temos uma representacao de luz circularmente polarizada a direita e

a esquerda, respectivamente.

y y
A A

ﬁ /TN

X X

N
7

(2) (b)

Figura 1.2: Representagao da polarizagao circular (a) a direita e (b) a esquerda.

O estado de polarizacao pode ser descrito como uma combinacao linear de dois estados

de polarizacao ortogonais. Para convertermos, experimentalmente, uma onda linearmente
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1.2.3 Momento angular orbital 25

polarizada em uma onda polarizada circularmente a esquerda, ou uma onda circularmente
polarizada a direita em uma onda linearmente polarizada, fazemos uso de uma placa de
um quarto de onda que insere um atraso na fase de m/2. J& para convertermos ondas
circularmente polarizadas a direita para ondas circularmente polarizadas a esquerda
utilizamos uma placa de meia-onda que insere um atraso de 7 na fase. A Fig. 1.3 mostra

esses resultados graficamente.

Qx.\\ .
O =< +it
e

« -i

<—>+$

7 NO
|

o- 1

Figura 1.3: Decomposicao dos estados de polarizagao.

1.2.3 Momento angular orbital

Agora vamos admitir que um feixe de luz monocromética tenha polarizagao linear e seja

definido pelo potencial vetor a seguir:
= — . n
A(7,t) =u(7) expli(kz — wt)]i (1.36)

onde k = 27/ é o médulo do vetor de onda, i é o vetor unitario na diregao do eixo x, A é
. . —\ ~ . . . o~
o comprimento de onda do feixe, u(7") é uma fungdo complexa que descreve a distribuicao

de amplitude do feixe e w é a freqiiéncia angular.
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1.2.3 Momento angular orbital 26

Vale salientar que o potencial vetor [Eq.(1.36)] satizfaz o calibre de Coulomb 5’2’ =0,
podemos calcular agora a densidade de momento angular total. Notando que os campos

sao complexos, calculemos a parte real:

R 1 — T —
R(E x B)=5(E"x B+ E x B") (1.37)

Podemos calcular as expressoes para o campo elétrico e magnético através da Eq.(1.36):

E = —88—1? — iwu(T) expli(kz — wt)[i (1.38)
B=VxA= {% [u(7) expli(kz — wt)] }—%[u(?) expli(kz — wt)] E} (1.39)
B = l% + ’Lku} expli(kz — wt)] G—g—z expli(kz — wt)] k. (1.40)

Assim o primeiro termo de (1.37) fica,

E*x B = —iwu* [g—;}—i—%ﬂ + whk [u*k (1.41)
como Ju/dx = 0.
E* x B = —iwu"Vu + wk |u|”k, (1.42)

O mesmo vale para o segundo termo em (1.37):

—

o S 27
E x B* =iwu*Vu+ wk |u|” k. (1.43)

Logo a densidade de momento linear média do campo eletromagnético é dada por:

€0 — WEQ

- - - Tk - Frl * * * 27
D :?R[go<E X B>} = 2[E*x B+ E x B = 2 (uVu' — w'Vu) + eqwh [u .
(1.44)
Este resultado também se aplica para coordenadas cilindricas, onde u é escrito como

u(r, ¢, z). Seja qualquer campo da forma :

u(r, ¢, z) = up(r, z) exp(ilg), (1.45)
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1.2.3 Momento angular orbital 27

o qual obedece as condigoes da aproximagao paraxial (que serd discutida na préxima
se¢do). Fazendo uso dessas aproximacgoes podemos escrever a densidade de momento

linear como:

r

V= M;O (UO 3110 ~ U 61:"0) P Jug|? Gteowk |uol* 2, (1.46)

onde 7,¢ e Z sdo vetores unitdrios em coordenadas cilindricas.

Ao substituirmos a Eq.(1.46) em (1.1) obtemos o vetor de Poynting:

' oug 0 [ ~
dl ( Yo : UO)A il |U0’2 ¢+€0Wk|Uo|2/Z\ . (147)

7 2
S Poynting = € I UOW - UOW 7”‘1'7

Ao fazer isto vemos que ele descreve uma trajetéria na forma de um helicéide ao longo
da direcao de propagacao, sendo que a componente 7 estd relacionada com a dispersao do
feixe, a componente 5 é responsdvel pelo surgimento do MAO na direcao de propagacao
e a componente 2 esta relacionada com o momento linear na direcao z. Sabendo que a
. . . , - - 2 2 2 . .
densidade de energia em tal feixe é w = ceq <E X B> = ceowk |u|” = eow? |ul”; isto é, a
z
velocidade da luz multiplicada pela densidade de momento linear [20].

Ja o cédlculo da densidade de momento angular em coordenadas cilindricas produz:

% 8U0

Uo — U
or O or

2 .
7 legwz |ug|” . iweg oug
=— T
r 2

) 2z + 2ikr |u0|2} &+ legw|uol*Z,  (1.48)

IntegrandoTe 7 no volume do feixe, constatamos que restara apenas a componente
paralela ao sentido de propagacao, pois as outras componentes sao simétricas em relacao
ao €eixo 7.

O MAO total é dado pela integral sobre todo volume da densidade de momento angular
e como definido anteriormente [Eq.(1.32)] a energia total do feixe ¢ dada pela integral de

volume sobre a densidade de energia. Assim fazendo a razao entre essas duas grandezas:

/Td37‘ /leow lug| dr ]
-~ (1.49)

L. _ _
W /wdSr /50w2 |u0|2 ar Y
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A razdo do MAO e o momento linear pode ser escrito como:

I /Td3r /leow |uo|? d®r I
: - S (1.50)

/?d?’r /eowk |ug|” d3r kooom

onde k = 27” é o nimero de onda.

.l

O feixe é polarizado linearmente, logo o momento angular nao pode ser devido ao
spin. Claramente, a Eq.(1.49) é andloga a Eq.(1.32) para um feixe de luz polarizado
circularmente. A analogia entre mecénica quantica e éptica paraxial sugere que tais
feixes sao autovetores do operador momento angular fz e transportam um MAO de [h

por féton.

1.3 Equacao paraxial de Helmholtz

Muitos cédlculos em 6ptica podem ser simplificados se tomarmos a aproximacao paraxial,
isto é, a mudanca no perfil transversal de um feixe bem colimado é pequena ao longo da

direcao de propagacao z.
1.3.1 Funcao de onda complexa

Seja uma onda monocromdtica representada pela fungao [16]:
w(7,t) = a(7) cos[2mut + (7)), (1.51)

onde a(7’) ¢ a amplitude, ¢(7") ¢é a fase, v é a freqiiéncia onde w = 27v é a freqiiéncia
angular e T = 1/v = 27/w é o periodo. Sendo que amplitude e fase sdo geralmente
dependentes da posicao.

E conveniente representar a funcéo real u(7,t) em (1.51) em termos de uma funcéo
complexa,

U(7,t) = a(7) explio(7)] exp(2mivt), (1.52)
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de modo que,

W(T 1) = R{U(T, )} = = [U(T, 1) + U(7,1)]. (1.53)

N =

A Eq.(1.52) é conhecida como fun¢ao de onda complexa e descreve a onda completamente;
a funcdo de onda em (1.53) é simplesmente a parte real. Assim como a func¢do de onda

u(7,t), a funcio de onda complexa U(7,t) deve satisfazer a equacdo de onda
VU — Z 7 =0 (1.54)
Agora vamos reescrever a Eq.(1.52) na forma,
U(7,t) = Up(7) exp(2mivt), (1.55)

o fator independente do tempo em (1.55), Uy(7) = a(7 )explip(7)], é referido como a
amplitude complexa da onda. A fungdo de onda u(7”,t) em (1.53) estd associada com a

amplitude complexa por:

u(7) = R{Us(T )exp(2mivt)} = % [Uo(7)exp(2mivt) + Ug (7 )exp(—2mivt)] . (1.56)

Em uma dada posicio 7, a amplitude complexa Uy(7) é uma varidvel complexa cuja

magnitude, |Uy(7")| = a(7) , é a amplitude da onda e cujo argumento, arg{Uy(7")} =
#(7), & a fase. O valor da fungdo complexa U(7',t) em ¢t = 0 é a amplitude complexa

Uo(7).
1.3.2 Ondas paraxiais

Uma onda é dita ser paraxial se suas frentes de onda normais tém raios paraxiais asso-
ciados, isto é, o angulo entre os raios e o eixo de referéncia do sistema Optico sempre
permanece pequeno, < 1rad [21] (Fig. 1.4). Podemos construir uma onda paraxial ini-
ciando com uma onda plana Aexp(—ikz), considerando-a como uma onda portadora e
que modifica ou modula seu envelope complexo A, fazendo com que sua variacao seja pe-

quena em relacio a posicdo, A(7), uma vez que a amplitude complexa da onda modulada
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torna-se:

U(T) = A(T) exp(—ik2). (1.57)

A variagdo do envelope A(7") e sua derivada com a posi¢ao z deve ser pequena ao longo
da distancia do comprimento de onda A = 27/k de modo que a onda mantém, aproxi-

madamente, sua natureza plana.

Frentes de onda

s

Raios

[ ]

Figura 1.4: Frentes de onda normal de uma onda paraxial no plano x-z [16].

Agora, se fizermos a substituigao da Eq.(1.55) na equagao de onda (1.54) obtemos a

equacdo diferencial para a amplitude complexa U(7):
ViU + K*U = 0, (1.58)

a Eq.(1.58) ¢ conhecida como equagdo de Helmholtz, e k = 2mv/c = w/c é o nimero de
onda.

De modo que para onda paraxial descrita pela Eq.(1.57) satisfazer a equagao de
Helmholtz o envelope complexo A(7") deve satisfazer outra equacdo diferencial parcial que
é obtida quando substitufmos a Eq.(1.57) em (1.58). Quando assumimos que A(7") varia
lentamente com relacao a z significa que ao longo de uma distancia Az = A\, a mudanca AA

¢ muito menor que A, ou seja, AA < A. Uma vez que AA = (0A/02)Az = (0A/02) ),
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segue que (0A/0z) < A/X = Ak/27, de modo que

HA
o < kA (1.59)

A derivada (0A/0%) deve também variar lentamente ao longo da distancia do comprimento

de onda A, de modo que (0?A/02%) < k(0A/dz), para o qual fornece

5z < E*A. (1.60)

Substituindo (1.57) em (1.58), e desprezando 9*A/02* , em comparagao com k(9A/0z)

ou k%A, nos leva a equacdo diferencial parcial para o envelope complexo A(7),

0A
V3A— 2ki5— =0, (1.61)

onde V3. = 9?/0x% + 0?/0y* ¢ o operador Laplaciano transverso.

A Eq.(1.61) é chamada a equagao parazial de Helmholtz. Os feixes Bessel sdo solucao
da Eq.(1.58), ja os feixes Laguerre-Gauss e Hermite-Gauss sao solugoes da Eq.(1.61).

Os feixes Bessel sao uma classe de feixes solucao da Eq.(1.58) em coordendas cilin-
dricas, devido sua caracteristica nao-difratante vem sendo amplamente utilizado como
pingas Opticas, onde é possivel aprisionar e mover pequenas particulas [22]. J& os feixes
Laguerre-Gauss sao solugoes da Eq.(1.61) obtidas também em coordenadas cilindricas,
porém podem ser decompostos em termos dos feixes Hermite-Gauss que sao solugoes em

coordenadas cartesianas. O estudo dos feixes Laguerre-Gauss serd desenvolvido adiante.

1.4 Feixes Laguerre-(Gauss

Uma solugao obtida ao resolver a Eq.(1.61) em coordenadas cilindricas, usando a técnica
de separacao de varidveis em r e ¢, ¢ a amplitude complexa dos feixes Laguerre-Gauss

que pode ser escrita da seguinte forma,

Cnlr8:9) = gy (W@))lﬁé <W2—<>> o (_W—H)

- ilp+i(l+2p + 1)((2)] . (1.62)

r

2R(z)

X exp [—ik’z —k
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Figura 1.5: Frente de onda dos feixes Laguerre-Gauss para ordem zero e ordens superiores
[18].

A Eq.(1.62) corresponde a um feixe viajando ao longo da dire¢go z. Onde p > 0 é
o indice radial (nimero de anéis = p + 1) e [ ¢ o indice azimutal (ou carga topoldgica)
e L] & o polinomio de Laguerre generalizado; W (z) é a cintura do feixe, R(z) o raio de
curvatura da frente de onda, ((z) a fase de Gouy e W, ¢ a cintura do feixe em z = 0, e

sao dados respectivamente por:

W(2) = Wo, 1+ = (1.63)

R(z) = » {1 + (ZR)Q} (1.64)

C(2) = tan™? i) (1.65)
ZR
Wy = % (1.66)

zr € o comprimento de Rayleigh,

on = ”VAVO (1.67)

Em z = 0, a fase do feixe é simplesmente descrito por l¢. Para [ = 0 o feixe é
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gaussiano, a onda é plana e a fase é constante; para [ # 0 a onda é helicoidal e a fase

™
IS

Figura 1.6: Distribuigdo de fase de um feixe Laguerre-Gauss com carga topoldgica (a)
[=0,(b)l=1,(c)l=2e(d) ] =3.

varia de —m a 7.

Na Fig. 1.5 temos a representacao das frentes de onda e na Fig. 1.6 e representacgao
da fase para o feixe Laguerre-Gauss com a carga topolégica [ =0, 1, 2 e 3.

A intensidade do feixe Laguerre-Gauss é uma fungao de r e z, uma vez que ele é
simétrico circularmente. Feixes de luz que possuem uma fase azimutal de exp(—il¢),
como ¢é o caso dos feixes Laguerre-Gauss, possuem uma frente de onda em forma de
hélice. O MAOQO destes feixes é proporcional a [. A presenga deste tipo de fase faz com que
para [ # 0, o feixe apresente uma singularidade de fase, ou seja, o feixe tem intensidade
zero no centro e tem-se um padrao de intensidade anelar [23], conhecido como vértice

6ptico, como ilustrado na Fig. 1.7.
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(b)

Figura 1.7: Perfil de intensidade de um feixe Laguerre-Gauss (a) [ = 10 e (b) [ = 20, em
ambos os casos p = 0.

Os feixes Laguerre-Gauss podem ser decompostos em termos dos feixes Hermite-Gauss,
0s quais também sao solucao da equagao paraxial. Entretanto, diferentemente dos feixes
Laguerre-Gauss, sao deduzidos em coordenadas cartesianas e nao pussuem MAO. A am-

plitude complexa dos feixes Hermite-Gauss é:

Wo V2y V2o
Unn(®,y,2) = Apn {W(z)} Hy [W(z)] Hon [W(Z)

:c2—|—y2

2R(z)

X exp {—z’kz — ik +i(m+n+ 1)@)} , (1.68)

onde A,,, é uma constante de normalizacao, H,, e H, sao os polinomios de Hermite,
W(z), R(z), ¢(2) e Wy sao dados por (1.63), (1.64), (1.65) e (1.66), respectivamente. Os
indices (m,n) sao relacionados com os indices (p,[) por | = |m —n| e p = min(m,n), a
ordem do feixe Hermite-Gauss (HG,,,,) ¢ definida por N = m +n. Algumas distribui¢oes

de intensidade para os feixes Hermite-Gauss sao mostrados na Fig. 1.8.
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Figura 1.8: (Colorido) Distribuicoes de intensidades dos feixes Hermite-Gauss: (a) HG1g
(b) HGOl (C) HGH e (d) HG21 [4]

1.5 Conclusao

Neste capitulo iniciamos nosso estudo sobre momento angular da luz. Vimos que podemos
decompd-lo em duas componentes, uma é o momento angular de spin (ou momento angu-
lar intrinseco), que esté associado aos estados de polarizagao da luz, e 0 momento angular
orbital, o qual estd associado a fase azimutal do feixe. Depois, prosseguimos com a aproxi-
macao paraxial e vimos que um feixe de luz linearmente polarizado possuindo uma fase
azimutal de exp(—il¢) possui MAO bem definido na dire¢ao de propagagao. Finalizamos
vendo que os feixes Laguerre-Gauss com carga topoldgica diferente de zero possuem vor-
tices Opticos e também obedecem a equagao paraxial em coordenadas cilindricas. Além
disso, podem ser decompostos em termos de feixes Hermite-Gauss, os quais igualmente aos

feixes Laguerre-Gauss obedecem a equacao paraxial, porém em coordenadas cartesianas.
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2 Difracao da Luz

2.1 Introducao

Difracao é a dispersao da frente de onda do feixe que ocorre sempre que a luz se propaga.
O efeito de difracao é evidenciado quando a luz é transmitida por orificios ou obstédculos
cuja dimensao ¢ da mesma ordem de grandeza que o seu comprimento de onda.

A 6ptica de Fourier é uma poderosa ferramenta usada para investigar como um sinal
6ptico ¢ afetado por sistemas 6pticos (aberturas e lentes). Através desta formulagao
matematica podemos entender qualitativamente vérios fenomenos fisicos relacionados com
difracao sem entrar em detalhes no problema que estd sendo estudado, por exemplo, sem
examinar a direcao de cada raio da luz que incide em uma abertura.

As caracteristicas essenciais do fendmeno de difracao podem ser explicadas qualitati-
vamente pelo principio de Huygens. Este principio determina que a propagacao da onda
pode ser estabelecida assumindo que cada ponto na frente de onda atua como uma fonte
de onda secundaria que espalha a luz em todas as dire¢oes. Sendo agora o envelope de
todas as ondas secunddrias a nova frente de onda.

Neste capitulo, faremos uma abordagem mais quantitativa ao invés de uma aplicagao
direta do principio de Huygens. Utilizaremos algumas aproximacoes, que sao referidas
como aproximagoes de Fresnel e Fraunhofer. Nesta parte da dissertagao vamos trabalhar

apenas com a aproximagao de Fraunhofer para alguns casos de difragao por aberturas. E
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por fim abordaremos alguns trabalhos recentes envolvendo a teoria de difragao de Frau-

nhofer utilizando feixes contendo MAO.

2.2 Teoria inicial

Antes de iniciar o tratamento de difracao consideremos alguns célculos iniciais que servirao
de base para desenvolver a teoria de difracao. Estes cdlculos serao utilizados para intro-

duzir as notagoes do capitulo.
2.2.1 Teorema de Green

Para calcularmos a perturbacao éptica U em um ponto de observacao no espago, faremos
uso do teorema de Green. Este teorema estabelece que se U e G sao quaisquer duas funcoes
escalares ao longo de uma curva fechada, S, satisfazendo as condigoes de continuidade e

que suas primeiras e segundas derivada possuam valores 1inicos, entao a seguinte igualdade

¢ valida [24]:

///(GVQU—UV2G)dv:// (G?—Z—U?—i)ds (2.1)

A integral do lado esquerdo inclui o volume V' dentro da superficie e a integral do lado
direito extende-se sobre qualquer superficie fechada S e a% significa a derivada parcial na
direcao normal externa em cada ponto sobre S.

Considere um ponto de observacao P e uma superficie S ao redor deste ponto, como
indicado na Fig. 2.1. Nosso objetivo é determinar a perturbg¢ao éptica no ponto P em
termos dos valores na superficie S. Para isso, vamos escolher como uma funcao GG uma
onda esférica de amplitude unitdria. Assim, o valor de G em um ponto arbitrério P, é
dado por:

exp(tkry)

G(P)=——, (2.2)

onde 71 é o comprimento do vetor 77 apontando apartir de P para P;.
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Figura 2.1: Superficie de integracao.

Para que a Eq.(2.2) possa realmente ser usada no teorema de Green, a funcao G deve
ser continua dentro de todo volume fechado V. Para excluir a descontinuidade no ponto
P, uma pequena superficie esférica S,, de raio p, é feita em torno deste ponto. O volume
de integragao V estd entre S e S,, com a superficie de integracao S’ sendo composta das

superficies S e S,

S'=5+8, (2.3)

esta situacao é ilustrada na Fig. 2.1. A componente normal externa aponta para fora da
superficie no sentido de S e para dentro (em direcao a P) sobre S,.
Dentro do volume V', as perturbagoes G e U devem satisfazer a equacao de Helmholtz
[Eq.(1.58)], ou seja,
V3 + E*x = 0.
Substituindo G e U na equacao de Helmholtz e aplicando os resultados no lado esquerdo

do teorema de Green, temos:

// (GVU-Uv*G)d // (GUK* — UGK?) dv = 0. (2.4)

J] (628 -8 - 29
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ou se levarmos em conta a FEq.(2.3),

[ (e

Substituindo agora a Eq.(2.2) na Eq.(2.6) e resolvendo somente o termo em relagao a z,

pois para as direcoes y e z os calculos seguem de forma andloga, tem-se,

2 2
oG _ ﬁ(§G> < 0 exp(ik\/22+y*+ =z )

on or /a2 +y2+ 22
ik 1 SN
= | exp(ikry) — — exp(ikry) | 71 cos(n, 771), (2.7)
rt ri

—  — ~
Nos célculos acima consideramos o termo da derivada normal, % =nyv ey = z% +
ja% + k%, onde 7, j e k sao os vetores unitarios nas direcoes x, y e z respectivamente. De

forma geral:
0G(P1)  exp(ikry)
on ry

cos(R, 1) (m - i) | (2.8)

1

~ ~ — R ~
onde a fungdo cos(m, 771) representa o cosseno do angulo entre a normal externa 7 e o

vetor 7';. Para um caso particular de P, sobre S,, cos(n, 7'1) = —1, as Eqgs.(2.2) e (2.8)
tornam-se:
exp(ik
G(p,) = Z2Uh) 29)
P
e

G (Py) (1 ~ m) exp(ikp) (2.10)

o \p p
Sobre a esfera no interior da superficie de integracao (veja Fig. 2.1) r = p, e assim

podemos escrever:

B o exp(ikp) OU 0 exp(ikp)\
// (Gan st )ds—//( e g B a2
Sp

onde df2 é o elemento de angulo sélido sobre a esfera centrada em P, e p2d(Q é o elemento

de drea correspondente. No limite em que p torna-se muito pequeno e devido a condigao

Instituto de Fisica - UFAL



2.3 Formulacao de Kirchhoff 40

de continuidade de U (e suas derivadas) em P, podemos escrever,

lim // (Ga—U _yd¢ )d —  lim 47p? exp(ikp) OU(P) U(P) (1 _Z-k> exp(ikp)
p—0 p—0 p on P 0

// (G——U )d = 4xU(P). (2.12)

Substituindo a Eq.(2.12) na Eq.(2.6), levando em conta que ja fizemos uso do sinal

L // { {exp zkﬁ)} i [%ﬁ'f“)]}d& (2.13)

A Eq.(2.13) é conhecida como teorema integral de Kirchhoff [25], relaciona o valor de

negativo, teremos:

qualquer fun¢ao de onda escalar em qualquer ponto P dentro de uma superficie fechada
arbitrdria com o valor da funcao de onda na superficie. Na aplicacao do teorema de
Kirchhoff para difragao, a fungao de onda U [na Eq.(2.13)] é conhecida como perturbagao

optica.
2.3 Formulacao de Kirchhoff

Consideremos agora uma abertura de forma arbitréria que produz o padrao de difracao
em uma tela. Esta abertura é feita sobre uma placa plana que divide uma superficie S
em duas partes. Assumimos que uma onda atinge a abertura, e calculamos o campo logo

atrds desta. Esta formulagao permitird obter a férmula de difragao de Fresnel-Kirchhoff.
2.3.1 Condicoes de contorno de Kirchhoff

Expressemos a perturbacao em P em termos da perturbacao e de suas derivadas normais

sobre um plano, 51, logo atrds da tela. Esta situagao estd ilustrada na Fig. 2.2.

1 oU oG
S1

Instituto de Fisica - UFAL




2.3.1 Condigoes de contorno de Kirchhoff 41

Abertura | S

~ \
n
p

Figura 2.2: Representacao de difracao por tela plana na formulacao de Kirchhoff.

A tela é opaca, exceto na abertura. Portanto, é razodvel considerar que a maior
contribuicao para a integral da Eq.(2.14) surge para pontos localizados dentro da abertura.
Assim podemos estabelecer duas condigoes [1]:

(1) A funcado de onda U e sua derivada ‘g—g se anulam em todos os pontos logo atras
da abertura, exceto sobre a abertura;

(2) Os valores de U e g—g na abertura sao iguais aos valores da onda incidente na
auséncia de quaisquer telas ou obstéculos.

Estas condigoes sao conhecidas como condi¢oes de contorno de Kirchhoff. A primeira

hipétese nos permite desprezar toda superficie de integracao exceto a abertura. A segunda

nos permite determinar a perturbagao na abertura, desprezando a tela. Assim a Eq.(2.14)

[

a integral agora é somente sobre a abertura na tela. Porém a validade das condicoes de

se reduz a:

contorno de Kirchhoff é limitada. Pode-se mostrar que, para a equacao de Helmholtz

U

[Eq.(1.58)], da mesma forma que para a equagao de Laplace, que, se U e dn sao ambos

nulos sobre qualquer superficie finita, entao U = 0 em todos os pontos do espaco. Assim,
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a Unica conseqiiéncia matematicamente correta da primeira condi¢ao de Kirchhoff é a de
que o campo difratado se anula em qualquer ponto. Isto, porém, nao é coerente com a
segunda condicao. Essa inconsisténcia foi solucionada por Sommerfeld como veremos na

secao seguinte.
2.3.2 Foérmula de difracao de Fresnel-Kirchhoff

Podemos simplificar a expressao para U(P) observando que a distancia r; a partir do
ponto de observacao & abertura ¢ muito maior que o comprimento de onda, e assim, uma

vez que k > 1/r a Eq.(2.8) torna-se,

exp(ikry) (2.16)

oG 1) >~ jkcos(R, 7'1)

on T

Substituindo as Egs.(2.16) e (2.2) para G na Eq.(2.15), temos:

UP) = / / {aUeXp ihr) Uikcos(ﬁ,?l)w] ds

(&

1 exp(tkry) 8_U_ . N
— 47//—701 l@n Uik cos(n, r 1)] ds. (2.17)

Suponha agora que a abertura seja iluminada por uma inica onda esférica,

Up exp(ikrs)

U(P) = (2.18)

T2

onde Uy é amplitude da onda. A onda surge a partir de uma fonte em um ponto P, a

uma distancia o de P, (veja Fig. 2.3). Substituindo a Eq.(2.18) na Eq.(2.17), temos

U(P) = ﬁ / / %’f“) {3 [UO exp(ikrs) } _ Y% eXp(im)ikcos(ﬁ,?l)} ds. (2.19)

on 9 Ty

E interessante notar que a derivada normal do lado direito da Eq.(2.19) é calculada da

mesma maneira que em (2.16), logo:

/ / exp(ik(ry +11)) lcos(ﬁ?l) - COS(@??)] is. (2.20)

ToT1 2
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A integragao ¢ somente sobre a abertura. A Eq.(2.20) ¢ conhecida como férmula de

difracao de Fresnel-Kirchhoff, a qual se aplica somente para uma unica fonte pontual.

7
I
P2

Figura 2.3: Fonte pontual iluminando uma tela plana.

Notemos que a Eq.(2.20) é simétrica com relagao a fonte pontual e o ponto de obser-
vacao. Assim uma fonte pontual em P produzird em P, o mesmo efeito que uma fonte
pontual de igual intensidade em P, produzird em P.

Podemos reescrever a Eq.(2.20) como:

U(P) = //U’(Pl)mczs (2.21)

r

onde

U'(P)

1 lUO exp(ikrz)] lcos(ﬁ,?l) - cos(ﬁ,?z)} . (2.22)

- a T2 2
A amplitude U’(P;) da fonte secundéria localizada em P; é proporcional a amplitude

[ Up exp(ikra)

- } da onda incidente em P;. Porém a amplitude secunddria difere da amplitude

da onda incidente por dois fatores. Primeiro, pelo fator 1/\. Segundo, a amplitude é

cos(M, 7 1)—cos(N, T 2

reduzida pelo fator de obligiiidade L. Observe também que a existéncia
do fator —i significa que a fase da fonte secunddria estd deslocada 90° com relagao a fase
da onda incidente.

Os célculos acima foram restringidos para o caso de uma abertura sendo iluminada

por uma unica onda esférica. Tal limitagao, como veremos a seguir, pode ser removida

pelo uso da teoria de Rayleigh-Sommerfeld.
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2.4 Formulacao de Rayleigh-Sommerfeld

Existe certa inconsisténcia na teoria de Kirchhoff. As dificuldades estao nas condigoes de
contorno impostas na distribuicdo de campo e na sua derivada normal [26], como visto
na secao anterior. Essa inconsisténcia foi solucionada por Sommerfeld, no qual eliminou
a necessidade das condigoes de contorno impostas sobre a perturbacao e sua derivada

normal [26].
2.4.1 Difracao segundo a formulacao de Rayleigh-Sommerfeld

Se tomarmos a Eq.(2.14) e supormos agora uma fungao para teoria de Kirchhoff modificando-
a de tal maneira que as condigoes impostas para obtengao da Eq.(2.14) permanegam vali-
das, e além disso, tanto G quanto % desaparecam sobre a superficie S7, a necessidade de
impor simultaneamente condigoes de contorno tanto sobre U quanto g—g deve ser removida

e conseqiientemente a inconsisténcia da teoria de Kirchhoff anulada [27].

P ry
\V’P
n

Figura 2.4: Difragao por uma tela plana para a formulagao de Rayleigh-Sommerfeld.

Sommerfeld mostrou que fungoes com as propriedades necessdrias exigidas acima real-
mente existem. Vamos supor que G seja gerado nao s6 por uma fonte pontual em P, mas
também por uma fonte secunddria em uma posicao P o qual é um espelho de P localizado

do lado oposto da tela, como mostrado na Fig. 2.4.
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Consideremos que a fonte em P tem o mesmo comprimento de onda que em P, e
vamos supor que as duas fontes estao oscilando com uma diferenca de fase de 180°. Neste

caso a fungao de G é dada por:

G(P) = expgm) - expglkm (2.23)

onde 71 ¢ a distancia a partir de P a P,. Derivando a Eq.(2.23) da mesma maneira que

em (2.7) temos,

O _ cos(i, 71) (m - l) PR _ osi, 71) (zk - i) explkTY) (5 oy

on 1 71 2 2

Sendo que para P localizado atrds da tela na superficie S; temos:

T = ?1 (225)

—~

cos(n, 71) = —cos(n, T 1), (2.26)
usando as duas relacoes anteriores, as Eqgs.(2.23) e (2.24) sobre S} no ponto P; se tornam,
G'(P) =0 (2.27)

oG" /. 1\ exp(ikr)
5 = 2cos(n, 7'1) <zk: 7”1) E— (2.28)

Desta maneira a funcao G’ desaparece sobre toda a superficie ;.

Substituindo as Eqs.(2.27) e (2.28) em (2.14), temos:

r

U(P) = % / / U(PI)M cos(R, 71)ds (2.29)

a integral é somente sobre a superficie S;. Assumindo que r; > A, podemos aplicar as

condicoes de contorno de Kirchhoff somente para U , obtendo assim o resultado geral:

U(P) = % / / U(Pl)w cos(7, 71 )ds. (2.30)

T
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A integral na equagdo anterior é somente sobre a abertura. Uma vez que nenhuma
condicao de contorno é necessdria ser aplicada sobre g—ln], vemos que a inconsisténcia na
teoria de Kirchhoff agora nao existe mais.

Assim como fizemos na formulagao de Kirchhoff, supomos que a abertura seja ilumi-

nada por uma tnica onda esférica localizada em P,. Entao:

U(P) = M, (2.31)

)

substituindo a Eq.(2.31) em (2.30) obtemos:

U(p) = %// exp(ik(rz + 1)) cos(n, 7'1)ds. (2.32)

TraT

A Eq.(2.32) é conhecida como a férmula de difra¢io de Rayleigh-Sommerfeld, a integracao
é feita sobre toda abertura. Notemos que a diferenca entre as Eqs.(2.32) e (2.20) é somente

no fator de obligiiidade.

2.5 Difracao de Fresnel e Fraunhofer

Nas secoes anteriores obtivemos os resultados da teoria de difracao escalar da sua forma
mais geral. Agora estudaremos duas aproximacoes conhecidas como difracao de Frau-
nhofer e Fresnel. No primeiro caso a distdncia entre o objeto difratante e a tela de obser-
vacao é suficientemente grande e o padrao de difragao formado passa a depender somente
da diregao de observagao. Ja no segundo caso a distancia entre o objeto difratante e a tela
de observacao nao é excessivamente grande e o padrao formado preserva a semelhanca do

objeto [28].
2.5.1 O principio de Huygens-Fresnel

Segundo Huygens, cada ponto de uma frente de onda comporta-se como uma fonte pun-

tiforme, gerando ondas secunddrias, conforme Fig. 2.5.
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2.5.1 O principio de Huygens-Fresnel 47

Vamos considerar uma abertura localizada em uma tela sendo iluminada por uma luz
monocromética na diregao z, como pode ser visto na Fig. 2.6. Consideremos que a tela
onde estd a abertura seja plana sobre um sistema de coordenadas cartesianas (x,y), e que
a tela de observacao também seja plana, estando paralela ao plano da tela da abertura
a uma distdncia normal z. O sistema de coordenadas da tela de observacao é dado por

X0, Yo, paralelo com o plano x,y e o eixo z passando através da origem dos dois sistemas.

Frente de onda

déri
Frente de onda \ . SEa
\ —
|
Fonte secundaria .
—_—, / < Diregdo de
/ propagacao

\ Nova frente de

onda
Figura 2.5: Principio de Huygens-Fresnel [29].

Consideremos a Eq.(2.32) para a amplitude do campo no ponto (g, yo) escrita como,

U, ) = / / (w0, yo; 2, 9)U (&, ) ddy (2.33)
onde
1 exp(ik
h(x()v Yo; T, y) = aw COS(ﬁ, ?1) (234)
1

e a distancia r; é dada por,

ri=/(z0 — )2 + (yo — )% + 22 (2.35)

De acordo com as condigoes de contorno de Kirchhoff, U(x,y) é zero fora da abertura.

Assim podemos calcular U(zg, 1) como,

Uiz, yo) = / / W0, 40; 7, 9)U (&, y)ddy. (2.36)
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Abertura Xo

L P

Figura 2.6: Geometria de difragao.

Vamos supor que a distdncia z, entre a abertura e o plano de observacao, é muito
maior do que o tamanho da abertura. Além disso, assumiremos também que o plano
de observacao de interesse é somente uma regiao finita sobre o eixo z, e que a distancia
z é muito maior do que o tamanho desta regiao. Com estas consideracoes o fator de

obliqiiidade poder ser aproximado para,

I

cos(n, 7'1)

1. (2.37)

Sob tais consideragoes podemos ver que o fator 71 no denominador da Eq.(2.34) nao difere

de maneira significativa da distancia z, com isso a Eq.(2.34) fica:

1 exp(ikry)

2.38
A z ( )

h($07 Yo, X, y) =

O fator r; no exponencial nao pode ser substituido por z, pois os erros resultantes
seriam multiplicados por um niimero k£ muito grande, e por conseqiiéncia geraria um erro

de fase muito maior que 27 radianos.
2.5.2 Aproximagao de Fresnel

Quando os padroes de difracdo sdo obtidos utilizando uma fonte de luz e/ou uma tela
de observacao a uma distancia finita a partir da abertura difrativa ou outros obstdculos

quaisquer chamamos de difragao de Fresnel [30].
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Agora vamos tentar expressar o principio de Huygens-Fresnel de uma maneira mais
simples, introduzindo aproximagcoes para a distancia r; entre P e Fy. Vamos fazer as
aproximagoes utilizando a expansao binomial na Eq.(2.35). Seja |¢| < 1 e consideremos a

expressao v/ 1 + ¢. A expansao binomial da raiz quadrada é dada por:

1 1, 1 )
Vite=14c—=+—c - — 1 9.
te=1+3c 8C + 160 128C + .. e < (2.39)

Para aplicarmos o teorema binomial vamos reescrever a Eq.(2.35) retirando o fator z

para fora da raiz quadrada,

r :z\/<x°;m)2+ (yoz_y)2+1. (2.40)

Consideremos que a raiz quadrada na Eq.(2.40) possa ser aproximada pelo primeiro e
segundo termos da expansao binomial, assim

o —x\2 — 2 1 (zo—a\> 1 — 2
=2z 0 (27T s (2 o (LY (2.41)
z z 2 z 2 z

A expressao (2.41) é conhecida como aprozimacao de Fresnel. Assim nés podemos escrever

a Eq.(2.38) da seguinte maneira:

h(2o, Yo; T, y) = %ﬁgz) exp {g [(z0 — 2)* + (Yo — »)?] } (2.42)

Quando a distancia z é suficientemente grande para que esta aproximacao seja precisa, o
ponto de observacao estd na regiao de difracao de Fresnel.

Substituindo a Eq.(2.42) em (2.36) obtemos a expressao para a distribui¢do de campo

U(»"Uo,yo)i

U(xo, yo) exlz)\zzkz // T,y) exp {;k (g — )% + (yo — y)2]} dxdy. (2.43)

Resolvendo o termo quadrético no expoente teremos,
exp(ikz) exp [2 (23 + y) i ik
Ul ) — 2 L8] [y e [ Kt 9

21

X exp l—x(xox + yoy)] dxdy. (2.44)

Instituto de Fisica - UFAL



2.5.3 Aproximagao de Fraunhofer 50

Os fatores que estao fora da integral sdo independentes de z, y, e a fungao U(xg, yo) pode
ser encontrada apartir da transformada de Fourier de U(z, y) exp [ (22 + y?)] [Eq.(2.44)],
expressa em termos das freqiiéncias espaciais f, = xo/\z, f, = yo/Az.

Ao realizarmos a transformada de Fourier da Eq.(2.42) encontramos a funcao trans-

feréncia que é dada por:

H(fu, fy) = exp(ikz) exp [—imAz(f2 + f])] - (2.45)

Esta descreve os efeitos de propagacao na regiao de difracao de Fresnel. A funcao transfe-
réncia, H(f,, f,), ¢ uma funcao complexa simetricamente circular de freqiiéncias espaciais
fz e f,. A primeira exponencial em (2.45) representa um atraso de fase global, jd a se-
gunda exponencial representa uma dispersao de fase com uma dependéncia quadratica na
freqiiéncia.

Utilizando a Eq.(2.43) podemos escrever a distribuicao de intensidade I(xg,yo) =

\U (g, 10)|? a uma certa distancia z,

2

o= () |/ / o) exp { 5 1o = 0+ (0 = ) pdody| . (20)

2.5.3 Aproximacao de Fraunhofer

Quando os padroes de difragao sao obtidos utilizando uma fonte de luz e uma tela, afas-
tadas a uma distancia suficientemente grande da abertura obtém-se o que chamamos de
difracao de Fraunhofer.

A difragao de Fraunhofer é muito mais simples de ser tratada teoricamente do que a

de Fresnel. Se fizermos a suposicao,

k(:L’Q + y2)ma$

Z> 5 , (2.47)

o fator de fase quadrdtico vale aproximadamente 1 sobre a abertura, e encontramos a

distribuigdo de campo diretamente a partir da transformada de Fourier da distribuicao
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da abertura. Assim na regiao de difracao de Fraunhofer:

exp(ikz)exp [E£ (22 + 2 i 21
o, ) = SBR[ [y, gy [ 20 g 4| . 2.9

Com excecao dos termos fora da integral a Eq.(2.48) expressa a transformada de Fourier
da distribuicao da abertura, podendo ser calculada utilizando o espaco das freqiiéncias
fo = w0/Az, £y = o/ A=

Notemos que esta aproximagao nao apresenta funcao transferéncia que possa ser as-
sociada com a aproximacao de Fraunhofer. Porém, a difracao de Fraunhofer é apenas um
caso limite da difracao de Fresnel, assim a fungao transferéncia (2.45) é vélida em ambas

as aproximacoes.

2.6 Padroes de difracao de Fraunhofer

Nesta se¢ao, apresentaremos uma técnica matemdatica usual para estudar as propriedades
de propagacao do plano de onda. Esta técnica é baseada na representacao do campo
eletromagnético como uma transformada de Fourier, e sua formulacao é conhecida como
optica de Fourier. Consideraremos agora alguns exemplos de difracao de Fraunhofer.
Um arranjo experimental normalmente usado para observacao do padrao de difracao de
Fraunhofer é mostrado na Fig. 2.7. A abertura é iluminada por uma fonte pontual de luz
monocromadtica e coerente que é colimada por uma lente. Uma segunda lente é colocada

atrds da abertura para focalizar o feixe.
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/ —_—
Fonte\
P —

Lente Lente
colimadora focalizadora

Figura 2.7: Arranjo para observagao da difracao de Fraunhofer.

2.6.1 Fenda simples

Trataremos de difracao por fenda simples como um caso unidimensional. Vamos assumir
que a fenda tenha comprimento L e largura 2a. Como pode ser visto na Fig. 2.8.

Consideremos a fenda simples com uma func¢ao transmitancia dada por,

t(z) = rect (—) = (2.49)

T\ 1 —a<zx<a
a

0 outros casos

Figura 2.8: Fenda simples.

Se a abertura for iluminada por uma onda plana monocromética de amplitude unitéria,

a distribui¢do de campo na abertura ¢é igual a fungao transmitancia. Usando a Eq.(2.48),
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porém somente em uma dimensao podemos escrever a distribuicao de campo na abertura

da seguinte maneira,

) ik (.2 n ¥
Ulzo, yo) = exp(ik2) exp [ Z(% +y0)] /Tect (m

. 271
e 5) exp(tk,x) exp [_E%x] dz, (2.50)

—00

k, ¢ uma das componentes do vetor de onda. Como a integral tem valor diferente de zero

somente dentro da abertura podemos escrever:
c [ omi
Uz, y0) = %/exp lzkxx — )\i:xoxl dr, (2.51)

sendo C' = exp(ikz) exp [2(z% + y2)]. Resolvendo a integral na Eq.(2.51), obtemos:

2aC 2
= —si ky — — 2.52
U(xo, Yo) e SlHC( x )\Zﬂfo), (2.52)
onde sinc(z) = % Fazendo o médulo ao quadrado da distribuicao de campo da

Eq.(2.52) obtemos o padrao de intensidade para uma fenda simples dado por:
(0, 0) = |U (o, ) = (2= " sinc - (2.53)
0, Yo 0, Yo I oo

/1o

-n -5 5 T B

(@) (b)

Figura 2.9: (a) Padrao de difragao de Fraunhofer e (b) secao de corte ao longo do eixo z
produzidos por uma fenda simples [31,32].

marm imi in — Ly u To — maxi r
Se tomarmos o limite de sinc(k, 2/\”; 0 ando xg 0 obtemos o méximo central

do padrao de intensidade. A funcao seno possui valor zero em muiltiplos inteiros de 7, ao
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considerarmos isso encontramos os minimos do padrao de difracao. Assim o padrao de
difracao consiste de uma franja central clara e franjas laterais escuras. Na Fig. 2.9 temos o
padrao de difracao de Fraunhofer e a secao de corte ao longo do eixo x produzidos por uma

fenda simples, onde I/Ij é a intensidade normalizada sendo Iy = (%)2 ef = (kzx - i—’;xo) .
2.6.2 Fenda dupla

Vamos considerar uma abertura consistindo de duas fendas paralelas e unidimensionais,
cada uma de largura a e separadas por uma distancia i (Fig. 2.10). Usando novamente a
Eq.(2.48), e considerando uma onda plana monocromatica de amplitude unitédria incidindo
sobre a abertura, a distribui¢ao de campo na abertura serd igual a funcao transmitéancia,

podemos escrever a distribuicao do campo da seguinte maneira:

a/ .
27

C x .
U(zo,y0) = By /rect (5) exp(ik,x) exp |:—EI'()ZL':| dx
0

h+a
x , 2mi
+/rect (5) exp(ik,x) exp {—Exox} dx » (2.54)
h

ik
2z

) = e o (- 2)] -

onde C = exp(ikz) exp [2(23 + y3)]. Resolvendo as integrais em (2.54) obtemos,

Y
9
X [1+exp [z <kx — ﬂ) hH ,
Az
fazendo 25 :(k — %xo) ae 2y = (kz — ?\—’;xo) h. Obtemos a seguinte expressao para

distribuicao de campo na abertura:

(2.55)

U (0, y0) — 2aC exp(Bi) exp(7i) [Siﬂ(ﬁ) cos(y)} |

1Az 15}
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Figura 2.10: Fenda dupla.

A intensidade correspondente a essa distribuigdo de campo [Eq.(2.55)] ¢ dada por:

o) =10l = (32) (2242 o) (256)

. 2
O fator (%) jé o encontramos para a fungao de distribuigao de uma fenda simples.

O que vemos é que este fator constitui um envelope para as franjas de interferéncia dadas
por cos?(y). Temos na Fig. 2.11 uma sec¢ao de corte feita em um padrao de interferéncia

para fenda dupla. As franjas claras ocorrem em multiplos inteiros de 7. Onde I/I; ¢é a

intensidade normalizada sendo Iy = (%)2, b= % (kx — %xo) aey= % (kx — %xo) h.

I()

Figura 2.11: Secao de corte em um padrao de interferéncia de uma fenda dupla [25].
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2.6.3 Abertura circular

Consideremos agora uma abertura circular unidimensional, de didmetro d. Deixemos r

ser a coordenada do raio no plano da abertura, assim:

t(r) = circ (#) . (2.57)

Devido a simetria circular do problema podemos reescrever a Eq.(2.48) como uma trans-
formada de Fourier-Bessel. Se r( for a coordenada radial no plano de observagao podemos
escrever,

Ury) = SR o (”;%) BIU ()] (258)

Para uma onda plana incidente de amplitude unitaria, temos que o campo transmitido

pela abertura é igual a funcao transmitancia, e também que,

o{on (32} - () 22

Assim substituindo a Eq.(2.59) em (2.58) a distribuigao de campo no padrao de Fraunhofer

sera:

Ulro) = exiiifz) exp (“;Zg ) <§)2 %j‘f), (2.60)

fazendo p = ro/ Az

_exp(ikz) ikrg\ (d ? Ji(mdro)\z)
Ulro) = iAz exp( 2z 2 dro/2Xz (2.61)

Escrevendo o médulo ao quadrado da Eq.(2.61) encontramos a intensidade na abertura

circular,

I(ro) = |U(ro)|* = (%)2 [2%} : (2.62)
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(a) (b)

Figura 2.12: (a) Padrao de difracdo de Fraunhofer (b) se¢ao de corte para uma abertura
circular [33,34].

Esta distribuicao de intensidade é conhecida como padrao de Airy. O grafico da dis-

tribuicao de intensidade é mostrado na Fig. 2.12, onde /I, é a intensidade normalizada

sendo [y = (%)2 ey = kdry/2z. O padrao de difragao é simetricamente circular e consiste

de um disco central claro rodeado por anéis circulares que diminuem de intensidade rapi-
damente. A drea central clara é conhecida como disco de Airy. E estende-se até o primeiro
anel escuro, cuja drea é dada pelo primeiro zero da fungao de Bessel, p = 3,832 [25]. O

raio angular do primeiro anel escuro ¢ dado por,

3,832 1,22\
1 0 . = ~ 9 263
o r d (2.63)

a Eq.(2.63) é valida para pequenos dngulos 0 e d é o didmetro da abertura.

2.7 Holografia

Holografia envolve o registro e a reconstrucao de ondas épticas [16]. O termo holografia
surgiu em 1949 com Dennis Gabor quando ele teve a idéia de registrar em uma placa
fotogréfica nao s6 a amplitude, mas também a fase de uma onda 6ptica incidente. Podemos
criar um holograma fazendo primeiro o registro da amplitude e da fase das frentes de onda,

por meio da interferéncia entre a luz vinda de um objeto (U,) e um feixe de referéncia
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(U,). Em seguida a reconstrugao das frentes de onda originais é feita a partir da incidéncia

do mesmo feixe de referéncia sobre o holograma ja formado.

oW

ﬂolograma
Objeto

(2) (b)

Figura 2.13: (a) Registro do holograma sobre uma placa holografica e (b) reconstrugao
da onda original pela iluminagao do holograma pela onda de referéncia [16].

Para ilustrarmos essa idéia vamos pensar em uma onda plana monocromética que faz
um angulo 6 com a normal do plano onde serd registrado o cédigo hologréfico proveniente
de uma onda objeto, U,(z,y) = exp(—ikxsinf). Usemos como feixe de referéncia uma
onda plana andloga a incidente e registremos o padrao de interferéncia no plano z = 0. A
soma das intensidades resultantes das duas ondas é registrada sobre a placa fotogrifica e
uma transparéncia de transmitancia de amplitude complexa ¢, proporcional a intensidade,

¢ feita (Fig. 2.13 (a)). A transmiténcia ¢, portanto,

t o |U,+ U = U+ U]+ UU, + UU
= L+1,+UU,+UU;

= I, +1,+2\/I.1,coslarg{U,} — arg{U,}], (2.64)

onde I, e I, sdo as intensidades das ondas objeto e referéncia, respectivamente. A
transparéncia, chamada holograma transporta o cédigo de informacoes da magnitude
e fase da onda objeto U,. Na visualizagao do holograma as franjas gravadas devido a

interferéncia das duas ondas, vao funcionar como uma rede de difracao. A principio a
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obtencao do padrao de intensidade segue as mesmas regras das fendas duplas, porém ela

é composta por N fendas.

tiow =10 () (V)

Se agora quisermos reconstruir a onda objeto, iluminamos o holograma com a onda
de referéncia utilizada para o seu registro (Fig. 2.13 (b)). O resultado ¢ uma onda com

amplitude complexa,

U = tU, x U, + U, + Uy, + UU*

= U.(I, + L) + UL, + UU} (2.65)

Os primeiros dois termos do lado direito da Eq.(2.65) representam a onda de referéncia,
modulada pela soma das intensidades das duas ondas. O terceiro termo é a onda original
multiplicada pela intensidade I,. da onda referéncia. Por fim, o quarto termo é uma versao
conjugada da onda original modulada por UZ.

Se a onda de referéncia for uma onda plana uniforme, U, = /I, exp(—ikz) se pro-
pagando ao longo do eixo z, entao no plano z = 0 é constante e independe de z e y.

Dividindo a Eq.(2.65) por U, = /I, temos,

U(z,y) o< I + 1o(z,y) + VLU (z,y) + VLU (2, y). (2.66)

O primeiro termo da Eq.(2.66) corresponde a uma onda plana viajando na diregao z, o
segundo termo corresponde a uma onda viajando na direcao z com uma pequena propa-
gacao angular. Enquanto o terceiro termo é proporcional a amplitude da onda original, o
quarto e 1iltimo termo é proporcional a amplitude da onda conjugada.

Podemos separar o sinal desejado, /I.U,(x,y), dos termos restantes da onda re-
construida para assegurar que suas freqiiéncias espaciais variem separadamente. De

modo que suas diregoes permanecam separadas consideremos a adicao de um portador,
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Us(x,y) = f(x,y) exp(—ikxsinf). Desta maneira a Eq.(2.66) fica,

Ulz,y) o I+ |f(@.9)]” + VI f(2,y) exp(—ikz sing)

/1, f*(,y) exp(+ika sin 0) (2.67)

O primeiro termo da Eq.(2.67) corresponde a uma onda plana viajando na diregao z, o
segundo termo é geralmente conhecido como termo de ambigiiidade. O terceiro termo é
uma réplica da onda objeto, o qual tem uma deflexdao na direcao #. A presenca do fator
de fase exp(+ikz sinf), no quarto termo indica uma deflexdo na direcao —6.

Um exemplo de equipamento utilizado para fazer holografia é o modulador espacial
de luz (SLM) que é um dispositivo que impoe uma variagao na modulagao espacial de
fase do feixe. A vantagem do SLM ¢ ter a possibilidade de controlar dinamicamente a
amplitude e a fase ou mesmo, os estados de polarizacao da luz [35]. A diferenca entre a
holografia clédssica e a holografia computacional, realizada com o uso do modulador de luz,
estd no processo de construcao do holograma. No primeiro caso, as frentes de onda sao
registradas em um holograma utilizando a interferéncia como processo de gravagao. No
segundo caso, o registro das frentes de onda sao feitos no holograma por meio de técnicas
computacionais. Em ambos os processos, a reconstrucao optica das ondas gravadas é
obtida pela difracao da luz. A Fig. 2.14 apresenta um fluxograma indicando a diferenca

entre os dois processos.

Holografia Classica

Processo de

Processo de gravacao: PP .
gravag —> | Holograma| —> | Teconstrugao: |—|  QOpjeto

; —
Objeto Interferéncia Difracdo

Holografia Computacional

N Processo de
- Processo de gravagdo: Holograma reconstrucio: -
Objeto Codificagdo do holograma gerado por poTusao: Objeto
Difragao
computador

Figura 2.14: Fluxograma para comparacao da holografia cldssica e computacional.
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2.8 Difracao com luz possuindo MAO

Examinemos agora quais sao os efeitos de difracao observados quando utilizamos feixes
contendo MAO. Seja a Eq.(2.48) com uma pequena modifica¢do. Onde tinhamos o fator

que indicava uma onda plana incidindo sobre a abertura, temos o termo de vértice 6ptico

eXp(_Zl¢)7

exp(ikz) exp % 22 + 2 b , 21
U(zo,y0) = (tk2) i)\[; (=g yO)] //t(a;’)exp(—zlgb) eXp —)\—7;($0I+yoy) dxdy.

(2.68)
Onde t(z) é a funcao transmitancia para a abertura.

Os efeitos de feixes de luz com MAO propagando ao longo de aberturas tém sido
retratados em alguns trabalhos recentes. Sztul e Alfano [12] retrataram a interferéncia
por uma dupla fenda de Young de um feixe Laguerre-Gauss transportando MAQO. Os
feixes Laguerre-Gauss exibem interferéncia em razao da diferenca de caminho em adigao
a contribuicao de fase devido & estrutura da frente de onda, ocasionando assim uma
mudanca no padrao usual de fenda dupla, como veremos na Fig. 2.16. A variacao de fase

em toda a frente de onda ocorre ao longo das duas fendas (Fig. 2.15).

L |
X 0

Figura 2.15: Frente de onda de um feixe Laguerre-Gauss ao longo da dupla fenda, com a
singularidade de fase entre as fendas [12].

A diferenga de fase entre as fendas na direcao y é dada por,

Ad(y) = d2(y) — ¢1(y),
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onde a fase ao longo da fenda esquerda é ¢,(y) e a fase ao longo da fenda esquerda é
¢9(y). Logo o termo A¢(y) é adicionado a distribuigao de intensidade de interferéncia de

uma fenda dupla usual,

2

o cos? e + =
Ad 2

M T

I(x,y) o cos’ <g+A¢_(y)>
¢(y)

o

o

AW

(e) )

Figura 2.16: (a) e (c¢) Padroes de interferéncia da frente de onda de um feixe Laguerre-
Gauss incidindo sobre a dupla fenda. (b) Padrao de interferéncia de uma onda incidindo
sobre a dupla fenda. (d)-(f) Padrées de interferéncia experimentais obtidos para (d)
=41, (e) l=0e (f) l = —1 passando através da dupla fenda [12].

Ja no trabalho feito por Ghai et al. em 2009 [11] foi estudado o padrao de difragao
de um feixe éptico com MAO por uma fenda simples. Para uma onda plana uniforme,
a distribuicao de campo dentro da fenda é a mesma ao longo de todo o comprimento
da fenda e assim franjas em linha reta sao observadas no padrao de difracao. Devido
a dependéncia de fase azimutal e o padrao nao ter sido obtido no regime de Fourier, as
franjas de um feixe contendo vértice 6ptico sofrem um desvio continuo, enquanto passam
pelo centro do padrao e exibem um deslocamento da esquerda para direita ou da direita
para esquerda, dependendo do sinal da carga topoldgica do feixe (veja Fig. 2.17). Desta

forma o deslocamento das franjas no padrao de difracao podem ser usados para obter o
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valor e o sinal da carga topolégica.

(a) (b)

Figura 2.17: (a) Padrao de difracao de uma fenda simples de um feixe singular com carga
+1 e (b) padrao de difracdo de uma fenda simples de um feixe singular com carga —1 [11].

Kumar et al. [13] retrataram em um estudo as caracteristicas de difracao de um feixe
contendo vortice 6ptico ao passar através de uma fris, que representa uma abertura quase
circular, isto é, possue a forma de um hendecdgono regular. Eles estudaram também o
padrao obtido a partir de um feixe Gaussiano passando pela iris para comparéd-lo com o
padrao do feixe contendo MAO. Para isso utilizaram a Eq.(2.48) para gerar a distribuigao
de campo de uma onda plana e a Eq.(2.68) para um feixe contendo MAO. Apés realizarem
a difracao com feixe Gaussiano perceberam que em torno da borda da abertura formavam
circulos concéntricos claros e escuros e que apareciam vortices no centro. Todavia reali-
zando interferéncia com um feixe de referéncia confirmaram que estes nao eram vortices,
pois nao formou nenhuma bifurcacao ou espirais. No entanto, quando foi feito o mesmo
estudo s6 que agora incidindo um feixe contendo MAO perceberam que o centro do padrao
permaneceu sempre escuro e quando realizada a interferéncia com um feixe de referéncia
no centro do padrao formaram-se espirais, confirmando assim a presenca do MAO no feixe
e mostrando-se muito 1til para aplicagdes como armadilhas 6pticas. Na Fig. 2.18 (a) e
(b) temos imagens do padrao de difragdo experimental e teérico de um feixe Gaussiano

incidindo sobre a fris. J& na Fig. 2.19 sao mostrados os resultados tedricos e experimentais
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de um vértice 6ptico de carga topoldgica (I = 1) passando através da iris. O que podemos
notar a partir da franjas de interferéncia é que o vértice estd presente somente no centro
do feixe e mesmo apds a difracao através de um pequeno tamanho da abertura o voértice

nao sofre nenhuma perturbagao.

(@) o

Figura 2.18: (a) Imagem experimental (coluna da direita) e tedrica (coluna da esquerda)
de um feixe gaussiano passando através de uma iris. (b) Imagem experimental (coluna da
direita) e tedrica (coluna da esquerda) do padréo de interferéncia de um feixe gaussiano
passando através de uma iris com um feixe de referéncia [13].
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Figura 2.19: (a) Imagem experimental (coluna da direita) e tedrica (coluna da esquerda)
de um feixe contendo MAO com carga topoldgica, [ = 1, passando através de uma firis.
(b) Imagem experimental (coluna da direita) e tedrica (coluna da esquerda) do padrao de
interferéncia de um feixe contendo MAO com carga topoldgica, [ = 1, passando através
de uma iris com um feixe de referéncia [13].

Outro trabalho bastante interessante foi realizado por Hickmann et al. [10] que mostraram
como a difracao de um feixe com frente de onda helicoidal por abertura triangular produz
no plano de campo distante uma rede triangular correlacionada com a carga topoldgica [,
para tal fizeram uso da Eq.(2.68). Eles utilizaram um argumento qualitativo para analisar
o efeito da fase azimutal sobre as bordas da abertura, analisando cada borda separada-
mente. A partir do vértice éptico e #?, obtiveram uma aproximacao vélida ao longo de

qualquer uma das bordas,

¢(x) = arcsin (W) (2.69)

onde x é uma coordenada com origem no centro da fenda e varia de [—%, %] eaéo

tamanho de cada lado do tridngulo. Fizeram uso somente do primeiro termo da expansao

de Taylor, e aproximaram as bordas do tridngulo para fendas infinitamente finas que
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pudessem ser tratadas como uma delta de Dirac, ignorando a variacao de amplitude do
campo. Ao fazer isto eles encontraram uma expressao bastante simples para o campo ao
longo da fenda, sendo possivel a resolucao da integral para a difracao de Fraunhofer ao

longo de uma fenda com feixe contendo MAO,

i2v/3mx —
Egit(ks, ky) ~ /5(9) exXp <T> exXp <—Z ki ?J_> dxdy

=5 (k - Nj””‘)

Na Fig. 2.20 podemos ver o padrao de difragdo formado quando o feixe com MAO passa

através da abertura triangular, notemos que o valor de [ ¢ diretamente relacionado com os
pontos externos da rede formando o tridngulo. A carga total é dada por [ = N — 1, onde
N é o nimero de pontos de qualquer lado do tridngulo. Desta forma eles demonstraram

um método simples para obter a magnitude e o sinal da carga topoldgica.

=1 =2 =3
Teoria
H

Experimento

Figura 2.20: Resultados para a difracao de um feixe de luz possuindo MAO passando
através de uma abertura triangular. Resultados teéricos (parte superior) e experimentais
(parte inferior) para [ variando de 1 até 3. No interior do resultado teérico de [ = 1 tem-se
a orientagao da abertura triangular [10].
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2.9 Conclusao

Utilizando o teorema de Green obtivemos a teoria de difracao na formulacao de Kirchhoff.
Vimos também que a validade das condigoes de contorno de Kirchhoff é limitada e que a
inconsisténcia da teoria Kirchhoff foi solucionada pelo trabalho de Sommerfeld, eliminando
a necessidade das condigoes de contorno impostas sobre a perturbacao e sua derivada
normal. Com estas teorias em maos passamos a estudar os casos de duas aproximagoes
conhecidas, aproximacao de Fraunhofer e Fresnel. Onde no primeiro caso a distancia entre
o objeto difratante e a tela de observacao é suficientemente grande e no segundo caso essa
distancia é bastante reduzida; casos estes conhecidos como difracao de campo distante
e campo proximo, respectivamente. Em seguida vimos alguns exemplos de difragao de
Fraunhofer. Discutimos também dois métodos hologréficos, a holografia convecional e a
sintética. Onde a iltima é feita com o uso de um computador para a geragao do holograma.
Finalizamos vendo alguns trabalhos recentes sobre difracao de feixes contendo MAO,
mostrando que a fase exerce um papel importante sobre os padroes tanto de interferéncia

quanto de difracao.
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3 Difracao através de uma Fenda
Simples de Feixes Laguerre-Gauss

3.1 Introducao

No capitulo anterior discutimos algumas formulagoes matemaéticas para casos de campos
complexos no estudo da difracao. Neste capitulo, estudaremos as propriedades de feixes
Laguerre-Gauss ao passarem por uma abertura tipo fenda simples, com intuito de expli-
carmos a formacao do padrao de difracao de Fourier. Faremos uma abordagem tedrica e
experimental do problema. Na parte tedrica simulamos a reconstrucao de um holograma,
que codifica a fase e a amplitude, para o feixe Laguerre-Gauss incidindo na fenda simples.
Ja na parte experimental,o feixe Gaussiano incidente sobre o modulador espacial adquiria
a fase do feixe Laguerre-Gauss através do holograma criado em um computador e enviado

ao modulador espacial de luz.
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3.2 Difracao de feixes contendo momento angular or-

bital por uma fenda simples: descricao tedrica

Inicialmente daremos enfoque aos resultados tedricos obtidos via simulagao numérica.

Seja a Eq.(1.62) para o feixe Laguerre-Gauss,

o) = au[] () & () o (s

- ilp+i(l+ 2p + 1){(2)]

2R(z)

X exp [—ik‘z —k

e a funcao transmitancia de uma fenda simples,

x l,—a<z<a
t — t (_) — ’ 3.1
(2) =rec a {0, outros casos. (3:1)

O teorema da convolucao afirma que se a transformada de Fourier de duas funcoes,

F{b(z,y)} = B(fs, fy) e F{d(z,y)} = D(fs, f,) sao conhecidas, entdo:

F /_/b(g,n)d(a: — &y —n)dédn p = B(fu, f,)D(for f,)-

Portanto a convolugao das Egs.(1.62) e (3.1) no dominio espacial é equivalente a multi-
plicacao de suas transformadas individuais. A Fig. 3.1 ilustra a situacao onde o perfil de
um feixe Laguerre-Gauss incide sobre uma fenda simples. Para obtencao dos padroes foi
considerado que o comprimento da fenda é muito maior que o didmetro do feixe. Desta
forma d é a distdncia do centro geométrico da fenda ao centro geométrico do feixe. Desta
maneira utilizamos a seguinte relagao d = e R para obtermos a posicao da fenda em relagao

ao raio, R, do feixe.
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Fenda Feixe

—
-—'—"/

Figura 3.1: A fenda estd posicionada a uma distancia d do centro do feixe, R é o raio do
feixe e 2a o comprimento da fenda.

A incidéncia do feixe Laguerre-Gauss na fenda simples nos fornece os padroes de

difracao no plano de Fourier mostrados na Fig. 3.2.

-0,6 -0,3 0,0 0,3 0,6 -0,6 -0,3 0,0 0,3 0,6
X(mm) X(mm)

Figura 3.2: Padrao de intensidade de fenda simples para d = 0. Com a carga topoldgica
(a)l=0,b)l=1,(c)l=2,(d)1=3,(e)l=4,(f)Il=5(g)l=10e (h) I =11 em
todos os casos o indice radial p é igual a zero.
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O perfil do feixe sofre uma variagao direta com o valor da carga topolégica, por isso se
[ aumenta o raio R também aumenta. Nas imagens da Fig. 3.2 a distancia d nao sofreu
nenhuma variagdo, ou seja, a fenda se encontrava disposta no centro do feixe (d = 0).
Para melhor visualizacao do comportamento das franjas formadas foi passado uma secao

de corte ao longo dos padroes das imagens na Fig. 3.2. O resultado pode ser visto na Fig.

1,0} (a) 1.0r (b)
3 2
2 g
o o
% o5 E o5t
| |
0,0 0,0
0,4 0,2 0,0 0,2 0,4 0,4 0,2 0,0 0,2 0,4
X(mm) X(mm)
1,00 1,00
= (©) _ (d)
H <
2 =l
3 Y
€ 05} E 05}
& E
0,0 0,0
0,4 0,2 0,0 0,2 0,4 0,4 0,2 0,0 0,2 0,4
X(mm) X(mm)
1,00 1,00
= © |- ()
& g
o Qo
£ o05) g o5
Z 'z
g 5
£ |
0,0 0,0
0,4 0,2 0,0 0,2 0,4 0,4 0,2 0,0 0,2 0,4
X(mm) X(mm)
oy @) 1.0 (h)
= )
=2 &
o Q
£ o05) g os)
E |
0,0 0,0
0,4 0,2 0,0 0,2 04  -04 0,2 0,0 0,2 0,4
X(mm) X(mm)

Figura 3.3: Graficos da intensidade em fungao da posigao para a segao de corte feita ao
longo dos padroes vistos na Fig. 3.2, (a) =0, (b)l =1, (c)l=2,(d) [ =3, (e) | =4,
(f)I=5(g) L =10 e (h) I =11 em todos os casos o indice radial p é igual a zero.

As segoes de corte da Fig. 3.3 mostram um padrao de méximos e minimos tipico

de interferéncia, ou seja, a difracao de um feixe Laguerre-Gauss por uma fenda simples
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tem como conseqiiéncia um padrao andlogo ao padrao de interferéncia da dupla fenda de
Young. Isso ocorre, pois como mencionamos anteriormente, o feixe possui um perfil anelar
e estando a fenda localizada no centro do feixe somente suas extremidades sao iluminadas,
fazendo com que ela se comporte como uma dupla fenda. Na Fig. 3.4 temos esta situacao
ilustrada para a simulacao numérica da distribuicao de intensidade dentro da fenda para
[ =0,2 e 5. Observe que para [ = 0, temos a situagao de um feixe Gaussiano incidindo
sobre a fenda, corroborando com o resultado da Fig. 3.3 (a). A medida que [ aumenta
a distancia entre os dois perfis de intensidade também aumenta, ocasionando um maior

nimero de franjas de interferéncia (Fig. 3.3 (

(c)

Figura 3.4: (Colorido) Simulagdo numeérica da distribuigao de intensidade dentro da fenda
para (a) I =0, (b) l =2 e (c) [ = 5. Naescala, azul representa intensidade nula e vermelho
intensidade méxima.

Os padroes vistos na Fig. 3.2 podem ser explicados da mesma maneira que para o caso
de uma dupla fenda sob incidéncia de uma onda plana monocromética, que ao atravessar
as fendas é difratada, produzindo uma figura de interferéncia na tela de observagao. As
ondas estao em fase ao chegarem as duas fendas, ji que fazem parte da mesma onda
incidente. Depois de passar pelas fendas, as ondas percorrem diferentes caminhos até
atingirem um ponto sobre a tela de observacao. A diferenca de caminho AL entre as

distancias percorridas pelas duas ondas é zero ou um nimero inteiro de comprimentos
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de onda quando chegam a um ponto comum exatamente em fase, sendo a interferéncia
nesse ponto totalmente construtiva, ou seja, visualizamos uma franja clara no padrao de
interferéncia. Por outro lado, quando AL é um multiplo impar de metade do comprimento
de onda, as ondas chegam a um ponto comum com diferenca de fase de meio comprimento
de onda e a interferéncia é totalmente destrutiva, logo vemos uma franja escura no padrao
de interferéncia.

Se considerarmos que a distancia, D, entre a tela de observacao e as fendas é muito
maior que a distancia, a, entre as fendas, podemos admitir que os raios que saem das duas
fendas sao aproximadamente paralelos. Supondo também que o tridngulo formado pelas
duas fendas e um ponto b sobre o raio que sai de F; tem um éngulo interno no vértice em

F5 igual a 6, temos esta situacao mostrada na Fig. 3.5. Assim,

AL = asinf. (3.2)
le D N
P
F2 <
AN
a LA
b
Y Fi
AL

Figura 3.5: Para a distancia entre as fendas e a tela de observacao muito maior que a
separagao entre as fendas podemos supor que os raios provenientes da mesma sao aproxi-
madamente paralelos.

No caso de franjas claras (mdximos de interferéncia), a Eq.(3.2) pode ser expressa
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como,

nA = asind, onden =1,2,3....

Ja no caso de franjas escuras (minimos de interferéncia), a Eq.(3.2) assume a forma,
(n+1/2) = asinb, onden =1,2,3....

O mesmo é vdlido para a fenda simples sob incidéncia do feixe Laguerre-Gauss, com
uma variagao nula da distdncia d. Porém, notamos que para valores pares da carga
topolégica [ o padrao exibe um méximo (franja clara) no centro. Isto ocorre porque as
partes do feixe incidente sobre a fenda estao em fase e a diferenca de caminho é nula. No
entanto, quando [ é impar o padrao apresenta um minino (franja escura) no centro, devido
a defasagem de 7 entre as partes do feixe incidente na fenda, sendo a diferenca de caminho
também nula. Originando uma diferenca de fase de 7 entre os dois perfis de intensidade
apos passarem pela fenda. Nos demais pontos situados fora do centro do padrao, além
da diferenca de fase devido a frente de onda do feixe tem-se também a variacao de fase
devido a diferenca de caminho percorrido pelos feixes que passam pelas extremidades da
fenda. A Fig. 3.6 mostra um painel da simulagao numérica do diagrama de fase para

d=0el=0,1,2,3.4,5,10e¢11.

(a) 1 (b) - (c) - (d) -
0 N 0 | 0 N UO
-1 - - -t
(¢) T (H) I (2) n () -
P (o (o X |0 U 0
- - -Tt -t

Figura 3.6: (Colorido) Simula¢do numérica do diagrama de fase para d =0 e (a) [ = 0,
(b)l=1,(c)l=2,(d)1=3,(e)l=4,(f) I =5,(g) l=10e (h) | = 11.
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Jana Fig. 3.7 (a), (¢), (e), (g), (i), (k) e (m) tém-se as sessoes de corte feitas ao longo
do diagrama de fase da Fig. 3.6 onde vé-se claramente a variagao da fase de 0 ou médulo
de 7 de acordo com o valor de [ ao longo da fenda. Os demais graficos (Fig. 3.7 (b),
(d), (f), (h), (j), (1) e (n)) sao as curvas da intensidade em fungao da posigao indicando a

localizacao dos perfis de intensidade vistos na Fig. 3.4.
0 _(;) T T T T T _—(]) T T “' T T T ]
S n 1 N 1 N 1 N L ! N 1 N ]
| VAVANEEE SV AN AN

— p— —
0+ + -
3 -— " 1 " . 1 L :- L L ]
1 M 1 M |

Fase Intensidade Fase Intensidade Fase Intensidade Fase

Intensidade
o N

T T

—

L 2t

1

Figura 3.7: Gréficos da variagao de fase, em radianos, ao longo da fenda em funcao da
posigao para d = 0 com as seguintes cargas topoldgicas (a) [ =1, (c) | =2 (e) | = 3, (g)
l=4,(1)1=5 k)l =10e (m) ! = 11. As demais curvas da intensidade em funcao da
posicao sao referentes a localizacao dos perfis de intensidade.

Vejamos agora a situagao onde d = 0,2R. Na Fig. 3.8 (a) temos o padrao de difragao
tipico de um feixe Gaussiano. Para valores de | # 0 tem-se a formacao de franjas de
interferéncia como pode ser visto nas imagens da Fig. 3.8 (b)-(h), no entanto surge um

deslocamento no padrao que varia de acordo com [.
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(b)

-0,6 -0,3 0,0 0,3 0,6 -0,6 -0,3 0,0 0,3 0,6
© ' @ '

-0,6 0,3 0,0 03 0,6 -0,6 -0,3 0,0 0,3 0,6
(e) ' ' (® ‘

-0,6 -0,3 0,0 0,3 0,6 -0,6 -0,3 0,0 0,3 0,6
(2 ' | (h) '

-0,6 -0,3 0,0 0,3 0,6 -0,6 -0,3 0,0 0,3 0,6

X(mm) X(mm)

Figura 3.8: Padrao de intensidade para fenda simples com d = 0, 2R para a carga topoldgi-
ca (a)l=0,(b)l=1,(c)l=2,(d)1=3,(e)l=4,(f)I=5,(g) {=10e (h) [ = 11.

Os deslocamentos nos padroes podem ser melhor visualizados se passarmos uma secao

de corte ao longo do padrao, como podemos ver na Fig. 3.9.
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Figura 3.9: Gréficos da intensidade em funcao da posicao para a secao de corte feita ao
longo dos padroes vistos na Fig. 3.8, (a) I =0, (b)l=1,(c) =2, (d) [ =3, (e) I =4, (f)
l=5,(g) l=10e (h) l =11 em todos os casos o indice radial p ¢ igual a zero.

Na Fig. 3.9 temos os graficos da intensidade normalizada pela posigao. Analisando
cada gréfico separadamente podemos observar que na Fig. 3.9 (a) a curva é tipica de um
feixe Gaussiano, com o méximo do padrao localizado no centro das coordenadas. Olhando
para os demais gréficos (Figs. 3.9 (b)-(h)) notamos um claro deslocamento em relacao a
posicao zero. Estes gréficos sao os resultados encontrados numericamente para os padroes
de difracao.

A Fig. 3.10 mostra o diagrama de fase para d = 0,2R. J4 a Fig. 3.11 é a secao de

corte feita ao longo das Figs. 3.10 para fase em fungao da posi¢ao, observamos em (a),
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com [ = 1, que a fase é praticamente constante na parte iluminada da fenda. Conforme
aumenta-se o valor de [ os dois perfis de intensidade nas extremidades da fenda ficam
cada vez mas separados (como pode ser visto nos graficos da intensidade em fungao da
posigao na Fig. 3.11 (b), (d), (f), (h), (j), (1) e (n) aumentando o nimero de franjas. A
distancia d agora é diferente de zero, o que contribui para a variagao de fase ao longo da
porcao do feixe que estd dentro da fenda (Fig. 3.11 (c), (e), (g), (i), (k) e (m)) nao ser
mais constante, este comportamento evolui de aproximadamente linear para nao linear a

medida que [ aumenta. Ocasionando a assimetria observada nos padroes de difracao.

() 1 0 (c) T (d) It
0 I o lAF o
-1 - -TT -TT

© n O pg  @® n O g
iF (olRIF o ‘IWIUO e e o

_',l'[ _T[ _T[

Figura 3.10: (Colorido) Simulagdo numérica do diagrama de fase para d = 0,2R e (a)
[=0,(b)l=1,(c)l=2,(d)I=3,(e)l=4,(f) [ =5,(g) l=10e (h) I =11.
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Figura 3.11: Gréficos da variagao de fase, em radianos, ao longo da fenda em fungao da
posigao para d = 0,2R com as seguintes cargas topoldgicas (a) [ =1, (¢) [ =2 (e) | = 3,
(g)l=4,(1)1=5(k)l=10e (m) [ = 11. As demais curvas da intensidade em funcao
da posicao sao referentes a localizagao dos perfis de intensidade.

Ao observarmos a Fig. 3.9 nota-se que, além do deslocamento do padrao, também ha
uma assimetria. Essa assimetria pode ser explicada se analisarmos a fase do feixe dentro
da fenda. Nesta condicao cabe analisar uma situacao simples. No capitulo 2 abordamos
a distribuicao de campo ao longo de uma abertura, agora definiremos essa abertura como

sendo uma fenda simples sob incidéncia de um feixe com uma frente de onda helicoidal,

assim tomemos novamente a FEq.(2.48),

U, ) = SP R 0)] f 7 Ue.)exp | =3 e + )| dody (33

Az

Supomos que a fenda seja unidimensional infinita estando localizada ao longo do eixo x.
Como mencionado anteriormente, a fenda simples sob incidéncia de um feixe Laguerre-

Gauss constitui um caso especial de dupla fenda de Young. Para tratarmos esse fato
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consideremos a Fig. 3.12 onde estd representado a fenda com dois perfis de intensidade

Gaussiano em suas extremidades.

Wi V2
P
/ /
¢ /
& - NG 3
X
| 1
Fenda X <

Figura 3.12: Representacao do perfil de intensidade de dois feixes Gaussianos localizados
nas extremidades da fenda. O par de feixes é andlogo a uma dupla fenda de Young.

Esta situacao é uma aproximacao para o feixe Laguerre-Gauss dentro da fenda. As-
sumindo que a variagao da fase ao longo desses dois feixes é praticamente linear podemos

escrever a seguinte expressao,

U(z) = exp(id,) exp {—%] + exp(ichy) exp [—%} . (3.4)

onde ¢, = ax + ar’, ¢, = axr — az’ sendo « a inclinacao da reta, e Wy é dado pela

Eq.(1.66). Logo a Eq.(3.3) fica,

N 7\2
Ulfa) = % / exp(iy1) exp [—%1 exp [—i2m fox] dx
it 2
+/ exp(iy2) exp l—%} exp [—i27 fyx] dx 3 | (3.5)

assuminos C' = exp(ikz) exp [2£(zf +15)], f» = £2. Resolvendo a integral (3.5) com o

auxilio da identidade,

/exp(—axQ)dx: E,
a

—00
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encontramos o seguinte resultado,

r\ 2 / . 2
U(f,) = % {exp liam’ — ( - ) ] exp [— ( _ taWo +z'7rsz0> ]

Wo Wo 2

\? A Yo 2
—tax’ — (%) ] exp [— (—WO — ;/VO - i?szW()) ] } . (3.6)

Apartir do médulo ao quadrado da Eq.(3.6) obtemos a intensidade para o padrao de

+exp

difracao dos dois feixes Gaussianos localizados nas extremidades da fenda. Vemos que
esses padroes sofrem um deslocamento dependente da inclinagao da fase ao longo da
porcao do feixe que se encontra dentro da fenda. As curvas referentes a esses padroes de
intensidade sao ilustradas na Fig. 3.13. Este deslocamento no padrao pode ser explicado
se levarmos em conta o teorema do deslocamento (do inglés Shift Theorem) [27], onde se

considerarmos F{g(z,y)} = G(fs, fy), logo

F{g(x —a,y—b)} = G(fs, f,) exp[—i2n(fra + f,b)],

isto é, a translacao de uma fun¢ao no dominio espacial introduz um deslocamento de fase

linear no dominio da freqiiéncia.
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Intensidade (u.a)

X(mm)

Figura 3.13: Gréficos da intensidade normalizada em funcao da posicao referente ao
padrao de intensidade da Eq.(3.6) para alguns valores da inclina¢ao da fase ao longo da
fenda (a) a =0, (b) a=2¢e (c) a=5.

Comparando as Figs. 3.9 e 3.13 vemos que esta aproximacgao ¢é vilida para explicar a

assimetria e o deslocamento vistos nos padroes de difragao formados.

3.3 Experimento

Nesta secao, vamos demonstrar experimentalmente a difracao de um feixe Laguerre-Gauss
ao passar através de uma fenda simples. Para obtencao dos padroes de difragao utilizamos

o setup mostrado na Fig. 3.14.
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FS S5 SLM
ccD[ —

Figura 3.14: Setup experimental

Um laser de Nd:YAG operando no comprimento de onda A = 532nm foi utilizado como
fonte de luz. Primeiramente o feixe de laser passa por um filtro neutro que serve para
a atenuagao da poténcia para que nao haja saturacdo na camera CCD (Charge-Coupled
Device). Em seguida o feixe passa por um par de lentes de foco f; = 8mm e fo = 200mm
em posicao confocal (telescpio). O par de lentes é usado para expandir o feixe para que
ele ocupe uma maior drea sobre o SLM. Depois o feixe incide sobre um divisor de feixes
(BS), onde parte do feixe é refletido pelo SLM (LCOS-SLM X10468-01 Hamamatsu) e a
outra parte que nao é utilizada é bloqueada. O SLM utilizado em nossas medidas atua
como um elemento 6ptico difrativo que modula a fase do feixe incidente [36]. A Fig. 3.15

descreve a configuracao do modulador usado.
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Luz de entrada | Luz de saida
\ . . Substrato de vidro
/

Eletrodo transparente

pr— —_— — Filmes alinhados
n ,//fh::: T Camada de cristal liquido

Espelho dielétrico

Eletrodo pixelado

>~
.

Substrato de silicio

Figura 3.15: Configuracao do LCOS-SLM [36].

Um circuito de matriz ativa é formado sobre o substrato de silicio para a aplicagao
de voltagens sobre os pixels dos eletrodos e assim controlar a orientacao das moléculas
do cristal liquido em cada pixel. A fase é modulada pela camada de cristal liquido cujas
moléculas estao alinhadas paralelamente. A quantidade de modulacao de fase varia de
acordo com a voltagem aplicada, a qual provoca uma inclinagao das moléculas do cristal.
O espelho dielétrico é utilizado para aumentar a eficiéncia na utilizacao da luz. Na tabela

3.1 temos algumas especificacoes do modulador utilizado.

Nimero de pixels 792 x 600
Pixel pitch 20pm
Freqiiéncia espacial maxima | 25Ip/mm

Area efetiva 16mm x 12mm
Orientagao do cristal liquido | Alinhamento paralelo
Niveis de sinais de entrada 256 para 8 bit

Niveis de modulagao de fase | 27 (radiano) ou mais

Tabela 3.1: Caracteristicas do LCOS-SLM.

Quando o feixe Gaussiano, viajando na diregao z, incide sobre o modulador, adquire
a fase do feixe Laguerre-Gauss que foi impressa a ele através de uma imagem holografica
criada em um computador (CGH). O holograma enviado ao SLM é uma imagem composta
de uma fenda simples (F'S) sob incidéncia de um feixe Laguerre-Gauss. As dimensoes da

fenda empregada em ambas as abordagens (tedrico e experimental) sdo: largura de 280um
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e comprimento de 9, 34mm.
Para gerar o holograma computacionalmente utilizamos um cédigo capaz de codificar
um campo complexo arbitrario, cujas modulacoes de fase e amplitude sao independentes

[37]. Este campo complexo pode ser expresso como,

s(r,y) = a(z,y) explio(x, y)], (3.7)

onde a amplitude a(x, y) e a fase ¢(x, y) estao no intervalo [0, 1] e [—7, 7], respectivamente.
E a transmitancia de fase do CGH, expressa como uma fung¢ao explicitamente dependente

da amplitude e da fase do campo codificado é dada por,

h(x,y) = explivy(a(z,y), (=, y))], (3.8)

onde ¢ (a, ¢) é a modulagao de fase do CGH. Para uma melhor compreensao apresentamos

na Fig. 3.16 um fluxograma do cédigo holografico empregado.

Funcao a ser codificada Dado Suponha
. e 7 _—
5(5,3) = a(x,y)e'?e ax.y) ¥(a,0) = f(@)¢
o(x,y)
Obter f(a) a partir de
sinc[1— f(a)] = a
CGH de fase
h(x,y) = exp [ (alx, ),y |~ h(x,y) = ef@e

Figura 3.16: Fluxograma do cédigo holografico.

Apé6s o SLM colocamos uma lente de foco f3 = 500mm para realizar a transformada

de Fourier e assim obtermos o padrao de difracao. A luz difratada a partir do SLM contém
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diferentes ordens, como vimos na se¢ao Holografia do capitulo 2. Por isso utilizamos um
filtro espacial (FS) para bloquear ruidos e ordens difratadas indesejadas, exceto o sinal
desejado. O padrao foi entao guiado até ser detectado por uma camera CCD PixeLink
modelo PL-B781F, conectada a um computador.

Apos obtermos as imagens enviadas a CCD e analiséd-las, concluimos que a teoria
descrita na secao anterior é vélida. Os resultados referentes a d = 0 podem ser vistos na
Fig. 3.17 , ja para o caso onde d = 0, 2R temos as imagens da Fig. 3.18 . Os resultados
experimentais sao similares aos das Figs. 3.2 e 3.8, respectivamente, confirmando nossos

resultados tedricos.

Figura 3.17: Imagens experimentais do padrao de difragdo de uma fenda simples com
d = 0. Com a carga topoldgica (a) [ =0, (b) Il =1, (c)l =2,(d) I =3, (e) | =4, ()
l=5,(g)l=10e (h) l = 11 em todos os casos o indice radial p & igual a zero.
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-0,6 -0,3 0,0 0,3 0,6 -0,6 -0,3 0,0 » 0,3 0,6
X(mm) X(mm)

Figura 3.18: Imagens experimentais do padrao para d = 0,2R. Com a carga topoldgica
(a)l=0,(b)l=1,(c)l=2,(d)1=3,(e)l=4,(f)) I =5,(g) l=10e (h) [ =11 em
todos os casos o indice radial p ¢é igual a zero.

Nas imagens da Fig. 3.19 temos dois painéis para outros valores de d no caso de l =5
e 10. O lado esquerdo de cada painel refere-se aos resultados tedricos e o lado direito os
experimentais. Para valores pequenos da distancia d ((a), (b) e (¢)) temos padroes de
difracdo andlogos aos que vém sendo abordados, porém quando esse valor é acrescido (d)
observa-se que as franjas vao diminuindo em quantidade até formar um padrao de difragao
de um feixe Gaussiano (e). Isso ocorre pois quando d é igual ao raio do feixe, como no

caso da letra (e), ndo é possivel distinguir duas regioes iluminadas isoladas espacialmente.
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(a)

(b)

(c)

(d)

06 03 00 03 06 1 2 X ), I 3
Xi(mm) K(mum)

Figura 3.19: Resultados tedricos (esquerda) e experimentais (direita) para [ = 5 e 10.
Para valores de (a) d =0, (b) d=0,1R (¢) d=0,2R (d) d=0,5R e (e) d =1,0R.

3.4 Conclusao

Neste capitulo, estudamos a difragao de um feixe Laguerre-Gauss por uma fenda simples.
Os feixes Laguerre-Gauss sao solugoes da equagao paraxial em coordenadas cilindricas e
possuem MAO bem definido de (A por féton. Baseado nesta distribuicao, desenvolvemos
um cédigo hologrifico que codifica a fase e amplitude do feixe.

Presenciamos que o padrao de difragao nao é o padrao observado com uma onda
plana. Isso ocorre porque o feixe utilizado possui uma frente de onda helicoidal ocasionada
pela presenca do MAQO. Mostramos também que a variacao de fase ao longo da porcao
do feixe que estd dentro da fenda é praticamente constante para um valor nulo de d e

aproximadamente linear para o caso de d # 0. Estes resultados foram utilizados para
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explicar a assimetria do padrao. Vimos também que através do MAQO é possivel controlar

a posicao do méximo e minimo central e a quantidade de franjas do padrao de difracao.
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4 Conclusao Geral

Nesta dissertacao, fizemos uma revisao sobre o conceito de momento angular transportado
pela luz. Vimos que um feixe com polarizagao circular possui momento angular de Spin e
Orbital. O primeiro independe da escolha do eixo de propagacao. Nao obstante, o segundo
depende da escolha do eixo e esta condicionado a existéncia de uma fase azimutal. Vimos
ainda que os feixes Laguerre-Gauss sao um exemplo de feixes que possuem momento
angular orbital e satisfazem a equacao paraxial em coordenadas cilindricas, podendo ser
decompostos em feixes Hermite-Gauss que também sao solucoes da equacao paraxial,
porém em coordenadas cartesianas e nao possuem momento angular orbital.

Em seguida, no capitulo 2, apresentamos uma abordagem mais quantitativa ao invés
de uma aplicagao direta do principio de Huygens para o estudo da difragao. Onde para isso
fizemos uso do teorema de Green. Com estas teorias ja em maos passamos a estudar duas
aproximacoes bastante conhecidas, aproximacao de Fresnel e Fraunhofer. Este trabalho
foi realizado baseando-se particularmente na aproximacao de Fraunhofer por isso nos
aprofundamos um pouco mais nesse conceito ao longo da dissertacao.

Com os conceitos de momento angular orbital e difracao ja bem definidos, o nosso
intuito era de obter uma representacao para a distribuicao de campo de um feixe Laguerre-
Gauss ao passar através de uma fenda simples. Assim no capitulo 3 mostramos que o

comportamento da difragao de um feixe contendo momento angular orbital ¢ diferente da
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difragao tipica de uma fenda simples. Aquele possui méximos e minimos assimétricos em
relacao ao centro do padrao, devido a variacao de fase ao longo da fenda nao ser constante.

Quando a fenda se encontrava posicionada no centro do feixe, em razao do perfil anelar
do feixe, o padrao de difracao de fenda simples é andlogo ao padrao de interferéncia de
dupla fenda. Verificamos que a posicao dos méximos e minimos de difracao obtidos
dependem do valor da carga topolégica do feixe. Para valores de d diferente de zero
observou-se um padrao de difracao assimétrico e deslocado devido a variacao de fase ao
longo da fenda.

Os efeitos de assimetria e deslocamento vistos nos padroes de difragao foram abordados
tanto teoricamente quanto experimentalmente. Os resultados tedricos foram obtidos por
meio da reconstrugao numérica do holograma. Experimentalmente utilizamos um modu-
lador que atuou como um elemento éptico difrativo modulando a fase do feixe incidente.
Confirmamos assim, a concordancia entre nossos resultados tedricos e experimentais.

Como perspectiva pretendemos utilizar os conceitos aqui estudados para explorar a

formacao do padrao de difragao de poligonos e de redes épticas.
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