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Resumo

Recentemente, a competicao entre localizacao dinamica e interacao elétron-elétron tem
sido alvo de varios estudos. Nesta dissertacao de mestrado, nossa contribuicao visa o en-
tedimento do fendmeno das oscilagoes de Bloch de dois elétrons interagentes em cadeias
unidimensionais periddicas e aperiddicas. Nos utilizamos dois formalismos distintos para
escrever a equacao de Schrodinger associada ao Hamiltoniano de Anderson-Hubbard. Para
estudar as oscilacoes de Bloch para dois elétrons interagentes observamos a influéncia do
campo elétrico no comportamento de um pacote de onda Gaussiano. Foi utilizado um
método numérico para resolver a equagao de Schrodinger e encontrar a densidade de esta-
dos, bem como, os auto-estados estacionarios. Mostramos que o campo elétrico promove
oscilagoes de Bloch cujo modo predominante apresenta uma frequéncia dupla dependendo
das relativas contribui¢oes oriundas de estados ligados e nao-ligados. Os valores para essa
frequéncia caracteristica e amplitude das oscilagoes de Bloch serao discutidas sobre a luz
de uma aproximacao semi-classica.
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Abstract

Recently, much attention was drived to the interplay between dynamical localization and
electron-electron interaction. In this master degree thesis we contribute to futher unders-
tanding of the phenomenon of electronic Bloch oscillations in both periodic and apperiodic
low-dimensional systems with two interacting electrons. We followed two distinct quan-
tum formalism to write the Schrodinger equation associated with the Anderson-Hubbard
hamiltonian. To study the two-electron Bloch oscillations we focus on the electric-field
biased wave-packet evolution of a initially gaussian wave-packet. In additional we use
numerical methods to solve the Schrodinger equation and compute the density of states
as well as the stationary eigenstates. We show that the electric field promotes sustained
Bloch oscillations, whose predominant mode displays a frequency doubling depending on
the relative contributions coming from bounded and unbounded states. The values for the
characteristic frequency and amplitude of the Bloch oscillations will be discussed under
the light of a semi-classical approach.
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Capitulo 1

Fundamentacao Teoérica

1.1 Introducao

O estudo das propriedades eletronicas em estruturas cristalinas ¢ um campo de bas-
tante relevancia na Fisica do Estado So6lido. No inicio do século passado, apos a descoberta
dos raios X, foi possivel a comprovacao de varios calculos e previsoes teoricas simples sobre
o espacamento atomico médio, também chamado de parametro de rede. As formulagoes da
Mecéanica Estatistica e Mecanica Quantica possibilitaram que diversas propriedades fisicas
dos solidos periddicos e homogéneos fossem bastante estudadas e desenvolvidas até o ponto
que nos conhecemos hoje. Com o conhecimento dessas duas ultimas formulagoes, devido
a existéncia de simetria translacional em solidos cristalinos, a descricao de particulas ou
excitacoes coletivas' é feita por uma funcao de onda estendida por todo o sistema. Este
resultado é obtido, por exemplo, através do modelo de Bloch que considera elétrons nao
interagentes na presenca de um potencial periédico. Bloch demonstrou que as solugoes da
equagao de Schrédinger neste caso sao:

i (r) = uk(r) exp(ik - r) (1.1)

onde ug(r) possui periodo igual ao da rede cristalina, sendo uy(r) = ug(r+1). Este modelo

prevé a auséncia de resisténcia elétrica para um material perfeitamente cristalino.
Entretanto, uma grande parte dos soélidos encontrados na natureza, e mesmo 0s

produzidos em laboratério, nao sao constituidos por uma estrutura cristalina perfeita e

Lcomo exemplo de quasi-particulas e excitacoes coletivas podemos citar magnons e fénons.
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homogéna. Qualquer desvio da estrutura peridédica constitui uma imperfeicao. Quando
um sistema apresenta varias imperfei¢coes em sua estrutura cristalina, dizemos se tratar de
um sistema desordenado, que pode ser classificado como: sistema de desordem estrutural,
no qual os &tomos sao distribuidos aleatoriamente sem qualquer arranjo espacial particu-
lar; e sistema com desordem composicional, quando diferentes tipos de ions, impurezas
quimicas ou sitios vazios ocupam aleatoriamente pontos de uma rede periddica perfeita.
A distribuicao da desordem pode ser do tipo “temperada” ou “recozida”. A desordem tem-
perada que é obtida, em geral, através de processos de resfriamento brusco a partir de
altas temperaturas, apresenta funcoes de correlagoes locais. No segundo caso, o arranjo
atomico é correlacionado, decorrente de um processo de resfriamento lento. A presenca
de desordem na distribuicao atdémica despertou um grande interesse na Fisica da Matéria
Condensada, tendo Anderson [1]| como pioneiro a entender o papel da desordem na fungao
de onda eletronica. Em linhas gerais, Anderson mostrou que a presenca de desordem na
estrutura atdomica induz o fendomeno da localizacao da funcao de onda eletronica, ou seja,
a fungao de onda eletronica sofre reflexdes incoerentes nas barreiras de potencial. Estas
ondas refletidas interferem destrutivamente de modo que a funcao de onda eletronica re-
sultante é nao-nula apenas em uma regiao finita da cadeia. Dai vem o nome “localizacao
da funcao de onda eletronica”, devido ao elétron ficar restrito a uma regiao finita da cadeia.
E muito comum este fenémeno ser também chamado de “localizacdo de Anderson”. Pos-
teriormente, outros autores |2, 3, 4, 5, 6] também apresentaram suas contribui¢bes. Em
particular, foi demonstrado que a localizacao de Anderson ocorre em dimensoes baixas
(d < 2) para qualquer grau de desordem. Em dimensées elevadas (d > 2), foi mostrado a
possibilidade do sistema, mesmo desordenado, suportar estados eletronicos estendidos por
toda a rede. A mudanca de comportamento de estados estendidos para estados localizados
é chamada de transicao metal-isolante ou transicao de Anderson.

Nas ultimas décadas, uma série de trabalhos tém sido apresentados nos quais a
energia potencial atomica consiste de uma distribui¢cdo de desordem correlacionada |7,
8, 9, 10| bem como de sequéncias pseudo-aleatorias [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19|.
A presenca destes novos ingredientes no arranjo atéomico revelou a possibilidade de um
comportamento anémalo no modelo de Anderson. Em linhas gerais, foi demonstrado que
estes ingredientes possibilitam uma transicao de Anderson mesmo em dimensao baixa
(d<2).

Outro aspecto altamente importante e ausente na formulacgao de Bloch é a intera-
¢ao elétron-elétron. O problema de N elétrons interagentes em uma rede com M atomos

Instituto de Fisica - UFAL



1.1 Introducao 3

¢ o objeto de estudo do famoso Modelo de Hubbard [20]. A fisica de sistemas eletronicos
interagentes é bastante complexa do ponto de vista tedrico e/ou experimental. A presenca
da interagao Coulombiana em sistemas eletronicos induz também uma transicdo metal-
isolante, chamada transi¢do de Mott |21, 22, 23|. A transicdo de Mott ocorre quando o
custo energético de uma dupla ocupacao excede o energia média da banda de valéncia. O
estudo da transicao de Mott, através do Modelo de Hubbard, é uma tarefa nao trivial,
que envolve técnicas de teoria de campos, formalismos de campo médio, métodos de di-
agonalizacao em blocos, diagonalizacao exata tipo Lanczos bem como métodos de grupo
de renormalizacao. Uma possivel simplificacao do modelo de Hubbard, que nao remove o
grau de interesse da fisica obtida, é considerar um pequeno nimero N de elétrons. She-
pelyansk [24] foi um dos primeiros autores a considerar o problema de dois elétrons em
uma cadeia unidimensional desordenada. O autor verificou que a interacao entre dois elé-
trons pode induzir uma propagacao coerente entre os mesmos, tendo um comprimento de
localizacao maior que o comprimento de localizagao de uma tnica particula. Este novo
efeito despertou um grande interesse na comunidade cientifica, tornando-se alvo de varios
estudos encontrados na literatura [25, 26, 27, 28, 29, 30, 31].

Com o advento da tecnologia de manufaturacao de materiais em escala nanoscopica,
os sistemas de baixa dimensionalidade deixaram de ser problemas de interesse académico
para serem sistemas fisicamente realizaveis. A tecnologia atual é capaz de fabricar estrutu-
ras em que uma ou mais dimensoes sao confinadas de tal maneira que os graus de liberdade
transversais encontram-se congelados em temperaturas suficientemente baixas [32]. Uma
fonte de grande interesse por esses sistemas é o estudo de propriedades de transporte.
Dentro do contexto apresentado acima, esta dissertacao de mestrado tem como objetivo
estudar o problema de dois elétrons interagentes em cadeias cristalinas e aperidédicas. Um
aspecto central neste tipo de problema é entender como um campo elétrico constante afeta
as propriedades eletronicas. Utilizando um formalismo numérico para resolver a equacao
de Schrodinger deste modelo, mostraremos que o sistema apresenta oscilacoes quando o
campo elétrico é aplicado. Dependendo da condicao inicial que o sistema de elétrons in-
teragentes é preparado, a frequéncia principal das oscilagoes de Bloch obtidas é da ordem
do dobro da frequéncia de Bloch prevista por argumentos semi-classicos.

Na continuacao deste capitulo iremos apresentar uma revisao tedrica sobre pro-
priedades de transporte eletronico em sistemas cristalinos e com desordem. Além disso,
devido ao seu grau de relevancia, apresentaremos alguns modelos que retratam a influéncia
da interacao Coulombiana sobre o transporte de onda eletronico. No segundo capitulo,

Instituto de Fisica - UFAL



1.2 Modelo de Bloch 4

apresentaremos duas diferentes abordagens para o estudo de elétrons interagentes. Moti-
vados pelo grande interesse da comunidade cientifica no fenémeno das oscilagoes de Bloch
[33, 34, 35|, mostraremos a influéncia de um campo elétrico uniforme e constante sobre
um elétron utilizando argumentos semi-classicos ja conhecidos na literatura [36]. Ao fim
deste capitulo veremos dois modelos unidimensionais que permitem estudar a influéncia
do campo elétrico sobre dois elétrons interagentes. No terceiro capitulo, apresentaremos
resultados para ambas as abordagens, explorando possiveis particularidades. O capitulo
quatro serd composto de conclusoes e perspectivas de futuros estudos.

1.2 Modelo de Bloch

O modelo de Bloch apresenta um papel fundamental na descricao do movimento
de elétrons de conducao sobre influéncia de um potencial cristalino. Ao estudarmos o pro-
blema de elétrons em solidos, devemos verificar a relevancia, por exemplo, das interacoes
do elétron com os fons da rede e da interacao elétron-elétron. Consideremos a seguir a
aproximacao de elétrons independentes em uma rede periédica unidimensional formada de
N ions monoatdmicos com uma constante de rede a. Assim, um potencial ionico (V' (z))
colocado na origem é definido na extensao —a/2 < x < a/2 e possui um vizinho na posi¢ao
x = a. Por se tratar de ions idénticos, temos V(z) = V(z + a) (ver fig.1.1). Usando o

TN Y Y

Figura 1.1: Padrao tipico de um potencial cristalino.

mesmo raciocinio para os demais fons da cadeia, nos obtemos
V(z)=V(x+a)=V(x+2a)=..=V(x+ (N —1)a) (1.2)

onde V(x4 ma) ¢ definido numa extensao § +ma < x < § +ma, sendo (m 0,1,...,N-1).
A condicao periddica de contorno é imposta de forma que o ion para z = 0 coincida
com o ion da posicao z = Na.

V(z)=V(x+ Na) (1.3)

Instituto de Fisica - UFAL



1.2 Modelo de Bloch 5

Desta forma temos um anel de comprimento Na, constituido de /N ions distribuidos igual-
mente espacados com constante de rede a.
A equacao de Schrodinger para cada fon pode ser expressa como:

<__h2) (@) + V(z)(z) = Ep(z)

2m dx?

(—h2) d*Y(z + a)

T s +V(x+a)Y(x+a) = EY(x+a)

2m 2 + V(@ + (N = Da)p(e+ (N —1)a) =

(—hz) d*Y(x + (N —1)a)
EYp(x+ (N —1)a) (1.4)

As fungoes de onda em z e x + a sdo respectivamente 1(x) e (x + a). Estas duas tltimas
possuem mesmo auto-valor energia (E) diferindo apenas de um fator de fase que podemos
escrever como:

(x4 a) = \p(x) N> =1 (1.5)

Raciocinando igualmente para as demais funcoes de onda, n6s obtemos a relacao:
Y(z + Na) = AV (2) (1.6)
Esta tltima quando associada a eq.(1.3), encontra-se:
MW=1 (1.7)

que pode ser resolvida considerando

A\ = exp (27;”) (1.8)

onde n é um inteiro na extensao de 0 até N — 1. Assim, para uma rede unidimensional, a
fungao de onda ¢ (x) para um elétron propagando em um potencial cujo periodo é a, pode

Instituto de Fisica - UFAL
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Ser expressa por:

v(a) = e (25 ) o) (1.9)

onde uma fungao arbitraria w(z) é uma fungdo periddica em a e satisfaz a relagdo
u(z + ma) = u(x), m sendo um inteiro positivo.

Da mesma forma que escrevemos o teorema de Bloch para uma dimensao, assu-
mindo que a posicao de cada ion em um cristal seja especificada pelo vetor 1 = [, a, +
lya, + La,+ (l;,1,, [, = inteiros), a funcdo ¢(r) do elétron num potencial periédico pode
ser expresso da forma

i (r) = exp(ik - r)uy(r) (1.10)

onde uy(r) satisfaz a relagdo ux(r+1) = uk(r). O vetor de onda k possui propriedades
semelhantes ao vetor de onda k do modelo do elétron livre.

Entretando, como foi dito na secao 1.1, a estrutura cristalina dos solidos encontra-
dos na natureza e mesmos os produzidos em laboratério, nao é perfeita e homogénea. O
grau de desordem na sua estrutura cristalina nem sempre pode ser desprezado, tornando-
se relevante os seus efeitos. Desse modo, para o melhor entendimento das propriedades de
tais solidos é preciso adotar modelos que levem em consideracao essas caracteristicas.

No fim da década de 50 foi apresentado na comunidade cientifica um modelo que
levava em consideracao os efeitos de desordem. P.W. Anderson |1]| apresentou uma estima-
tiva qualitativa da intensidade do potencial aleatorio necessaria para provocar a auséncia
de difusao eletronica em certas redes aleatorias.

1.3 Modelo de Anderson

Em 1958, P.W. Anderson [1]| apresentou um modelo que permitiu o estudo dos
efeitos de desordem sobre a funcao de onda eletronica. Anderson mostrou que, na presenca
de desordem, a natureza da funcao de onda pode mudar de estendida, como no caso das
ondas de Bloch, para localizada.

Imagine o modelo de Bloch apresentado na secao 1.2, com o potencial peridédico nulo
(U(r) = 0), ou seja, um elétron livre. Ao introduzirmos uma unica barreira de potencial
para este sistema, a funcao de onda eletronica serd parcialmente transmitida e parcialmente
refletida pela barreira. Facamos agora com que ao invés de uma tnica barreira, existam
duas barreiras de potencial. Estas duas barreiras provocam a reflexao da funcao de onda,

Instituto de Fisica - UFAL



1.3 Modelo de Anderson 7

gerando ondas refletidas e incidentes que podem sofrer interferéncias. As interferéncias
podem mudar bastante o padrao da fungao de onda. Considere agora a presenca de um
potencial aleatério, que pode ser representado por barreiras de potencial posicionadas
aleatoriamente ou possuindo intensidades aleatérias. A funcao de onda sofrera varias
reflexoes, impedindo que esta mantenha uma coeréncia de fase. Dessa forma, se tivermos
o grau de desordem fraco, a fungao de onda continua estendida, porém perde sua coeréncia
em fase apos muitas reflexoes. O comprimento de coeréncia é o seu livre caminho médio
(ver figura 1.2a).

Se tivermos um grau de desordem forte, as reflexoes sofridas pela funcao de onda
causam interferéncias destrutivas que induzem uma localizagao da funcao de onda, ou seja,
a funcao de onda se concentra em uma pequena regiao e tem valor desprezivel em qualquer
outra regiao do so6lido. Neste regime, o sistema esta na fase isolante. A probabilidade de
encontrar o elétron a uma distancia R do centro da funcao de onda decai exponencialmente,
ou seja, P(R) e /€. O parametro &, chamado de comprimento de localizacio, é usado
para caracterizar o estado eletronico (ver figura 1.2b). Para desordens intermediarias, o
sistema pode apresentar uma transicao metal-isolante.

<+

() (b)

Figura 1.2: (a) Fung¢ao de onda estendida - o livre caminho médio (I) é o comprimento de
coeréncia quando o grau de desordem é fraco. (b) Fun¢ao de onda localizada - £ mede a largura
tipica da funcao de onda, também chamado de comprimento de localizacao.

O Hamiltoniano do modelo de Anderson despreza a interacao Coulombiana entre
os elétrons, contendo somente um termo cinético que descreve o hopping do elétron entre
sitios vizinhos e um termo de potencial que descreve a energia de cada sitio da rede. O
Hamiltoniano de Anderson, expresso numa representacao de segunda quantizagao, é dado

Instituto de Fisica - UFAL



1.3 Modelo de Anderson 8

T

ANDERSON
TRANSITION

T

Figura 1.3: Esquema representativo para a transicao de Anderson. (a) Estrutura cristalina; (b)
Estrutura desordenada, com potenciais distribuidos de forma aleatéria. Quando W > B temos a
localizacao da funcao de onda.

(a

{

por:

H= Z ecle + Z ticle; (1.11)
( i#]

onde ¢ é a energia do sitio ¢ e t;; ¢ chamado de integral de transferéncia entre os sitios

i

¢ e j, também conhecido como a amplitude de hopping. Os termos ¢; e ¢; sao operado-
res de criacao e aniquilacao de elétrons no sitio i. Anderson, para introduzir o efeito de
desordem, considerou as energias ¢; sendo niimeros aleatoriamente distribuidos num inter-
valo de largura W, sendo este tltimo parametro chamado de largura da desordem. Com
este modelo, Anderson mostrou a existéncia da chamada “localizacao da funcao de onda
eletronica”. O modelo de Anderson tridimensional apresenta uma transi¢cao metal-isolante
para um valor critico de desordem (W,), tornando-se metalico para W < W...

A solucao do modelo envolve a obtencao dos auto-estados e auto-valores eletronicos.
Para a obtencao dos auto-estados eletronicos é necessério resolver a equagao de Schrédinger
com um termo aleatorio. Utilizando a expansao dos auto-estados nas bases de orbitais

atomicos (¢ = Y. a;¢;), encontramos a equagao de Schrédinger para o Hamiltoniano de
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1.3 Modelo de Anderson 9

Anderson

Ey = Hy (1.12)
Eai = eiai+2t,~jaj (113)
J

Para melhor compreender a natureza dos estados eletronicos, podemos analisar o
modelo de Anderson, ou seja, a eq.(1.13), em alguns casos limites. Vamos considerar que
os potenciais sejam distribuidos sobre uma rede regular, tendo as amplitudes de hopping
a mesma magnitude e existindo somente entre os z primeiros vizinhos:

j=z
Fa; = ¢a; +t Z Qi (1.14)
j=1

Podemos estudar o caso cristalino (W = 0) como caso limite da eq.(1.14). Considerando
uma cadeia linear e fazendo as energias ¢; todas iguais, que por conveniéncia, nos escolhe-
mos ¢; = 0, obtemos da eq.(1.14):

Fa; =t (a1 + ai41) (1.15)

Observando que fungdes exponenciais complexas obedecem equagoes semelhantes a eq.(1.15),
escolhemos a,, = agexp™ e chegamos a

E =2t cos(k) (1.16)

Isto corresponde a banda cristalina da teoria de Bloch (=2t < E < 2t), que para o caso
de redes unidimensionais (z = 2), a largura da banda cristalina é B = 4t.

O carater dinamico do sistema pode indicar a existéncia de estados estendidos.
Considere que um elétron é colocado inicialmente (¢ = 0) no sitio m. Assim temos como
condigao inicial |c,(t = 0)|> =1 e |¢;(t = 0)|> = 0 para i # m. Podemos entdo escrever a
equacao de Schrédinger dependente do tempo como:

ﬁdai
; 7 =€a; + zi:tijcj (]_]_7)

Se no limite termodinamico, apés um longo periodo de tempo, a probabilidade de encontrar
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1.3 Modelo de Anderson 10

o elétron no sitio m for zero, ou seja, ¢,,(t — 00) = 0, o elétron é intinerante através da
cadeia, caracterizando o estado estendido. No entanto, se ¢, (t — oo0) # 0, notamos
que o elétron pode ser encontrado apenas nas vizinhancas de m, caracterizando o estado
localizado. A quantidade |c,,(#)|? chamamos de probabilidade de retorno ao ponto de
partida. Uma maneira direta de obter |c,,(#)|? é efetuar a integracdo numérica do conjunto
de equagoes de movimento usando o método numérico de Runge-Kutta [38].

O problema em que t e W nao sao nulos foi estudado por Anderson através de
teoria de perturbacao, usando W como uma perturbacao em um caso e t em outro. O
modelo de Anderson foi de importancia fundamental para compreensao e aprimoramento
do conhecimento sobre transicoes metal-isolante que ocorrem em diversos materiais com

desordem.

1.3.1 Teoria de Escala para a Transicao de Anderson

Apo6s a publicacao de Anderson em 1958, iniciou-se uma série de estudos rela-
cionados ao seu modelo |2, 3, 4, 5, 6. Em 1979, Anderson, Abrahams, Licciardello e
Ramakrishman [2|, apresentaram um trabalho sobre uma teoria de escala para a condu-
tancia generalizada do modelo de Anderson, no qual obtiveram a depedéncia da transicao
metal-isolante com a dimensao.

A teoria de escala propoe que uma tnica quantidade caracteristica, chamada de
condutéancia generalizada (g), controla a transi¢cao do estado estendido para o estado lo-
calizado em T = 0. Thouless [39] usou a teoria de escala numa reformulagao do modelo
de Anderson. Para Thouless, as unidades fundamentais deixam de ser sitios atdémicos 1,
passando a ser caixas de volume [¢ que contém muitos sitios. O solido é formado de varias
caixas acopladas umas as outras. As energias caracteristicas do modelo de Anderson W
e t sao mapeadas respectivamente em AFE que representa o espacamento médio entre os
niveis e em 0F que representa o deslocamento 0 F causado por mudancas nas condicoes
de contorno.

Um elegante argumento euristico, baseado no principio da incerteza (AtAE > h),
conecta 0 F com a condutividade ¢ no limite macroscopico

h

§F = — (1.18)
tp

sendo tp o tempo necessario para um pacote de onda eletronico difundir até os contornos
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1.3 Modelo de Anderson 11

da caixa de lado L. Considerando que o elétron realiza um movimento browniano dentro
da caixa, podemos escrever

th =15 (1.19)

sendo D a constante de difusao. Conhecendo a relagao de Einstein entre a condutividade
e as propriedades de difusao

o =e*Dn(E) (1.20)

sendo n(E) a densidade de estados média, e combinando esta tltima com as equagoes
(1.18) e (1.19), temos:

oh
0k =—————+— 1.21
7 () (20
A densidade de estados média pode ser escrita como func¢ao do espacamento médio entre
0s niveis
(B) = = (1.22)
T TIAE |

Ao tomarmos a razao AFE/JE como sendo medida da for¢a de desordem no sistema,
analoga a razao W/t no modelo de Anderson tradicional, temos:

Estados Estendidos = SE < 1 | Sensiveis a mudangas nas condigoes

de contorno

: A - : :
Estados Localizados = —— > 1 | Nao sensiveis a mudangas nas condi-

Wy

coes de contorno

1

O parametro de desordem, g, é definido por:

1 _AFE
g(l) — OFE

(1.23)

Ao substituirmos as equagoes (1.21) e (1.22) em (1.23), obtemos o comportamento de
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escala do parametro g sendo:

h
g(L) = 5oL (1.24)

e
Nesta tltima, nota-se que o termo L% 20 ¢ a condutancia de um cubo (d-dimensional) de
lado L e condutividade o. Dessa forma, adotamos g(L) sendo a condutancia generalizada
expressa em unidades de e?/h. A teoria de escala est4 interessada na dependéncia de g(L)
com o comprimento de escala utilizado. Consideremos gy como a condutancia generalizada

para um sistema composto por caixas acopladas de volume Lg.

90 = g(Lo) = 0B(Lo) (1.25)

AE(Ly)
A teoria de escala assume que, dada a existéncia de uma condutancia generalizada gy para
um escala de comprimento Ly, pode-se obter uma condutancia generalizada ¢g para uma
escala maior L = Lgb. Nessa nova escala, a condutancia generalizada g é completamente
determinada pelo valor de gg e b, sendo este tltimo um fator de escala. Se o fator de escala
for tratado como uma transformacao continua, o comportamento de escala de g pode ser
determinado pela funcao

_ dlng(L)

B(g) = Il (1.26)

De forma a entendermos o comportamento de [3(g), analizaremos a seguir a eq.(1.26).
Quando ( > 0: Observamos que g cresce com o aumento de L, caracterizando
um comportamento metalico. Na figura 1.4 temos o comportamento de ((g) para d =
1,2 e 3. O comportamento qualitativo da fun¢ao (g) pode ser determinado tomando os
seus limites assintoticos (¢ — oo e g — 0). Utilizando a eq.(1.24), temos para g — 0o
lim f(g) =d—2 (1.27)
g—00

ou seja,
+1 para d=3

Bloo) =4 O para d=2 (1.28)
—1 para d=3
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1.3 Modelo de Anderson 13

Condutancia Generalizada g —

Figura 1.4: Comportamento qualitativo de 3(g) parad = 1,2 e 3 na teoria de escala apresentada
em [2]

Quando ( < 0: A condutancia generalizada g(L) diminui com o aumento de L,
terminando num regime localizado. Utilizando novamente a eq.(1.24), agora para g — 0,
obtemos

lim (3(g) = Ing (1.29)

ou seja, [(g) se aproxima de —oco quando g tende a zero, independente da dimensao. Para
g pequeno, representando assim o limite de fraco acoplamento e forte desordem, a teoria de
Anderson prevé que os estados eletronicos sejam localizados e decaiam exponencialmente
com a distancia. Nos contornos de uma caixa de dimensao linear L, a amplitude da
funcdo de onda de um elétron localizado dentro da caixa é da ordem de e™?’, onde o
parametro v é o coeficiente de Lyapunov?. O acoplamento entre as caixas também decai
exponencialmente com L, de forma que g(L) oc e . Ao assumirmos que (3(g) tenha
variacao lenta e monotonica entre os limites g — 0o e g — 0, certificamos que nossa anéalise
anterior reproduz o comportamento qualitativo da figura 1.4. As setas do diagrama de

20 parametro «y é também conhecido como o inverso do comprimento de localizacdo &, apresentado na
pagina 7
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1.3 Modelo de Anderson 14

fluxo sobre as curvas na figura 1.4 representam a dire¢cao que g varia quando L cresce. Em
d = 3 podemos observar um fato interessante: a existéncia de comportamentos distintos
para 3(g) < 0 e B(g) > 0. Existe um ponto critico (g.) no diagrama de fluxo, quando
g = 0, também chamado de ponto fixo instavel. Este diagrama mostra a dependéncia
da transicao de Anderson com a dimensdao: em d = 1 e d = 2 nao existe transicao
metal-isolante, diferentemente do caso d = 3. Foram desenvolvidos varios estudos sobre
0 comportamento critico perto desta transicdo em d = 3, por exemplo, B. Kramer [5]
utilizando a teoria de escala. Estudos sobre o comprimento de localizagao (§) proximo da
energia critica de transi¢do (mobilty edge) apresentam comportamento tipo lei de poténcia
(€ x (F — E.)") com expoente v =~ 1.57 [40, 41].

Apesar das muitas simplifica¢oes, o modelo de Anderson é considerado ate hoje a
estratégia mais eficiente para estudar os efeitos da desordem sobre propriedades de trans-
porte eletronico. Além disso, diversos outros fenomenos também foram explicados com
base nas teorias de sistemas desordenados, como por exemplo, a ocorréncia do efeito Hall
quantizado. Este tdltimo esti associado & presenca de elétrons em estados localizados,
quando o material é submetido a um campo magnético externo [42]. Podemos observar
também propriedades de localizacao, devido a presenca de desordem, em ondas mecanicas
em meio liquido e em ondas eletromagnéticas |43, 44, 45|. Foram desenvolvidos varios
estudos experimentais com o objetivo de comprovar a eficicia do modelo anteriormente
estudado. Como exemplo das investigagoes da transicao metal-isolante podemos citar
experimentos realizados em silicio dopados com fosforo ou bario [46, 47, 48, 49]. Nes-
tes experimentos a desordem é oriunda das posicoes aleatérias dos atomos dopantes. A
largura de desordem apresentada no modelo de Anderson é devido a concentracao de do-
pantes (/NV,) ou presenca de um campo. A energia critica do sistema (E.) ¢ a concentrac¢ao
critica dos dopantes () ou o valor do campo (H,.) para os quais a transicao acontece.
A classificacao dos materiais foi escolhida da seguinte forma: aqueles que apresentavam
v = 0.5 eram os semi-condutores nao-compensados; aqueles que apresentavam v = 1 eram
os semi-condutores compensados ou materiais amorfos. Porém, foram encontrados em [48],
um expoente v = 1 para o silicio dopado com fésforo ndo compensado (Si : P); e em [49],
um expoente ¥ = 1.6 para o silicio dopado com Bario (Si : B), violando assim a classifi-
cacao anteriormente proposta. Em geral, a diferenca no expoente vem sendo atribuida a
presenca de outros efeitos no experimento, como por exemplo, a interacao Coulombiana
entre os elétrons [48]. Em solidos reais os elétrons correlacionam seus movimentos uns
com os outros de forma a evitar configuragoes muito energéticas. Esta interacao elétron-
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1.4 Aperiodicidade e Correlagao na Desordem 15

elétron é responsavel pela transigao de Mott |21, 22, 23]. Na se¢ao 1.5, apresentaremos
suscitamente os estudos de Mott relacionados a influéncia da interacao elétron-elétron no
comportamento do pacote de onda eletronico.

1.4 Aperiodicidade e Correlagcao na Desordem

A Teoria de Escala apresentada na secao 1.3.1 mostra a existéncia de estados lo-
calizados em sistemas 1d e 2d para qualquer quantidade de desordem e a possibilidade
de ocorréncia de uma transicao metal-isolante em 3d. Entretando, uma série de trabalhos
tém sido apresentados nas ultimas décadas, nos quais a distribuicao de desordem é feita de
forma correlacionada e/ou de forma a respeitar sequéncias pseudo-aleatorias. A presenga
destes fendmenos na distribuicao da desordem sao responsaveis por um comportamento
nao previsto no modelo de Anderson 1d.

Entre as décadas de 70 e 80 foram apresentados estudos de modelos que revelaram
a presenca de transicao metal-isolante, devido & presenca de potenciais incomensuraveis
[12, 13, 14, 16, 15, 17, 18, 19]. Uma das caracteristicas desse tipo de potencial é por
apresentar um comportamento intermediario entre o caso periodico e aleatorio. Em 1979,
M. Ya. Azbel [12], utilizando o modelo de Kromig-Penney, demonstrou que os auto-
estados desse modelo podem ser estendidos e localizados, separados por mobility edges. Foi
estabelecida também uma relacao entre o modelo estudado e as propriedades eletronicas
de estruturas lineares incomensuréveis conhecidas na época. Em 1980, J.B.Sokoloff [13],
motivado pelo trabalho de Ya. Azbel |[12|, estudou a localizacdo eletronica num modelo
tight-binding contendo um potencial incomensuravel de modulagao periodica, no qual a
equagao de Schrédinger é

fn+1 + fn—l + ‘/O(COS qn)fn = Efn (130)

sendo f,, o coeficiente de expansao para a funcao tight-binding [{(x) = fad(x — na)l,
enquanto ¢ representa um orbital atémico. As demais grandezas estao em unidades de
amplitude de hopping. A incomensurabilidade se d& ao assumirmos ¢ como irracional.
Neste trabalho foi mostrado que a teoria apresentada por Azbel prevé a existéncia de
mobility edges proximos de £(2 — V5). O autor apresentou algumas diferengas entre os
resultados obtidos para valores comensuraveis e incomensuraveis de ¢, além de ter mostrado
que existe uma transicao metal-isolante em uma dimensao para um valor critico vg. Em
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Figura 1.5: Potencial aperiddico calculado a partir da eq.(1.31). Os parametros caracteristicos
do potencial apresentam os seguintes valores: V =1.5rma=1ev =10.5

1982, Soukoulis and Economou [14] investigaram a natureza dos auto-estados em cristais
unidimensionais, sendo que o potencial para os sitios era incomensuravel, similar ao modelo
tratado por Sokoloff [13]. Os autores utilizaram trés diferentes métodos para determinar
a natureza dos auto-estados e concluiram que a presenca de incomensurabilidade produz,
em geral, mobility edges em sistemas unidimensionais. Grempel, Fishman e Prange [15|
também estudaram o modelo tight-binding com hopping de primeiros vizinhos e potencial
periddico diagonal que podia ser comensuravel e incomensuravel. O potencial utilizado
por eles foi T, = tan[(w—m7)/2], sendo 7/27 irracional para obter a incomensurabilidade
no potencial. A relacao entre o modelo cujo potencial é incomensuravel e modelos cujo
potencial aleatorio é feita através da andalise da densidade de estados. Eles encontraram
valores coincidentes de densidade de estados entre os modelos e propuseram investigar
em quais aspectos esta similaridade manifesta-se para outros potenciais incomensuraveis.
Griniasty and Fishman |16] investigaram o comprimento de localizacdo do modelo tight-
binding V,,u,, + tp+1 + up—1 = Eu,, sendo o potencial V,, descrito pela equagao a seguir.

€, = V cosk|n|” (1.31)

tendo £ = ma, a é um nimero irracional para que €, seja um potencial incomensuravel.
Caso « seja um racional e o parametro v assuma o valor v = 1, ¢, tomara forma de um
potencial cristalino. Além disso temos o parametro V', sendo 2V a largura de desordem.
Um exemplo de €, pode ser visto na figura 1.5.

Através de calculos numéricos e usando teoria de perturbacao para A < 1, os
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autores observaram uma similaridade cada vez maior entre o potencial da eq.(1.31) e
potenciais aleatérios, a medida que aumenta-se o valor de v. Constatou-se a existéncia
de estados estendidos para A < 2, estados localizados para A > 2. Além disso, foi visto
que para v > 2, todos os estados eram localizados, enquanto que para 0 < v < 1 existiam
estados estendidos. Para 1 < v < 2 encontrou-se uma discordancia entre os resultados
previstos pelo método de teoria de perturbacao e os resultados numéricos, tendo o autor
sugerido uma maior investigacao do problema.

S. Das Sarma et al 17|, assim como Griniasty et al [16] e Thouless [18], investigaram
a localizacao de um modelo tight-binding unidimensional, tendo o potencial regido pela
eq.(1.31). Os resultados apresentaram a existéncia de estados estendidos e localizados
dependente da largura de desordem e dos valores de v.

e Quando0<v<leV <2:
Havera estados estendidos na faixa -2+ V < E <2 -V
Haverd estados localizados nas faixas 2—V < E < 24+Ve -2-V < E < 24V

Quando 0 <v<leV > 2:

Todos os estados sao localizados

Quandov=1eV <2

Todos os estados estendidos

Quandov=1eV > 2

Todos os estados sao localizados

Quando 1 < v < 2:

Todos os estados sao localizados, mas o coeficiente de Lyapunov se aproxima de
zero no centro da banda

Quando v > 2:
O sistema se comporta como um modelo de Anderson unidimensional e todos os

estados sao exponencialmente localizados.

Continuando o interesse em potenciais incomensuraveis, em 1990, S. Das Sarma
et al [19] desenvolveram uma técnica semi-classica assintotica para calcular, no limite
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termodinamico, a densidade de estados e o expoente de Lyapunov para o modelo tight
binding unidimensional com potencial on-site regido pela eq.(1.31). Além disso, realiza-
ram estudos numéricos envolvendo a diagonalizacao direta e calculos recursivos de matriz
de transferéncia para compreender as propriedades de localizagao do modelo. Os resulta-
dos tedricos estao exatamente de acordo com os resultados numéricos, diferentemente da
técnica utilizada por Griniasty and Fishman [16], que possui limitagoes. Neste tltimo foi
apresentado a existéncia de uma transicao metal-isolante no modelo uni-dimensional para
A <2evr <1, com os mobility edges fixos para energias E, = £|2 — A|.

Como foi brevemente falado no inicio desta secao, a presenca de correlagoes na
distribuicao da desordem também é responsavel por comportamentos nao previstos no
modelo de Anderson 1d. Flores [8] mostrou que o Hamiltoniano de Anderson unidimen-
sional, tendo o potencial e amplitude de hopping aleatorios, pode apresentar uma energia
critica (E.), onde a transmissao (delocalizagdo) da fungao de onda ocorre quando sao in-
troduzidas correlagoes entre as energias dos sitios e os termos de hopping. Dunlap et.al.
[9] apresentaram um estudo sobre uma cadeia composta por uma liga binaria. Nesta liga
as energias dos sitios do sistema podem assumir os valores de €4 e €g, com probabilidades
p e 1 — p respectivamente. Além disso, os sitios com energia €4 sempre aparecem aos
pares. Se |e4 —ep| < 2t, sendo t a amplitude de hopping, o sistema apresenta uma energia
ressonante onde a funcao de onda é delocalizada. Temos também o trabalho de Moura e
Lyra [10], que introduziram uma correlacao de longo alcance nos elementos da diagonal do
Hamiltoniano de Anderson, representando uma desordem somente nos potenciais dos sitios
da cadeia. Utilizando um formalismo de grupo de renormalizacao, eles mostraram que este
sistema pode exibir uma fase de estados estendidos no centro da banda. Pela primeira vez
uma verdadeira transi¢cao metal-isolante em sistemas 1d desordenados foi encontrada.

A comprovagao experimental dos resultados apresentados até agora nesta se¢cao nao
foi facilmente observada. Isso provocou um grande interesse, pois até entao nao se tinha
certeza de sua relevancia e aplicabilidade, além das suas implicacoes sobre propriedades
fisicas. Motivados por trabalhos experimentais que usaram super-redes de semicondutores
(SL’S) para observar a localizacao eletronica devido a desordem [50, 51|, alguns autores
[52, 53, 54|, usaram estes sistemas para estudar, através de métodos numéricos, as pro-
priedades de localizagao e delocaliza¢ao. V. Bellani et al |55| estudaram as propriedades
eletronicas de SL’s de GaAs— Aly 35Gag g5 As utilizando técnicas de fotoluminescéncia para
baixas temperaturas. A motivacao dos estudos feitos por V. Bellani é decorrente da sa-
tisfatoriedade dos resultados apresentados por Chomette [50, 51| quando comparados a

Instituto de Fisica - UFAL
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calculos teoricos. Além disso, estes ultimos mostraram experimentalmente a existéncia de
estados estendidos em sistemas com desordem de baixa dimensao com correlacoes de curto
alcance na desordem.

100 micrometer screws

20

anténna

Figura 1.6: Guia de onda utilizada por Kuhl e Stockman. Todas as dimensoes estao em milime-
tros.

Kuhl and Stockmann [56], utilizando um guia de onda retangular, fizeram uma
analogia entre a propagacao de elétrons através de um cristal e de luz através de arranjos
periodicos de espalhadores. Os autores utilizaram 100 espalhadores cilindricos, de raio
r = 2.5mm e distantes de d = 20.5mm, introduzidos no guia de onda de maneira que as
profundidades podiam variar, funcionando como parafusos (ver figura 1.6). Ao concluirem
o trabalho, sugeriram que a transmissao e localizagao em estruturas aleatorias ou pseudo-
aleatorias, como em |16], podem ser estudadas usando a mesma técnica. Posteriormente,
Kuhl et al [57|, explorando a analogia entre a particula quantica e a onda eletromagné-
tica, demonstraram a existéncia de mobility edge em 1d utilizando o mesmo experimento
utilizado em [56].

Na secao seguinte vamos apresentar uma descricao suscinta da fisica de sistemas
eletronicos interagentes. Nestes sistemas, como ja foi comentado anteriormente, a presenca
de interacao Coulombiana induz a chamada Transicao de Mott.

1.5 Transicao de Mott

Um dos trabalhos de maior contribui¢do para a fisica da matéria condensada foi
proposto por Sir Nevill Mott. A transi¢do de Mott |21, 22, 23|, assim como na transi¢ao
de Anderson anteriormente discutida, sao demonstracoes de situacoes em que a teoria de
Bloch apresentada na secao 1.2, é insuficiente.

Instituto de Fisica - UFAL



1.5 Transicao de Mott 20

MOTT
TRANSITION
B<U
—-TT T
(c) —— —— +U — = — -

Figura 1.7: Esquema representativo para a transicao de Mott. a) Quando a largura da banda
cristalina B é suficientemente maior que a interagdo elétron-elétron U, a deslocalizagdo é ener-
gicamente favoravel. b) quando a largura da banda cristalina B é suficientemente maior que a
interacao elétron-elétron U, a localiza¢ao induzida por correlagdo acontece. ¢) Diagrama de dois
niveis equivalente ao fator de dupla ocupacao U.

Para melhor entendermos a transicao de Mott, considereremos um sistema contendo
N atomos isolados, com um tnico elétron de conducao para cada orbital atomico. Os
atomos sao representados por paredes de potencial e o tinico elétron de valéncia de cada
atomo ocupa um nivel de energia, sendo este indicado por uma linha horizontal em cada
parede atomica (ver figura 1.7). No cristal, este nivel de energia d4 origem a uma banda
de largura B, conhecida como banda de Bloch, indo aproximandamente de —B/2 a B/2.
Tendo a banda somente meio preenchida, a anergia média de um elétron de valéncia no
cristal é aproximadamente —B/4. Esta diminui¢ao na energia é responsavel pela coesao
metdalica. No entanto, como estamos num regime metalico, podemos considerar que os
elétrons tem grande mobilidade e podem ocupar quaisquer um dos orbitais do sistema,
inclusive orbitais ja ocupados por um elétron. O custo energético para que um atomo tenha
em seu orbital dois elétrons de valéncia ¢ igual a energia Coulombiana média U = (€?/r15).
Nas figuras 1.7a e 1.7b, a linha horizontal para cada parede representa o nivel de energia
do elétron de valéncia do atomo isolado. Este nivel de energia é duplamente degenerado,
e pode acomodar 2 elétrons de spins opostos. Sendo assim, um mesmo nivel pode ser
ocupado por zero, um ou dois elétrons. Porém, quando 2 elétrons ocupam o mesmo sitio,
nos temos a interagao repulsiva aumentando a energia. Isto pode ser visto na figura 1.7.c.
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Dois nives de energia sao associados para cada sitio. O nivel inferior, correspondente ao
nivel usado nas figuras 1.7a e 1.7b, esta disponivel para o primeiro elétron a ocupar o
orbital atémico. O nivel superior, qual realmente existe somente quando o nivel mais
baixo esta preenchido, é elevado pela quantia U e esta disponivel para um segundo elétron
ocupar o sitio.

No tratamento de elétrons independentes, quando se despreza a existéncia de in-
teragao, as fungoes de onda sao as funcoes de Bloch em que cada elétron apresenta igual
probabilidade de ocupar um dado sitio. Devido a presenca de interacao, as probabili-
dades de obtermos um orbital atomico vazio, com um tnico elétron e com 2 elétrons é
respectivamente 1/4, 1/2 e 1/4. Desta forma, como o custo energético médio para du-
plas ocupacoes é U/4, a energia média de um elétron delocalizado é: —B/4 + U/4. A
transicao metal-isolante induzida por interacao elétron-elétron é oriunda da competicao
entre o abaixamento médio da energia (B/4)- ocasionado pela delocalizac¢ao; e o custo de
correlagao devido as duplas ocupagoes. Se —B/4 + U/4 for maior que a energia média
de um elétron localizado, a delocalizagao é uma configuracao energicamente desfavoravel.
Assim, a condicao para se obter um isolante de Mott, ou uma localizacao induzida dos
pacotes de onda eletronicos é:

U>B (1.32)

Pelos estudos tedricos fundamentais das estruturas eletronicas magnéticas e de
sistemas desordenados, Mott, juntamente com P. W. Anderson e J. H. van Vleck ganharam
o Prémio Nobel de Fisica de 1977.

1.6 Modelo de Hubbard

Historicamente, De Boer and Vernwey foram os primeiros a destacar em 1937 que
o NiO na estrutura NaCl deveria ser met