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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos uma representacao geométrica para estados de momento
angular orbital da luz, em termos de feixes nao difratantes, chamada de esfera de feires
Bessel e Hermite-Bessel. Esta representacao é andloga a esfera de Poincaré, que representa
os estados de polarizacao da luz, e a esfera de modos de primeira ordem, que representa
os estados de momento angular orbital da luz, em termos dos feixes Laguerre-Gauss e
Hermite-Gauss. Este resultado foi obtido através do estudo da decomposicao dos feixes
Bessel em termos de uma nova classe de feixes, chamados de feizes Hermite-Bessel, que
sao solugoes da equagao de Helmholtz em coordenadas Cartesianas e nao possuem mo-
mento angular orbital. Para feixes de ordem 1, verificamos que os feixes Hermite-Bessel
sao feixes nao difratantes, pois podem ser escritos como uma combinacao linear de feixes
Bessel e seu espectro angular corresponde ao espectro angular de um feixe nao difratante.
Nossos resultados tedricos foram comprovados experimentalmente, onde mostramos a de-
composicao de um feixe Bessel de ordem 1 em termos dos feixes Hermite-Bessel. Por
fim, mostramos que ¢é possivel realizarmos uma transformacao unitdria na esfera de feixes
Bessel e Hermite-Bessel utilizando um par de lentes cilindricas, transformando um estado
inicial de momento angular orbital, descrito por um feixe Bessel de ordem 1, em um estado

descrito por um feixe Bessel de ordem —1.
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Abstract

In this work, we developed a geometric representation for orbital angular momentum
states of light in terms of nondiffracting beams, so-called sphere of Bessel and Hermite-
Bessel beams. This representation is analogous to the Poincare sphere, which represents
polarization states of light, and the sphere of first-order modes, which represents orbital
angular momentum states of light in terms of Laguerre-Gauss and Hermite-Gauss beams.
This result was obtained by studying the decomposition of Bessel beams in terms of a
new class of beams, so-called Hermite-Bessel beams, which are solutions of the Helmholtz
equation in Cartesian coordinates and do not possess orbital angular momentum. For
first-order beams, we verify that Hermite-Bessel beams are nondiffracting beams, since
they can be written as a linear combination of Bessel beams and their angular spectrum
corresponds to a angular spectrum of a nondiffracting beam. Our theoretical results were
experimentally demonstrated showed the decomposition of a Bessel beam of order 1 in
terms of Hermite-Bessel beams. Finally, we showed that it is possible to apply an unitary
transformation in the sphere of Bessel and Hermite-Bessel beams using a pair of cylindrical
lenses, which transforms an initial state of orbital angular momentum, described by a

Bessel beam of order 1, in a state described by a Bessel beam of order —1.
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Introducao Geral

O estudo da luz desempenhou um papel fundamental durante o século XX no desen-
volvimento de novas teorias fisicas. Seja teoricamente ou experimentalmente, o estudo
das ondas eletromagnéticas sempre contribuiu para a expansao das fronteiras da ciéncia.
Com a teoria eletromagnética de Maxwell foi possivel explicar muitos fendémenos, em par-
ticular demonstrou-se que uma onda eletromagnética transporta energia, momento linear
e momento angular [1].

O momento angular da luz tem duas componentes. A primeira estd associada ao es-
tado de polarizacao do campo elétrico, correspondendo ao momento angular intrinseco.
Os estados do momento angular intrinseco correspondem & polarizagao circular no sentido
horario e a polarizacao circular no sentido anti-horario. Estes estados podem ser decom-
postos em estados de polarizacao linear. Por exemplo, um feixe de luz circularmente
polarizado pode ser escrito como uma superposicao de feixes linearmente polarizados
com uma diferenca de fase de /2. A segunda componente estd associada a distribuigao
transversal do campo elétrico e corresponde ao momento angular orbital.

Quando a luz interage com a matéria, podemos observar efeitos da transferéncia de
momento angular da luz para matéria. Em 1909, Poynting [2] descreveu um equivalente
mecanico para o momento angular intrinseco. Um feixe de luz circularmente polarizado
deveria exercer um torque ao atravessar uma placa birrefringente e que a razao entre o

momento angular e o momento linear era igual a A\/2m, onde A é o comprimento de onda
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da radiacao. Baseado nessa idéia, em 1936, Beth [3] observou pela primeira vez a presenga
do momento angular intrinseco de um feixe de luz. Em seu experimento, um feixe de luz
circularmente polarizado no sentido hordrio passa por uma placa birrefringente de \/2,
suspensa por uma fibra de quartzo. A placa muda & polarizacao do feixe para circular no
sentido anti-hordrio, e como conseqiiéncia, a placa birrefringente sofre um torque, devido
a transferéncia do momento angular intrinseco.

Em 1992, Allen e colaboradores, demonstraram que o momento angular orbital é
uma conseqiiéncia de feixes com uma distribuicao de amplitude que possui uma fase
azimutal da forma exp(il¢), onde ¢ é a coordenada azimutal e [ é um nimero inteiro.
Este resultado é independente dos estados de polarizacao e é tipico para feixes com uma
frente de onda helicoidal [4]. A presenca deste tipo de fase faz com que o feixe apresente
uma singularidade na fase, ou seja, a fase é indeterminada, portanto, a intensidade do
feixe deve ser nula no centro. Na Optica tais singularidades sao conhecidas como vortices
dpticos [5,6].

Para feixes com uma frente de onda helicoidal, o vetor de Poynting tem uma com-
ponente azimutal, que produz um momento angular orbital na direcao de propagacao do
feixe [7,8]. Usualmente, feixes de luz possuindo momento angular orbital sao descritos
em termos de modos Laguerre-Gauss (LG;). Estes modos sao solucoes da equacao para-
xial em coordenadas cilindricas. E possivel decompor modos Laguerre-Gauss em termos
de modos Hermite-Gauss (HG,,,) de forma andloga a que ¢ feita na decomposigao do
momento angular intrinseco. Por exemplo, um feixe LG} pode ser escrito como uma
superposigao de feixes HG19 e HGy com uma diferenga de fase de 7/2. Padgett e Cour-
tial [9] proporam uma representagdo geométrica equivalente a esfera de Poincaré para
feixes possuindo momento angular orbital, baseados na semelhanca entre a decomposicao
do momento angular intrinseco e orbital.

Tradicionalmente, define-se um feixe de luz como um cone de luz estreito composto



de raios quase paralelos. O tipo mais comum de feixe de luz é o feixe gaussiano, cujo
perfil transversal de intensidade é dado por uma funcao gaussiana. Em geral, qualquer
feixe estd sujeito ao efeito de difracao, que modifica o perfil transversal do feixe ao longo
da propagacao livre. Para feixes gaussianos, a difracao alarga o perfil transversal de
intensidade do feixe [10]. A difragdo pode ser um fator limitante para aplicacoes onde
se requer que um feixe mantenha o seu perfil transversal, como por exemplo, imagens
6pticas [11], pingas 6pticas [12], etc.. Devido as limitagdes impostas pela difracao, existe
um grande interesse no desenvolvimento de técnicas que possibilitem a geracao de feixes
que nao sofram os efeitos da difragao.

Em 1987, Durnin [13] impressionou a comunidade cientifica da drea, obtendo uma
solucao para a equagao de onda, cujo perfil transversal do feixe era dado por uma fungao de
Bessel. Tal solucao, hoje conhecida como feixe Bessel, nao sofre modificacoes transversais
devido a difracao, mantendo seu perfil transversal ao longo da propagacao.

Um feixe Bessel é gerado por uma superposicao de ondas planas cujos vetores de onda
se localizam na superficie de um cone, onde o dngulo de abertura desse cone é igual a 6.
Durnin et al. [14] mostraram que é possivel gerar um feixe Bessel utilizando aberturas
finitas. Neste caso, foi mostrado que os feixes Bessel sao capazes de se propagar por longas
distancias mantendo o perfil transversal aproximadamente inalterado. Estas distancias
dependem dos parametros de preparacao do feixe.

Além de possuirem propriedades nao difratantes, os feixes Bessel de alta ordem trans-
portam momento angular orbital [15]. Entre as aplicagoes dos feixes Bessel, uma que vem
causando grande impacto é o uso dos feixes Bessel como pingas 6pticas [16-18], onde é
possivel aprisionar e mover pequenas particulas. O uso de feixes gaussianos para essa
finalidade ¢ limitado pelo efeito da difracao.

E possivel decompor os feixes Bessel em uma nova classe de feixes nao difratantes de

forma equivalente a decomposicao dos feixes Lagurre-Gauss em termos dos feixes Hermite-
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Gauss [19,20]. Com o designio de compreender a teoria envolvida e os resultados desse
trabalho, apresentaremos esta dissertacao em trés capitulos. No capitulo 1, discutiremos
o momento angular transportado pela luz. Veremos que os estados de polarizacao da luz
e os estados de momento angular orbital de um feixe na aproximagao paraxial, possuem
representacoes geométricas equivalentes.

No capitulo 2, faremos um estudo dos feixes Bessel e algumas de suas propriedades.
Apresentaremos um experimento para geracao de um feixe Bessel de primeira ordem, e
caracterizagao do seu estado de momento angular orbital.

O resultado principal desta dissertacao é apresentado no capitulo 3. Inicialmente,
estudaremos a decomposicao de feixes Bessel de alta ordem em uma nova familia de feixes,
que chamaremos de feixes Hermite-Bessel. Com base nesta decomposicao, construiremos
uma representagao geométrica para os estados de momento angular orbital em termos de

feixes nao difratantes. Por fim, demonstraremos experimentalmente esta decomposicao,

e um exemplo de uma transformacgao unitdria dentro da nossa representacao geométrica.
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Capitulo 1

Momento angular da luz

1.1 Introducao

Neste capitulo, discutiremos a teoria do momento angular transportado por um feixe de
luz. O momento angular da luz tem duas componentes: o momento angular intrinseco
devido aos estados de polarizacao; e o momento angular orbital (extrinseco) que estéd
relacionado com a distribuicao espacial do campo eletromagnético.

Iniciaremos o estudo partindo das equagoes de Maxwell, as quais descrevem os cam-
pos eletromagnéticos. Nosso objetivo serd o de deduzir as expressoes para o momento
angular intrfnseco e orbital. Em seguida, mostraremos que um feixe de luz circular-
mente polarizado possui momento angular intrinseco de +h por féton. Apresentaremos a
representacao matricial de Jones para feixes de luz polarizados e mostraremos uma repre-
sentacao geométrica para descrever os estados de polarizacao da luz, conhecida como
esfera de Poincaré. Por fim, mostraremos que um feixe de luz, com uma dependéncia na
fase azimutal do tipo exp(il¢), com [ inteiro, possui momento angular orbital de [/ por
féton. Utilizando a aproximacao paraxial, veremos que modos Laguerre-Gauss possuem
momento angular orbital bem definido e que, para os modos de ordem 1, é possivel cons-

truir uma representacao geométrica, andloga a esfera de Poincaré, para os estados de
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1.2 Equacoes de Maxwell e Potenciais do campo eletromagnético 7

momento angular orbital.

1.2 Equacoes de Maxwell e Potenciais do campo eletro-
magnético

Na eletrodindmica cléssica, o comportamento do campo eletromagnético é descrito pelas
equagoes de Maxwell [1]. Essas equagdes formam um conjunto de equagoes diferenciais de
primeira ordem acopladas para os vetores campo elétrico e campo magnético. No Sistema

Internacional de Unidades as equagoes de Maxwell no vacuo podem ser escritas como:

0B
VxE = 5 (1.1)
OE
VxB = MOJ + 80#05 (12)
vVE=2 (1.3)
€0
vV-B = 0, (1.4)

onde E e B sao os vetores campo elétrico e magnético, respectivamente. J é o vetor
densidade de corrente, p a densidade de cargas, € e y, sao a permissividade elétrica e a
permeabilidade magnética do vicuo.

Para evitar as complicacoes inerentes ao uso das equagoes de Maxwell para os vetores
campo elétrico e campo magnético, é conveniente introduzirmos os conceitos de potenciais
escalar e vetorial, para obtermos um conjunto de equagoes mais simples. Usaremos ¢
para denominar o potencial escalar e A para o potencial vetor. Sabendo que o divergente
do rotacional de qualquer campo vetorial é nulo, neste caso podemos definir a inducao

magnética em fun¢ao do potencial vetor como:

B=VxA. (1.5)
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Usando esta expressao para B, a equacao (1.1) pode ser escrita como:

V x <E+%—?) = 0. (1.6)

O termo dentro dos parénteses da equagao (1.6) pode ser escrito como o gradiente de uma

funcao escalar, o potencial escalar ¢, logo:

A
E:-qu—%—t. (1.7)

Substituindo as equagoes (1.5) e (1.7) na equagao (1.2), teremos:

1 0 0A
,U_OV x V x A—F&“oa (V(b—FE) =J. (18)

Usando a identidade V x V x A = V(V - A) — V2A, obtemos:

2

0“A 0
VAo g+ V(Y - Aoy Vo = ol (1.9)

A substituigao da equagdo (1.7) na equagao (1.3) fornece a expressao:

0A
= | = 1.1
eoV [ v 5 ] 05 (1.10)
Portanto, temos que:
d p
2 _ A= -2 1.11
\Y% ¢+8t (V-A) o ( )

Assim, reduzimos as quatro equagoes de Maxwell as equagoes (1.9) e (1.11), que no en-
tanto, ainda permanecem acopladas. Podemos desacoplar estas duas equacoes usando o

calibre de Lorentz, que pode ser escrito como:

1 O
A= 2P 1.12
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1
vV €olo

ser escritas como:

¢ a velocidade da luz no vécuo. Com isso as equagoes (1.9) e (1.11) podem

onde, ¢ =

2 1 0%¢ P

1 0%A

As equagdes (1.13) e (1.14) juntamente com a equacao (1.12) formam um conjunto

completo de equagoes equivalentes as equacoes de Maxwell no vécuo.

1.3 Momento angular intrinseco e orbital da luz

Nesta seccao, estudaremos o momento angular total do campo eletromagnético. Mostraremos
que o momento angular pode ser escrito como uma soma das contribuigoes intrinseca e
orbital.

No vécuo, a densidade de momento linear p é dada pelo produto vetorial entre o campo

elétrico e a indugao magnética [1], ou seja:
p = 5E x B. (1.15)

A densidade de momento angular j,, estd associada com a densidade de momento linear

através da relacao:
jm=rxp=corx (E x B). (1.16)
O momento angular total é obtido integrando & densidade de momento angular em todo
espago. Utilizando a defini¢ao do potencial vetor A, podemos escrever:
3
ExB=Ex(VxA)=) (EVA4) - (E-V)A, (1.17)

j=1

onde usamos a identidade a x b x ¢ =(a-c)b — (a- b) c e j representa as componentes
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x, y e z dos vetores. Substituindo a equacao (1.17) na equagao (1.16), obtemos:

Jm = €orx

i(EjVAj) —(E- V)A]

J=1

= & {23: [B;(r x V)A;] — rx(E - V)A} . (1.18)

j=1
Utilizando as seguintes identidades vetoriais:
3
x(E-V)A =) [V/(ErxA)]-rxA(V-E)+Ax(E-V)r (1.19)
j=1
(E-V)r=E. (1.20)
Das equacoes de Maxwell na auséncia de cargas livres, temos que V-E = 0, logo o
segundo termo do lado direito da equacao (1.19) é nulo.

Assim, podemos expressar a densidade de momento angular como:
3 3
jmzso{Z[E (rx V)A;] =D [V, ErxA)]+E><A} (1.21)
j=1 j=1

Esta equagao foi obtida substituindo as equagoes (1.19) e (1.20) na equagao (1.18). O
momento angular total é obtido integrando a densidade de momento angular em todo

espaco, ou seja:

{Z/ (rx V)A dv—Z/ ErxA]dv+/(E><A)dv}. (1.22)

Aplicando o teorema da divergéncia a segunda integral desta equacao, obtemos:

/[Vj (Eir x A)]dv = %Ej(r x A)ds;. (1.23)

s

Se supormos que o campo elétrico se anula quando » — oo, a integral de superficie na



1.3.1 Momento angular intrinseco 11

equacao anterior é nula. Finalmente o momento angular total do campo eletromagnético

é dado por:

3, - 50/(E>< A)dv+eoi/[Ej(r X V) A, dv

Jn = S+1L, (1.24)

onde o termo S = gy / (E x A)dv pode ser associado ao momento angular intrinseco e o

termo L = ¢ Zjl / [E;(r x V)A,] dv pode ser associado ao momento angular orbital.
A justificativa para tal distincao entre o momento angular intrinseco e orbital na equacao
(1.24), é devida simplesmente ao fato de que S é independente da posi¢ao r, enquanto
L depende de r. Nas proximas secgoes discutiremos com mais cuidado estes dois casos e

ficard mais clara a distincao.

1.3.1 Momento angular intrinseco

Considere uma onda circularmente polarizada que se propaga no vécuo ao longo da direcao

z. O vetor campo elétrico é expresso da seguinte forma:
E. =7TEjcos (kz —wt) FyEpsin (kz — wt), (1.25)

onde, Ej ¢ a amplitude da onda, T e ¥ sdo vetores unitarios nas dire¢des x e y, respecti-
vamente, w € a freqiiéncia angular e k é o médulo do vetor de onda k. E_ representa uma
onda circularmente polarizada no sentido horério e E, representa uma onda circularmente
polarizada no sentido anti-horario. Admitindo a auséncia de cargas e correntes elétricas
no vicuo, o potencial escalar ¢ nulo (¢ = 0) e a expressao (1.7) para o campo elétrico

pode ser reescrita como:
0A

E=——
ot

(1.26)
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Assim, o potencial vetor A é dado por:

E E
AL =— /Edet = 7" sin (kz — wt) + §— cos (kz — wt). (1.27)
w

w

Desta forma, o momento angular intrinseco da onda é:

2
S = eo/(E:F X Ag)dv = :tgofo 2/ dv. (1.28)

O sentido do momento angular intrinseco depende dos estados de polarizacao, ou seja, se
a onda é circularmente polarizada no sentido horédrio ou anti-horario. Note que quando a
onda é polarizada linearmente o momento angular intrinseco é nulo, pois E x A = 0.

A densidade de energia da onda é expressa por:

1
v = =—(E-D+B-H)

2
1 1

u = = (€0E -E+—B - B) : (1.29)
2 Ho

Substituindo a equagao (1.27) na equagao (1.5), obtemos:

E E
B = 32 gy (kz — wt) + yi“ cos(kz — wt). (1.30)
w w

Portanto,

1 1 K?E?
u = —<5OE§+— O)
1

u = goF;. (1.31)

Calculando a relagao entre o momento angular intrinseco da onda circularmente polarizada
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e sua energia, encontramos:

0B

(). / TR

== =+ (1.32)
/éToEgdU

Agora aplicando as equagdes (1.25) e (1.30) na expressao (1.15) para a densidade de

momento linear da onda, obtemos:

EoEgk],\
Z.
w

p=cEXxB=

(1.33)

Comparando o spin da onda circularmente polarizada com seu momento linear, encon-

tramos:

B}
8): _ / - +1 (1.34)
(P). / gk g,
Os resultados obtidos nas equagoes (1.32) e (1.34) sdo os mesmos encontrados na mecénica
quantica para a razao entre o spin do féton (£h) e sua energia (hw) e a razao entre o spin do
féton e seu momento linear (hk). Esta predicao tedrica foi verificada experimentalmente
por Beth [3] em 1936.
Portanto, podemos interpretar que uma onda circularmente polarizada no sentido
horério ou anti-hordrio é constituida por fétons com spin bem definido de +h ou —h, ou
seja, a onda circularmente polarizada no sentido horério (sentido anti-horario) tem seu

vetor momento angular intrinseco paralelo (antiparalelo) ao vetor momento linear.

1.3.2 Representacao do momento angular intrinseco

Na secgao anterior, vimos que o momento angular intrinseco estd associado aos estados de
polarizacao. O estado de polarizacao da luz e a sua interagao com componentes 6pticos

birrefringentes sdo bem descritos através das matrizes de Jones [21]. Nesta descrigao,
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o estado de polarizacao é representado por uma matriz (vetor de Jones) e os elementos
da matriz sao as amplitudes complexas das componentes do campo com polarizacoes
ortogonais. Os componentes 6pticos tais como polarizadores, retardadores de fase e etc.,
sao representados por matrizes 2 X 2 (matrizes de Jones).

Consideremos um campo com polarizacao arbitraria, dado por:
E =Eqexpi(kz — wt), (1.35)
onde Ey = XEy, + ¥ Eo,, com Ey, e Ey, sendo amplitudes complexas, escritas na forma:

EO.Z’ - |E0x|e_i¢z

Eo, = |Eg,|e v, (1.36)

Usando a descricao em termos do vetor de Jones, temos:

E, = e (1.37)

|E0y| e '

~ Eo, . .
A razao ;E—ELI e a diferenga de fase ¢ = ¢, — ¢, entre as componentes determinam o estado
x

de polarizagao. A forma normalizada do vetor de Jones é obtida dividindo as componentes

da matriz por \/ |Eox|” + | Foy|*. Os estados de polarizagao horizontal e vertical sdo dados

por:
1 0
0 1
Os vetores
1 |1 1 1

E+45o = — e E,45o = — s (139)
| V|

representam luz linearmente polarizada a +45° e —45°, isso ocorre quando as amplitudes



1.3.2 Representacao do momento angular intrinseco 15

do campo sao iguais e a diferenca de fase é 0 e m, respectivamente. Agora, quando
as diferengas de fase entre as amplitudes do campo sao 7/2 e 37/2, teremos polarizagao
circular no sentido horario e polarizagao circular no sentido anti-horario, respectivamente.

Na representacao de Jones temos:

(1.40)

onde Er representa polarizacao circular no sentido hordrio e Ej representa polarizacao
circular no sentido anti-horario.

Um estado de polarizacao pode ser escrito como uma combinacao linear de dois estados
de polarizacao ortonormais, a Fig. 1.1 mostra esse resultado graficamente. Dois vetores
sao ortonormais se A -B*=0e A- A" =B - B" = 1, onde o asterisco representa o com-
plexo conjugado. Na Fig. 1.1 sao mostrados alguns estados de polarizacao escritos como
uma combinacgao de polarizagao linear na horizontal e na vertical, por exemplo, luz circu-
larmente polarizada pode ser decomposta em uma combinacao linear de luz linearmente
polarizada com uma diferenga de fase de 7/2.

Vejamos agora a representacao da atuagao de componentes épticos birrefringentes nos
estados de polarizacao. As transformacoes dos estados de polarizacao serao descritas

através de transformacoes unitdrias.
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Figura 1.1: Decomposicao de vérios estados de polarizacao.

Considere uma onda polarizada, representada pelo vetor de Jones incidente E;, atraves-
sando um elemento éptico. Na saida, obtemos um vetor de Jones E;, correspondendo a
onda transmitida, a agao do elemento 6ptico foi transformar E; em E;. Essa transformacao

pode ser descrita matematicamente usando uma matriz 2 X 2, ou seja:

E, = ME;, (1.41)

onde M representa a matriz do elemento 6ptico. Na Tab. 1.1 sao mostradas as matrizes
de Jones para védrios componentes 6pticos.

A Fig. 1.2 mostra esquematicamente as transformagoes sofridas por alguns estados
de polarizacao depois de passarem por certos elementos épticos. Inicialmente, um feixe
linearmente polarizado passa por uma placa de onde de A/4 com seu eixo rapido na dire¢ao
horizontal. A placa transforma polarizacao linear em polarizacao circular. O feixe com
polarizacao circular passa por uma placa de onde de A\/2 e emerge dessa placa com a

polarizacao circular no sentido contrario.
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Tabela 1.1: Matrizes de Jones

Elemento éptico linear

matriz de Jones

Polarizador linear horizontal

Polarizador linear vertical

Polarizador linear a +45°

Polarizador linear a -45°

Placa de onda de A/4 com o eixo rapido na horizontal

Placa de onda de \/4 com o eixo répido na vertical

Placa de onda de /2
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Polarizagio
linear

Placa de A/ 4

Polarizagio
circular

Placa de

B B
AT

Polarizacio
circular

O S

Figura 1.2: Transformagoes dos estados de polarizagao da luz.

Uma observacao importante é que as matrizes de Jones nao necessariamente comutam,
ou seja, elas devem ser aplicadas na ordem adequada. Suponha que um feixe polarizado
passe por uma seqiiéncia de n elementos 6pticos, representados por matrizes de Jones My,

M,, ..., M,,. Entao, a onda transmitida é dada por:

Et: Mn...MngEZ’, (142)

ou seja, devemos aplicar primeiro a matriz correspondente ao primeiro elemento 6ptico,
seguida pela aplicagao da matriz correspondente ao segundo elemento éptico, e assim por
diante.

Utilizando as matrizes de Jones, as transformacoes sofridas pelo feixe da Fig. 1.2 seriam

calculadas da seguinte forma:

x 1 0 10 1 1
y 0 1|0 i|V2| 4
T 1 (1 O 1 1 1
= — = — , (1.43)
Y V2 0 -1 +1 V2 Fi

onde o resultado encontrado na equacdo (1.43) ¢ a descrigdo matemdtica das transfor-
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macoes dos estados de polarizagao mostradas na Fig. 1.2.

Uma representagao geométrica equivalente a formulagado de Jones para descrever os
estados de polarizacao da luz é a superficie da esfera de Poincaré [10]. Na esfera de
Poincaré cada estado de polarizagao é representado por um tnico ponto na superficie da

esfera.

Figura 1.3: Esfera de Poincaré.

Os estados de polarizagao circular sao representados pelos pélos norte e sul da esfera
de Poincaré, com luz circularmente polarizada no sentido horario sendo representada pelo
poélo sul e luz circularmente polarizada no sentido anti-horario pelo pélo norte, pontos
no plano equatorial da esfera descrevem luz linearmente polarizada, como é mostrado na
Fig. 1.3. Os estados de polarizacao ortogonais ocupam pontos diametralmente opostos na

esfera. Os estados de polarizagao eliptica no sentido horario sao representados por pontos
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abaixo do plano equatorial e os estados de polarizacao eliptica no sentido anti-horério
sao representados por pontos acima do plano equatorial. Usualmente, qualquer estado de
polarizacao da luz, pode ser descrito como uma superposicao linear de luz circularmente
polarizada no sentido hordrio e luz circularmente polarizada no sentido anti-horario, ou

seja:

= cos g + exp(i¢) sin g , (1.44)
Y 1 —1
0,6

que na esfera de Poincaré, corresponde a pontos na superficie com coordenadas angulares
0 e ¢, onde 6 é o angulo polar e ¢ é o angulo azimutal. Por exemplo, luz linearmente
polarizada é uma superposicao linear de luz circularmente polarizada no sentido horério
e anti-hordrio com amplitudes iguais, a diferenca de fase entre as duas polarizacoes deter-
mina a orientacao da polarizagao linear.

A esfera de Poincaré também pode ser usada para mostrar os efeitos de componentes
6pticos no estado de polarizacao incidente. Os componentes 6pticos agem na esfera de
Poincaré transladando um ponto inicial na superficie da esfera, correspondendo a um
dado estado de polarizacao inicial, para um ponto final, correspondendo a um estado de
polarizacao final. Por exemplo, considerando luz polarizada linearmente na horizontal
incidindo em uma placa de onda de A/4 com o eixo répido fazendo um angulo de +45°
com o eixo x, utilizando as matrizes de Jones, encontramos que luz circularmente po-
larizada no sentido anti-horario sai da placa de onda. Na esfera de Poincaré, Fig. 1.3,
esta transformacao é representada transladando um ponto do equador até o pélo norte
da esfera. Semelhantemente, uma placa de onda de A/2 transforma luz circularmente
polarizada no sentido anti-hordrio em luz circularmente polarizada no sentido horério,

esta transformacao é representada movendo-se um ponto no pélo norte até o pélo sul da

esfera.
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1.3.3 Momento angular orbital

Em 1992, Allen e colaboradores [4], demonstraram teoricamente que feixes de luz com uma
estrutura de fase azimutal exp(il¢) possuem momento angular orbital de (A por féton ao
longo da diregao de propagacao, onde [ é o indice azimutal.

Admitindo que um feixe de luz monocromética tenha polarizacao linear e seja definido

pelo seguinte potencial vetor:

A(r,t) = u(r)exp[i(kz — wt)] Z, (1.45)

2

- ¢ 0o médulo do vetor de onda, A ¢ o

onde X ¢ o vetor unitério na diregao do eixo x, k =
comprimento de onda do feixe, w é a freqiiéncia angular e u(r) é uma fungao complexa que

descreve a distribuicao de amplitude do feixe, esta fungao é solucao da equacao paraxial.

9%u

ou .
27> comparado com k%, e ignorando o

A aproximagao paraxial é feita ignorando o termo

termo % comparado com ku na equacao de onda escalar. A equacao paraxial é descrita

por:

L Ou
Viu+ 2ik== =0, (1.46)

onde V7 = aa_; + 83—; ¢ o Laplaciano transverso.

Adotando a representacao do campo eletromagnético pelos potenciais escalar e veto-
rial, apresentada na seccao 1.2 e admitindo a auséncia de cargas e correntes elétrica no
vacuo, podemos assim, usar calibre de Coulomb (o calibre de Coulomb é freqiientemente

usado quando nao existem fontes) que é dado por:

B au(r)i
VA0 = = =0, (1.47)

onde A satisfaz a equagdo de onda homogénea e a equacao (1.7) para o campo elétrico

fica reduzida & expressao (1.26).
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Vamos agora calcular a densidade do momento angular total, dada pela equagao (1.16).
Visto que os campos sao complexos, vamos calcular primeiro a parte real de E x B, ou
seja:

Re(E x B*) = = (E*xB + E x B"). (1.48)

N —

Para um vetor potencial dado pela equagao (1.45) as expressoes para os campos elétrico

e magnético sao:

E = _0A = iwuexp [i (kz —wt)| T (1.49)

ot
B = VxA= l? + zku] exp [i (kz — wt)]y — % exp[i (kz —wt)]z.  (1.50)
z Y

Portanto,
ou_.  Ou_. ~
E* x B = —iwu* [a—Zy + a—Zz] + wk |ul* 2, (1.51)
como % = 0, entao:
E* x B = —iwu*Vu + wk [u)* 2, (1.52)
equivalentemente
E x B* = iwuVu* + wk |ul’ 2. (1.53)

Consequentemente, a média temporal da densidade de momento linear do campo eletro-

magnético é dada por:

(p) = Re[goE x BY] = % [E*xB+ExBY| = % (WVu* — w V) + eqwk |uf? 2.

(1.54)
Note que este resultado é independente do sistema de coordenadas. Admitindo que a

funcao complexa que descreve a distribuicao de amplitude do feixe u seja escrita como:

u(r, ¢, z) = uo(r, z) exp(il ), (1.55)
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sendo solucao da equacao paraxial em coordenadas cilindricas, onde [ é o indice azimutal.
Note que, embora a equagao (1.55) viole (1.47), isso ndo é preocupante dentro da faixa
de validade da aproximagao paraxial como foi notado por Lax et al. [22]. A aproximagao
paraxial é a solucao de ordem zero das equacoes de Maxwell obtida pela expansao dos
campos em series de poténcia.

Utilizando a aproximacao paraxial podemos desprezar os termos com % comparados

com ku na média temporal da densidade de momento linear. Por conseguinte, a densidade

de momento linear é expressa como:

iwe oug LOug\ . legw -~ ~
(p) == ( o 87’0) P =2 ol & -+ cowk ol 2 (1.56)

onde T, ?qg e Z sdo vetores unitdrios em coordenadas cilindricas. Na equacao acima podemos
notar que a média temporal do vetor de Poynting que ¢ dado por ¢? (p), descreve uma tra-
jetéria na forma de um helicéide ao longo da direcao de propagacdo, onde a componente 7
estd relacionada com a dispersao do feixe, a componente (Ab é responsavel pelo surgimento
do momento angular orbital na direcao de propagagao e a componente Z relaciona-se com
o momento linear na direcao z.

Calculando a média temporal da densidade de momento angular, temos:

l U oug 0 , ~ -
(1) = —%z Juo|* 7+ M;O [(uO 5;,0 — U 5;?) 2+ 2ikr |Uo|2] ¢ + leow uol* 2. (1.57)

Integrando (1) e (p) no perfil do feixe, constatamos que restara apenas a componente

paralela ao sentido de propagagao, pois as outras componentes sao simétricas em relacao

ao eixo z. Consequentemente, o mesmo acontecerd integrando no volume do feixe.
Sabendo que a densidade de energia do feixe ¢ u = cp, = gow? |ug ]2, isto é, a velocidade

da luz multiplicada pela densidade de momento linear [23|, entdo o momento angular
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orbital por unidade de energia do feixe, é dado por:

L. /1 dv /leow |uo|? dv ]
i - S (1.58)

v /u dv /50w2 |uo|? dv

A relagao entre o momento angular orbital e o momento linear é:

/1 dv /leow\u0\2dv
L. _ - L2 (1.59)

P. /p dv /sowk|u0|2dv koo2m

Como o feixe é polarizado linearmente, entao o momento angular nao poder ser devido ao
spin. Evidentemente, a equacao (1.58) é equivalente a relacao entre o momento angular
de spin do féton e sua energia, +1/w, para um feixe de luz polarizado circularmente e
aparece devido ao termo de fase azimutal. A analogia entre 6ptica paraxial e mecanica
quantica sugere que feixes com variagao de fase de exp(il¢) sejam auto-modos do operador
momento angular orbital L,. Assim sendo, um feixe com dependéncia azimutal de exp(il¢)
possui momento angular orbital de /A por féton.

A maior parte da literatura a respeito de feixes com momento angular orbital tem sido
dedicada aos modos Laguerre-Gauss (LG). Os modos LG; sao autofuncoes da equacao
de onda na aproximagao paraxial em coordenadas cilindricas [24], onde p e [ sdo inteiros
que definem a ordem dos modos que é dada por N = 2p + |l|. | é o nimero de 27 ciclos
da fase na dire¢ao azimutal ao redor do modo e (p + 1) d4 o nimero de anéis através da
distribuicao radial do campo. Na Fig. 1.4 é mostrado os perfis de intensidade para alguns

modos LG.
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a)

Prssiruadades

Figura 1.4: Perfis de intensidade dos feixes Laguerre-Gauss: a) LGS e b) LG1.

Os modos LG com | # 0 sao interessantes porque possuem uma fase azimutal que
causa o surgimento de uma frente de onda helicoidal, e assim, possuem momento angular

orbital bem definido de [/ por féton [4]. A descricao dos modos Laguerre-Gauss é dada
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por [24]:

i) o (1p (22 o [-o2s] o [ i et

w(2) 2| P |2 )
xI! <w222)) exp [—z’(Zp +1+ 1) arctan (zﬁﬂ , (1.60)

onde w(z) é a cintura do feixe na posigao z, z, € o comprimento Rayleigh, L;, é o polindémio
generalizado de Laguerre e o termo (2p + [ + 1) arctan <i> é a fase de Gouy do modo.
Os modos LG; podem ser decompostos em termos dos modos Hermite-Gauss HG,,,
[25]. Os indices (m,n) s@o relacionados com os indices (p,l) por [ = |m—n| e p =
min(m,n), a ordem do modo HG,,, é definida por N = m + n. Os modos HG,,, sao
solucoes da equacao de onda na aproximacao paraxial, mas diferentes dos modos LG;
esses modos sao deduzidos em coordenadas Cartesianas e nao possuem momento angular

orbital. Os modos Hermite-Gauss sao descritos por:

Eon(2,y,2) o exp [—Ml H, (ﬂ%) H, (ﬁﬁ) exp(ik>)

w2 (2) w(z
X exp {—z%] exp {—i(m +n+1)arctan (i)} , (1.61)

onde H,(§) é o polindmio de Hermite de ordem n. Os Perfis de intensidade para alguns

modos Hermite-Gauss sao mostrados na Fig. 1.5.
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Figura 1.5: Perfis de intensidade dos modos Hermite-Gauss: a) HGho, b) HGo1, ¢) HG11,
d) HGgl, 6) HG12 (§ f) HGQQ.

Os modos de primeira ordem compostos por LG}, LGy', HG19 e HGy; sio especial-
mente interessantes porque sao andlogos aos estados de polarizacao da luz. Os modos

LGSEl podem ser decompostos como HG1g + 1H Gy, como mostra a Fig. 1.6.
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QO ol S

LGE-,H HG, HG,,

AG,, HG, HG,,
HG,,  HG, HG,,

Figura 1.6: representacdo gréfica da decomposicio dos modos: a) LG nos modos HGg
e HGyo; b) HG 45, quando a diferenca de fase entre os modos HGip e HG1o € 0 e ¢)
HG_450, quando a diferenca de fase entre os modos HG1g e HG1g é .

Os modos LG} e LGy' sdo equivalentes a luz circularmente polarizada no sentido
horério e anti-horério, respectivamente. Os modos HG1y e HGp; sao andlogos as duas
polarizacoes lineares ortogonais, polarizagao linear na horizontal e linear na vertical, res-
pectivamente. Baseado nesta semelhanga, Padgett e Courtial [9] construfram uma esfera
andloga a esfera de Poincaré para feixes com momento angular orbital, Fig. 1.7. Os modos
Laguerre-Gauss LG} e LG, ' possuem momento angular orbital de +7 e —A por féton,

respectivamente.
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Figura 1.7: Esfera de modos de primeira ordem.

Os polos da esfera sao representados pelos modos LGS e LG,' e os pontos no plano
equatorial sao representados pelos modos HG de ordem N = 1. Assim, cada ponto nesta
esfera corresponde a um modo de ordem N = 1, e cada modo de ordem 1 corresponde
a um ponto na esfera, essa representacao é chamada de esfera de modos de primeira
ordem. Qualquer ponto na superficie da esfera pode ser descrito por uma superposicao
linear dos modos LG} e LGy'. Por exemplo, uma superposicio dos modos LG} e LGy*
com intensidades iguais forma o modo HGyy, onde a fase relativa entre os dois modos
Laguerre-Gauss é zero. Outros modos HG sao obtidos variando a fase relativa. Similar as
placas de onda, que controlam os estados de polarizacao, lentes cilindricas sao usadas para

converter os modos Hermite-Gauss nos modos Laguerre-Gauss e vice-versa [26]. Se um
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par de lentes cilindricas idénticas com comprimento focal f estiverem separadas por v/2f,
entao um modo Hermite-Gauss passando por esse conjunto de lentes serd convertido no
modo Laguerre-Gauss, esse dispositivo é chamado de conversor 7/2. Esse sistema de lentes
cilindricas é equivalente a uma placa de A\/4 que transforma luz linearmente polarizada em
luz circularmente polarizada possuindo momento angular intrinseco. Quando a separacao
entre as lentes é aumentada para 2f, um modo LG com indice azimutal [ é convertido em
um modo LG com indice azimutal —[, esse sistema de lentes é chamado de conversor 7.
Esse conversor é andlogo a uma placa de A/2 que inverte o sentido da luz circularmente

polarizada transmitida. A Fig. 1.8 mostra esse sistema de lentes cilindricas.

Modos LG
Modos LG ~ myertidos
. .
Modos HG [= & .

- -

Conversor =

Conversor

2| o

Figura 1.8: Conversores de modos.

1.4 Conclusao

Utilizando a teoria eletromagnética, vimos que o momento angular total de um feixe

de luz pode ter duas componentes bem definidas: o momento angular intrinseco que
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depende apenas do estado de polarizacao do feixe; e o momento angular orbital, que
depende da estrutura de fase azimutal. Dentro da aproximacao paraxial mostramos que
um feixe de luz linearmente polarizado com uma fase azimutal exp(il¢)) possui momento
angular orbital bem definido na dire¢ao de propagacao. Diferentemente do momento
angular intrinseco, que tem exclusivamente trés estados independentes, correspondendo
as polarizagoes circular no sentido horario e anti-horario e a polarizagao linear, o momento
angular orbital tem um nimero ilimitado de estados, correspondendo a todos os valores
inteiros de [.

Feixes de luz possuindo momento angular intrinseco sao produzidos usando uma placa
de A\/4 que através de uma transformagao unitaria converte luz linearmente polarizada em
luz circularmente polarizada. Analogamente, feixes com momento angular orbital podem
ser criados usando um par de lentes cilindricas que converte um feixe Hermite-Gauss em
um feixe Laguerre-Gauss.

A esfera de Poincaré fornece um método geométrico para a representacao dos estados
de polarizacao. Equivalentemente, a esfera de modos de primeira ordem, fornece uma
representacao geométrica para o momento angular orbital em termos dos feixes Laguerre-
Gauss e Hermite-Gauss. Nesta esfera, pares de lentes cilindricas executam transformagoes

unitdrias, andlogas aquelas realizadas por placas de onda na esfera de Poincaré.



Capitulo 2

Feixes Bessel

2.1 Introducao

Os fenémenos de difragao sao conhecidos hd muito tempo, sendo muitas vezes um fator
limitante nas aplicagoes que usam feixes 6pticos. Neste capitulo, apresentaremos a des-
cricao de uma famfilia de feixes que tem caracteristicas nao difratantes e que sao solucoes
da equacao de Helmholtz. Esta familia de feixes é conhecida como feixes Bessel [13,14].
Primeiro estudaremos a equagao de Helmholtz em coordenadas cilindricas. Em seguida,
faremos uma andlise de feixes nao difratantes através do espectro angular. Mais adiante,
dentro da aproximacao escalar, veremos que os feixes Bessel de alta ordem possuem mo-
mento angular orbital [15]. Mostraremos ainda, como gerar um feixe Bessel através de
técnicas holograficas [27]. Por fim, produziremos experimentalmente um feixe Bessel de

primeira ordem e verificaremos que esse feixe possui momento angular orbital.

32
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2.2 Feixes nao difratantes

A amplitude complexa de um feixe nao difratante monocromatico se propagando ao longo

do eixo z pode ser escrita da seguinte forma [27]:

Ulz,y, z;t) = u(z,y) expi(fz — wt), (2.1)

onde u(x,y) se refere & amplitude transversal do feixe, w é a freqiiéncia angular e 5 é a
componente longitudinal do vetor de onda. A variacao da amplitude u é independente
da coordenada z, assim, a intensidade do feixe I = |U|? é invariante com a propagacéo,
I(z,y,z > 0) = I(x,y,0), ou seja, o perfil transversal do feixe ndo muda com a propagagao

no viacuo. A amplitude complexa U deve satisfazer a equacao de onda homogénea:

10°U
2 —_ ———
VU = -5 =7 (2:2)

Substituindo a equacao (2.1) na equacao (2.2), chegamos a equagdo de Helmholtz,

V2E + k*E =0, (2.3)

onde E(x,y, z) = u(x,y) expifiz é¢ a amplitude complexa independente do tempo, k = w/c
e ¢ é a velocidade da luz no vicuo. A descricao matemsitica de feixes nao difratantes
monocromaticos pode ser baseada no formalismo diferencial ou integral. Aqui discutire-

mos apenas O primeiro caso.

2.2.1 Solucao da equagcao de Helmholtz

A equacao de Helmholtz descreve a propagacao da luz levando em conta a difracao, que

é um efeito intrinseco da propagacao espacial. Porém, em 1987 J. Durnin, publicou
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um importante trabalho que mostra que a equacao de Helmholtz possui uma familia de
solugdes que se propagam livres de difragao [13]. Ele obteve essas solugdes para a equagao
de Helmholtz utilizando o sistema de coordenadas cilindricas sob a condicao de que a
amplitude complexa do feixe é separdvel como o produto das fungoes R(p), ®(¢) e Z(z2),
onde p, ¢ e z sao as coordenadas cilindricas.

Vamos escrever a equagao de Helmholtz em coordenadas cilindricas (p, ¢, z). Com
isso, a equacao (2.3) pode ser escrita como [28]:

10 ( E\ 10°E O*E
——(pa—p>+ o +—+I<:E_0. (2.4)

Fazendo a substituicao:
E(p,¢,2) = R(p)®(¢) exp(if2), (2.5)

e dividindo por R(p)®(¢) exp(iz), encontramos:

10 OR 1 0?°® 9 9
,O_R5 (pa—p> +02_¢W+(k —p )—0. (2.6)

Multiplicando a equacdo (2.6) por p? e fazendo a? = k? — 3%, obtemos:

PO ORY | on 1070

onde o termo do lado direito da equagao (2.7) é fungao apenas da coordenada ¢. Igualando
este termo a uma constante de separacio /2, teremos:

9*d
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A solucao desta equacao é dada por:

B(9) = exp(ild). (2.9)

Mas a funcao E(p, ¢, z) por continuidade, deve estar univocamente definida para ¢ =0 e
¢ = 2w, ou seja, E(p,0,z) = E(p, 27, z) para qualquer p e qualquer z. Portanto, devemos
impor a condi¢ao ®(0) = ®(27), o que implica que [ deve ser inteiro ou igual a zero, ou
seja, L = ..., =2, —1, 0, 1, 2, .... Finalmente, resta-nos uma equagao diferencial para R(p)
que, multiplicada por R(p), fica assim:

d( OR
5 (pa—p) + (a?p* —IH)R = 0. (2.10)

Esta equacao pode ser ainda reescrita na forma:

R _10R

e + > + (a? p2)R =0, (2.11)

que é conhecida como equacao diferencial de Bessel de ordem [. As solucoes da equacao
(2.11) sao as fungoes de Bessel de ordem [ [28], J;(ap). Portanto, a amplitude complexa

do feixe E(p, ¢, z) ¢ dada por:

E(p, ¢, z) = EoJi(ap) exp(ilg) exp(ifz), (2.12)

onde Fy é uma constante, J; é a funcao de Bessel de ordem [, a e 5 sao as componentes
transversal e longitudinal do vetor de onda, com k = \/WB2 e p, ¢ e z sao as compo-
nentes radial, azimutal e longitudinal do feixe, respectivamente. Usualmente, chamamos
de feixe Bessel um feixe cuja distribuicao de amplitude do campo elétrico ¢ dada pela

equagao (2.12).
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O resultado interessante é que esta solucao para a equagao de Helmholtz tem sua
distribuicao de intensidade constante ao longo da propagacao. A intensidade do feixe

obedece a seguinte igualdade:

I(p, ¢,z > 0) = I(p,9). (2.13)

Isto significa que nao existe variacao no perfil transversal do feixe durante a propagacao
no vacuo.

No entanto, um feixe Bessel perfeito possui energia infinita, pois se estende por todo o
plano transversal. Este fato impossibilita a realizacao experimental dos feixes Bessel.
No entanto, podemos considerar feixes Bessel truncados, que podem ser gerados por
aberturas finitas. Nestes casos, é possivel mostrar que os feixes Bessel se propagam por
uma distancia que depende dos parametros de preparacao, mantendo o padrao transversal
aproximadamente inalterado [14,27]. Por exemplo, a distancia 2., de propagagao sem
sofre difracao de um feixe Bessel, que é gerado iluminando uma fenda circular de didmetro
d colocada no plano focal de uma lente de raio R e comprimento focal f, é dada por
e = HE.

Os feixes Bessel sao caracterizados por sua estrutura de anéis concéntricos. No caso do
feixe Bessel da ordem zero, o centro do feixe é a regiao onde a intensidade é médxima, veja
Fig. 2.1, enquanto que nos feixes de ordem superior (I > 0), o centro do feixe é ocupado

por uma regiao cuja intensidade é nula, como é mostrado na Fig. 2.2. A intensidade para

o feixe Bessel de ordem zero (I = 0), mostrado na Fig. 2.1, é dada por:

1(p) = | Eof? J2(ap). (2.14)

O raio do spot central do feixe p, é dado pelo primeiro zero da funcdo de Bessel Jy(ap),
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que é igual a p, = %.

Intensidade

Figura 2.1: Perfil de intensidade para o feixe Bessel de ordem zero.

Os feixes Bessel de alta ordem (I > 0) possuem singularidades na fase e uma frente de
onda helicoidal. Em 6ptica tais singularidades sao conhecidos como wvortices dpticos, onde
a ordem do feixe Bessel [ é chamada de carga topolégica do feixe. O raio do anel interno
pode ser escrito como p; = %, onde 7; ¢ o primeiro méaximo da func¢ao de Bessel de ordem
[. Os perfis de intensidade para os feixes Bessel de alta ordem sao mostrados na Fig. 2.2.

Note que, a medida que a ordem do feixe aumenta, o raio interno p; cresce.
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Intensidade
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Figura 2.2: Perfil transversal dos feixes Bessel. a) Paral=1eb) [ = 4.

Os wortices dpticos podem ser identificados experimentalmente através de técnicas
interferométricas. O padrao de interferéncia entre um feixe contendo um vdrtice dptico e
uma onda plana apresenta bifurcacoes, onde o nimero destas bifurcacoes é igual ao indice
do feixe Bessel, [. Este resultado é mostrado nas Fig. 2.3 e 2.4, para feixes com carga

topoldgica [ = 1 e [ = 2, respectivamente.
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Figura 2.3: Visualizagao de vdrtices dpticos. Este padrao de interferéncia é caracteristico
de um feixe que possui uma carga topoldgica igual a 1.

Figura 2.4: Visualizacao de vdrtices dpticos. Este padrao de interferéncia é caracteristico
de um feixe que possui uma carga topoldgica igual a 2.
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2.2.2 Representacao de feixes Bessel através do espectro angular

A solucao exata da equagao (2.3) em algum plano z > 0 pode ser expressa na forma [29]:

E(z,y,z // (ky, ky) exp(ik - r)dk,dk,, (2.15)

onde r = (z,y, z) é o vetor posicao e k = (k, ky, k) € o vetor de onda. Escrevendo ambos
os vetores posi¢ao e de onda em coordenadas cilindricas, isto &, r = (p, ¢, z) ek = («, 0, ),

assim, o campo é dado por:

21 oo

E(p,,2) / / 0, ) exp liapcos(yy — 0) exp(iBz)adady.  (2.16)

onde,
5= Vk? —a? ) para a < k
ive? — k2 para k < o’

A transformada de Fourier inversa do campo no plano z = 0 é expressa como:

(2.17)

2w oo

Atov) = s [ [ Blo.o.0)exp [iapeosti — o) pdpds, (219

Para valores reais de 3, a equagao (2.16) representa uma superposi¢do homogénea de
ondas planas se propagando na direcao definida pelo vetor de onda k. Para valores
imagindrios de [, as amplitudes das ondas decaem exponencialmente ao longo da direcao
2z, que correspondem & ondas evanescentes.

A quantidade A(a, 1) que aparece nas equagoes (2.16) e (2.18) é conhecida como
espectro angular do campo em z = 0. A representacao do campo através do espectro
angular é extremamente 1itil, pois se o campo é conhecido em z = 0, podemos encontrar
a distribuigdo do campo em um plano arbitrario z > 0 usando as equagoes (2.16) e (2.18).

Para obtermos feixes nao difratantes a condicao exigida é que o médulo ao quadrado
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do campo E(p, ¢, z) permanega constante em cada plano transversal. Matematicamente,

podemos expressar essa condicao na forma:

E(p, ¢,z + Az) = exp[i€(p, ¢, Az)] E(p, §, 2), (2.19)

que deve ser verdade para todo Az. Onde &(p, ¢, Az) é uma fungao de fase arbitraria.

Inserindo a equagao (2.19) na equacao (2.16) teremos:

//A(a, ) exp [iapcos(ip — @)] exp [i(z + Az)] adady)

- / / Al ) expliapeos(th — )] explifz) exp i€ (p, 6, Az)] adadib,  (2.20)

0

ou ainda,

/ / A(a, 1) exp liap cos(yp — ¢)] exp(iffz) {exp(ifAz) — exp [i€(p, , Az)]} adadrp = 0
00
(2.21)
Para que a equagao (2.21) seja verdadeira para todo p e ¢, o integrando deve ser nulo,

isto conduz imediatamente a seguinte expressao:

E(p, p, Az) = £(Az) = BAz + p2m, (2.22)

onde p é inteiro. Assumindo que £(Az) é continuo e que £(0) = 0, p deve ser zero e 3
¢ uma constante que chamaremos de 3,. Admitindo que o espectro angular de um feixe
nao difratante nao contenha ondas evanescentes, pois o nosso interesse é estudar campos
distantes (z >> \), onde as contribui¢oes de ondas evanescentes sao despreziveis, entao

B, deve ser real na equagao (2.22). Com isso, obtemos a seguinte forma para o espectro
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angular:

Ala, ) = A(Y)d(a — ag), (2.23)

onde ag ¢ uma constante relacionada com [, pela equacao (2.17) e d(a) é a fungao delta
de Dirac. Portanto, o espectro angular é confinado em um anel de raio ag no espago das
freqiiéncias. A propriedade de propagacao nao difratante aparece como uma conseqiiéncia
da composicao do espectro angular. Fisicamente, este espectro angular representa uma

superposicao de ondas planas se propagando em um cone, onde o dngulo de abertura

Qo

desse cone ¢ dado por 20 = 2tan!( 5

), as amplitudes e as fases relativas das ondas
planas sobrepostas podem ser arbitrarias. Os parametros aq e 3, dados por ag = ksin6
e B, = kcos#@, representam as projecoes dos vetores de onda das ondas planas no plano
transverso e na dire¢ao de propagacao coincidindo com o eixo z, respectivamente.

A equacdo (2.23) representa a condigao suficiente para propagagdo nao difratante.
Devido a arbitrariedade da modulacao azimutal no espectro angular um nimero infinito
de feixes nao difratantes com diferentes perfis transversais podem ser obtidos. Neste

momento estamos interessados no caso especial em que as amplitudes das componentes

de onda plana do espectro angular sao constantes e a fase ¢ modulada por:

A() = Agexp(il), (2.24)

onde Ay ¢ uma constante. Substituindo as equagoes (2.23) e (2.24) na equacao (2.16),

encontramos uma expressao integral para os feixes nao difratantes:

2m oo

E(p, ¢,2z) = Agexp(ifyz) / / exp(ily) exp [iapcos(ih — @)] 6(a — ap)adadrp.  (2.25)
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Sabendo que as integrais da equagao anterior sao resolvidas da seguinte forma [30]:

o) = / F(@)5(x — mo)da (2.26)
Ji(z) = % exp(ilf) exp [iz cos ] db. (2.27)

0

Enfim, a equagao (2.25) tem como solugao:

E(p, ¢, z) = BoJi(ap) exp(ilo) exp(ifz), (2.28)

onde By = 2mi'!Apay ¢ uma constante. A solugdo (2.28) ¢ idéntica a solugao (2.12) e
representa um feixe Bessel de ordem [. A Fig. 2.5 mostra o espectro angular do feixe
Bessel de primeira ordem. O espectro angular dos feixes Bessel é representado por um
anel no plano dos vetores de onda transversais. O pardmetro bdsico do espectro é a
componente transversal do vetor de onda do feixe que esté relacionado com o raio do anel.
A componente transversal do vetor de onda é inversamente proporcional a dimensao do

perfil transversal do feixe.
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Figura 2.5: Espectro do feixe Bessel. A transformada de Fourier do Feixe Bessel ¢ um
anel no espaco k.

2.3 Momento angular orbital dos feixes Bessel

Aqui usaremos a aproximagcao escalar para os feixes Bessel a fim de mostrar que estes
feixes possuem momento angular orbital. Admitindo que um feixe Bessel monocromatico

tenha polarizacao linear e seja definido pelo seguinte potencial vetor:
A(r,t) =U(r,t)z, (2.29)

onde T ¢ o vetor unitdrio na diregdo do eixo x e U(r,t) ¢ uma fungdo de amplitude
complexa do feixe. Adotando a representacao do campo eletromagnético pelos potenciais
escalar e vetorial e adotando a condicao de Coulomb, que é dado por:

U (r,t)

V- A=0 = o

=0, (2.30)
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onde A satisfaz a equacao de onda, desta forma as equacOes para os campos elétrico e

magnético ficam reduzidas as expressoes:

OA  OU(r,t)

B= = "
B — VXA:(‘?U(r,t),y\_(?U(r,t),z\.
0z dy

(2.31)

(2.32)

A densidade de momento angular j é escrita como o produto vetorial entre o vetor

posicao r e a densidade de momento linear p, ou seja:
j=rxp,

onde p é dado por:

pZ%@?xB+ExBW

Mas,
oU*(r,t) [OU(r,t) . 0OU(r,t) .
E*xB=-—
X of ay YT o
€Oomo % = 0, temos:
oU*(x,t)
E*xB=————"-VU(r,t
>< at V (r7 )’

¢,

SR L R

Consequentemente, a densidade de momento linear é escrita como:

o [OU*(r, 1) oU (r,t)

P==75 ot

ot

VU(r,t) + ——=VU*(r,t)| .

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

Este resultado é independente do sistema de coordenadas. Assumindo que o feixe se
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propaga ao longo da direcao z, a densidade de momento angular orbital é dada por:
jo = (rxp).. (2.30)
Aplicando o sistema de coordenadas cilindricas, obtemos:
Jz = PPs: (2.40)

onde p, ¢ a componente azimutal da densidade de momento linear. Admitindo que U(r,t)

descreve a distribuicao de amplitude complexa do feixe Bessel e que é dada por:
U(p, ¢, z,t) = Ji(ap) exp(ilp) exp(ifz — wt). (2.41)
Substituindo a equacdo (2.41) na equagao (2.38), temos:
—_— %|U;2$+5W|Uy22 | (2.42)
Portanto a densidade de momento angular orbital é expressa como:
j. = eolw U (2.43)

Supomos o feixe linearmente polarizado, portanto o mesmo nao possui momento angular
intrinseco. Assim sendo, para os feixes Bessel de alta ordem, esta contribuicao deve ser
associada ao momento angular orbital. Uma andlise da densidade de momento angular
dentro de um rigoroso tratamento vetorial é apresentada na referéncia [15].

Sabendo que a densidade de energia do feixe é u = ¢p, = ceofw |U |2, isto é, a velocidade

da luz multiplicada pela componente z da densidade de momento linear, a razao entre a
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densidade de momento angular orbital e a densidade de energia do feixe é dada por:
Jo _ 1
= =—. 2.44
- (2.44)

No limite paraxial, o resultado (2.44) reproduz um resultado bem conhecido para a ex-
pressao do momento angular orbital que foi derivado originalmente para os feixes Laguerre-

Gauss. Admitindo que 5 > «, e expandindo f3, temos:

1 1 1

onde k£ é o médulo do vetor de onda. Substituindo apenas o primeiro termo da equacao
(2.45) na equacao (2.44), obtemos:

(2.46)

Este resultado é idéntico ao resultado (1.58) apresentado no capitulo 1.

2.4 Geracgao de feixes Bessel

Matematicamente, um feixe Bessel perfeito contém um nimero infinito de anéis, e assim,
sobre uma &rea infinita transportaria uma energia infinita. Portanto, nao é possivel criar
um feixe Bessel perfeito. Na prética, consegue-se uma boa aproximacao para os feixes
Bessel, mesmo eles sendo produzidos em regioes finitas.

A geracao experimental de feixes Bessel pode ser feita iluminando uma fenda circular
colocada no plano focal de uma lente [14], usando holograma gerado por computador [27]
ou utilizando um #xicon (lente conica) [31]. Nesta dissertacdo descreveremos apenas a
técnica de geragao de feixes Bessel através de holograma gerado por computador.

Essencialmente um holograma é a gravacao do padrao de interferéncia entre o feixe

de interesse com um feixe de referéncia, em geral uma onda plana. Ao iluminarmos o
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holograma com o feixe de referéncia, reconstruimos o feixe de interesse pela difracao da
luz. No caso dos feixes Bessel com a onda plana como o feixe de referéncia o padrao de
interferéncia formado possui bifurcacoes no centro do holograma, como vimos na secao
(2.2.1) o nimero destas bifurcacoes é igual a o indice do feixe Bessel. A fun¢ao transmissao

de um holograma circular de raio R ¢ dada por [27]:

Hp, &) = exp lz (27Wp cos(6) + I — i—:p)] (2.47)

onde p e ¢ sao as coordenadas radial e azimutal no plano do holograma, respectivamente.
O termo exp [i (2mvp cos(¢))] define o parametro que especifica o angulo de difracao pela
projecao no plano do holograma da onda plana de referéncia, incidindo com um angulo

7 em relagao a normal ao plano do holograma, sendo v = >

a freqiiéncia que separa
as ordens de difracao produzida pelo holograma e A é o comprimento de onda. O fator
exp <—2’i—’;p> corresponde a uma onda conica, que é caracteristica dos feixe Bessel [14],
onde p, € uma constante e o termo i—’; ¢é a freqiiéncia espacial transversal do feixe Bessel.

A Fig. 2.6 mostra hologramas que geram feixes Bessel de ordem, [ = 1 el = 4. Um

feixe Bessel gerado por esse tipo de holograma se propaga sem sofrer difragao por uma

PR

distancia dada por zpax = =%
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Figura 2.7: Holograma gerados quando v = 0. a) Paral =1 e b) para [ = 4.

Utilizando um holograma gerado por computador, realizamos e caracterizamos um
experimento para gerar um feixe Bessel de primeira ordem. O holograma gerado foi
gravado em um filme de slide a partir da fotografia da tela do computador. Os parametros
usados na geragao do holograma foram: v = 6000m ="', p, = Imm e R = 10mm.

O aparato experimental é mostrado na Fig. 2.8. O laser de argénio emitindo no com-

primento de onda A = 514.5nm com poténcia de 10mW, passa por um filtro espacial (SF),
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de forma a gerarmos um feixe bem préximo de uma onda plana. Depois o feixe entra em
um interferdémetro de Mach-Zehnder que chamaremos de interferometro ABC'D. Os feixes
que surgem nas portas de saida sdo detectados por uma camera CC'D (Charge-Coupled
Device) modelo 4910 Series da Cohu Eletronics Division, conectada a um computador
através de uma placa de aquisi¢co de imagens modelo IMAQ PCI/PXI-1408 da National

Instruments, o software de aquisicao de dados foi o LabVIEW 6.1.

" LASER DE
ARGONIO
A@514.5nm
SF =~ SAIDA2

sAlbAa1

HOLOGRAMA

Figura 2.8: Aparato experimental. SF é um filtro espacial. M;, My, M;3 sao espelhos.
BS; e BS, sao divisores de feixes 50/50.

Bloqueando o brago AB do interferdmetro, nés medimos o perfil de intensidade gerado
pelo o holograma que foi colocado no brago AC. O perfil do feixe gerado é mostrado na
Fig. 2.9, onde podemos ver uma estrutura de anéis de intensidade concéntricos. Esse feixe

se propaga sem sofrer difracao por aproximadamente 19, 4m.
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Figura 2.9: Medida experimental do perfil de intensidade para um feixe Bessel de primeira
ordem.

Para demonstrar que esse feixe possui momento angular orbital, a estrutura de fase
do feixe foi medida desbloqueando o brago AB. Como resultado obtemos o padrao de
interferéncia de um feixe Bessel de ordem 1 e uma onda plana. O padrao de interferéncia
resultante ¢ mostrado na Fig. 2.10. Podemos notar que existe uma bifurcagao na regiao
central do padrao de interferéncia. Esta bifurcacao é uma assinatura caracteristica de
feixes com carga topoldgica igual a um, ou seja, [ = 1. Este resultado demonstra que o
feixe produzido pelo holograma é um feixe Bessel e possui momento angular bem definido
paral = 1. A inclinagao das franjas e da bifurcagao é devido ao desalinhamento transversal

do interferémetro.
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Figura 2.10: Padrao de interferéncia entre um feixe Bessel de primeira ordem e uma onda
plana

2.5 Conclusao

Neste capitulo, estudando os feixes Bessel, vimos que tais feixes formam uma familia de
solugoes da equacao de Helmholtz em coordenadas cilindricas, que se propagam no vicuo
livres de difracao. Vimos ainda que um feixe Bessel de alta ordem possui momento angular
orbital, que pode ser identificado experimentalmente através de métodos interferométricos.
Produzimos experimentalmente um feixe Bessel de ordem [ = 1 usando um holograma
gerado por computador. Por fim, através de um experimento de interferéncia, utilizando
o interferébmetro de Mach-Zehnder, confirmamos que esse feixe possui momento angular

orbital.



Capitulo 3

Representacao geométrica do
momento angular orbital em termos

de feixes nao difratantes

3.1 Introducao

No capitulo anterior, discutimos varias propriedades dos feixes Bessel, entre elas a de que
os feixes de ordem diferente de zero possuem momento angular orbital. Neste capitulo,
estudaremos a decomposicao dos feixes Bessel de alta ordem, no intuito de encontrar uma
representacao geométrica de feixes possuindo momento angular orbital em termos de feixes
nao difratantes, equivalente a esfera de Poincaré para os estados de polarizagao [19,20].
Um estudo tedrico e experimental desta decomposicao serd descrito, onde apresentaremos
uma nova familia de feixes nao difratantes, os quais chamaremos de feixes Hermite- Bessel.
Além disso, implementaremos uma transformagao unitdria em um feixe Bessel de ordem 1
para transformd-lo em um feixe Bessel de ordem —1, de maneira andloga ao que faz uma
placa de onda de A/2 em um estado de luz circularmente polarizada, que é transformada

de circular no sentido anti-hordrio para circular no sentido horério e vice-versa.

o4
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3.2 Decomposicao dos feixes Bessel de alta ordem

Consideremos um feixe Bessel (BB), cuja amplitude complexa é dada por:

BBy(p, ¢, z) = EoJi(op) exp(il) exp(iSz), (3.1)

onde Fjy é uma constante, p é a coordenada radial, ¢ é a coordenada azimutal, J;(ap)
é a funcao de Bessel de ordem [, o e [ sao respectivamente as componentes radial e

longitudinal do vetor de onda. A equacao (3.1) pode ser escrita da seguinte forma:

BB(p.0.2) = 252 explis) (o + i)' (3.2

onde usamos coordenadas Cartesianas © = pcos¢ e y = psin ¢ para reescrever o termo
de fase azimutal. Usando a relagao de recorréncia para as fungoes de Bessel %lJl(f) =
Ji1(€) + Ji-1(€) e multiplicando e dividindo a equagao (3.2) por a!, obtemos:

o exp(if2)

DY) (ap)l* [Jl-l-l (Oép) + Jz_l(Oé,O)] (Ji + iy)l . (3.3)

BBl(p7 ¢7 Z)

Nesta dissertacao iremos analisar o caso particular onde [ = £1. Neste caso, temos:

BBur(p,6,2) = =5 explifz) {[Jolap) + hlap)] o = i[Io(ap) + lap)l gk, (34)

onde usamos a relagao J_;(£) = (—1)'J;(€), para o caso | = —1. Este resultado mostra
que os feixes Bessel de primeira ordem podem ser escritos como uma superposicao do
produto de fungoes de Bessel e as coordenadas Cartesianas = e y, com uma diferenca de

fase de /2 entre os termos.
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Vamos definir dois modos:

HByy = exp(ifiz) [Jo(ap) + Ja(ap)] Hi(x)Ho(y)

HBy = exp(ifiz) [Jo(ap) + Jo(ap)] Ho(x) Hi(y), (3:5)

onde H, (&) é o polindmio de Hermite de grau n, com Hy(§) = 1 e H;(§) = 2. Chamare-
mos esta nova classe de feixes H B,y e HBy; de feixes Hermite-Bessel. Dessa forma, a

equagao (3.4) pode ser expressa como:

BBl = « [HBIO + ZHB()l] eXp(zﬁz)

BB_1 = — [HBM) - ZHBOI] exp(zﬁz) (36)

Portanto, mostramos que um feixe Bessel de primeira ordem pode ser decomposto em
uma superposi¢ao dos feixes Hermite-Bessel (HB) com uma diferenca de fase de 7/2.
Esta decomposicao é andloga a decomposicao de um feixe de luz com polarizagao circular
em termos das polarizacoes lineares horizontal e vertical, e a decomposicao dos modos
Laguerre-Gauss LG?)[1 em termos dos modos Hermite-Gauss HG1g e HGg1, mostradas no
capitulo 1 desta dissertacao.

A Fig. 3.1 mostra a amplitude e o perfil transversal de intensidade do modo H By
e a Fig. 3.2 mostra a amplitude e o perfil transversal de intensidade do modo H By;. A

representacgao grafica do resultado (3.6) ¢ mostrada na Fig. 3.3.
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Figura 3.1: Modo Hermite-Bessel H Bjg: a) amplitude e b) perfil transversal.
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Figura 3.2: Modo Hermite-Bessel H By;: a) amplitude e b) perfil transversal de intensi-
dade.
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Figura 3.3: Representacao grafica da decomposicao do feixe Bessel de primeira ordem.

Por outro lado, se a diferenca de fase entre os feixes H B for 0 ou 7 obteremos o anédlogo

dos feixes Hermite-Gauss +45° e —45°, respectivamente, ou seja:

HB.4 = HByy+ HBy

HB_45O - HBIO - HBOl' (37)

A Fig. 3.4 mostra o perfil de intensidade dos feixes H B 450 ¢ HB_450.

Intenmdade

Figura 3.4: Perfil transversal de intensidade dos feixes Hermite-Bessel: a) HB 450 e b)
HB_450 .
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Vimos que os feixes Hermite-Bessel podem ser expressos como uma superposi¢ao de
feixes Bessel. Este resultado sugere que os feixes Hermite-Bessel formam uma nova familia
de feixes nao difratantes. O cardter nao difratante dos feixes Hermite-Bessel pode ser
observado explicitamente ao analisarmos o seu espectro angular.

No capitulo anterior, vimos que a amplitude de um feixe nao difratante é dada por:

2

E(p, ¢, 2) = Ay expliBy) / A() expliapcos(sh — @) o, (3.8)

0

onde Ay é uma constante e A(7)) é uma fungao da fase que modula o espectro angular.

Consideremos uma amplitude de espectro angular dada por:

A1) o cos(1). (3.9)

Com isso, a equagao (3.8) pode ser escrita como:

2w

E(p, ¢, z) = Agexp(if3yz) cos(o) /exp [icp cos(u)] cos(u)du, (3.10)

onde fizemos a mudanca de varidvel u = ¢ — ¢. Sabendo que o resultado da integral da

equacao anterior é [32]:

27
/exp [iaep cos(u)] cos(u)du = 2miJy (ap), (3.11)
0
temos:
E(p, ¢, 2) = 2miAg exp(ifyz) Ji(ap) cos(¢). (3.12)
Escrevendo cos(¢) = 7 e %C;m = 1 [Jo(ap) + Jo(ap)], obtemos:

E(z,y,2) = Boexp(iByz) [Jo(ap) + Jo(ap)] Hi(x)Ho(y), (3.13)
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onde By = 2miaAy é uma constante. Este resultado se refere ao feixe HBjy. De
forma andloga chegamos ao feixe H By, se a amplitude do espectro angular for da forma
A(1) o sin(ep). Com estes resultados, vemos claramente que os feixes Hermite-Bessel tém
propriedades nao difratantes. O espectro angular dos feixes Hermite-Bessel é um anel
de raio a modulado por uma funcao periédica, tipo seno e cosseno. A Fig. 3.5 mostra a

amplitude do espectro angular dos feixes H B1g e H By, .

Figura 3.5: Amplitude do espectro angular dos feixes Hermite-Bessel: a) H By e b) H By;.

Também verificamos que os feixes Hermite-Bessel sao solugoes da equagao de Helmholtz
em coordenadas Cartesianas, assim como a onda plana. Para mostrar esse resultado, subs-

tituimos a equacao (3.5) na equagao de Helmholtz. Assim, ficamos com:
ViU +a*U =0, (3.14)

2 2, . .
onde Vi = 2 + aa—y2 ¢ o Laplaciano transverso em coordenadas Cartesianas e U =

[Jo(ap) + Jo(ap)] Hi(z)Hy(y) € a amplitude transversal do feixe H Byy. Entao, calculando
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as segundas derivadas parciais de U, temos:

272 = ;—26J2(O‘P)H1 (x) + %Jg(&p) [Hy(2))? (3.15)
o*U —2 o ,
e ?Ja(ozp)Hl (z) + Q—pP’Js(ap)Hl (x) [Hy (y)]?, (3.16)

onde p = /22 +y2. Para chegarmos as equagoes (3.15) e (3.16) usamos as seguintes

relacoes de recorréncia para as fungoes de Bessel e polindmios de Hermite:

d [

d_SJl(g) = —Jl+1(5)+gc]l(§) (3.17)
%ZJZ(@ = () + ha(©) (3.18)
d

FHAO) = 2mH,1(6) (3.19)

Com isso, o Laplaciano transverso de U nesse caso fica:

VU = =22 ], (0p) H () Hofy). (3:20)
Logo, a equagao (3.14) torna-se:
_TfO‘Jl(ap)Hl(x)Ho(y) + a2 [do(ap) + Jo(ap) Hy(@)Holy) = 0. (3.21)

Usando mais uma vez a rela¢ao (3.18) teremos como resultado:

—2«

Ty (cp) Hy () Holy) + %“Jmamﬂl (2)Ho(y) = 0,

confirmando que o feixe H By ¢é solucao da equagao de Helmholtz em coordenadas Carte-
sianas. De forma andloga podemos mostrar que o feixe H By, também é solucao da equacao

de Helmholtz no sistema de coordenadas Cartesianas.
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Diferentemente dos feixes Bessel, os feixes Hermite-Bessel nao transportam momento
angular orbital. A densidade de momento linear para esses feixes tem apenas uma com-
ponente na direcao de propagacao do feixe. Usando a aproximacao escalar para os feixes
Hermite-Bessel, a densidade de momento linear desses feixes serd igual a equacao (2.38)
do capitulo anterior, ou seja:

o [OU*(x,1)
2 ot

VU(r,t) + MVU*(r,t) , (3.22)

p=- ot

onde desta vez temos que U = [Jy(ap) + Jo(ap)] Hi(x)Ho(y) exp [i (Bz — wt)] & a ampli-
tude do feixe H B1g. Com isso, a densidade de momento linear para o feixe H By é dada
por:

p = coBw |U[* 2. (3.23)

Como o momento angular orbital é uma conseqiiéncia da componente azimutal do mo-
mento linear, vemos que os feixes Hermite-Bessel possuem momento angular orbital nulo.
Este resultado pode ser verificado quando analisamos a distribuicao de fase dos feixes
Hermite-Bessel. A Fig. 3.6 mostra o padrao de interferéncia entre o feixe H By e uma
onda plana. Como observamos, a figura de interferéncia do feixe Hermite-Bessel nao exi-
be qualquer sinal de que o feixe possua momento angular orbital, ou seja, a presenca de
bifurcacoes. Notamos que as linhas de interferéncias estao deslocadas de 7 entre dois semi-
anéis adjacentes, isso se deve ao fato que a fungado H Byo(x) = [Jo(x) + J2(x)] Hi(z) oscila

entre valores positivos e negativos para a coordenada z, como ¢ mostrado na Fig. 3.7.
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Figura 3.6: Padrao de interferéncia entre o feixe H B1y e onda uma plana.
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Figura 3.7: Distribuicao de amplitude do feixe H By ao longo da coordenada .

Baseado na decomposicao dos feixes Bessel em termos dos feixes Hermite-Bessel, cons-

trufmos uma representacao geométrica para feixes de luz possuindo momento angular or-
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bital em termos de feixes nao difratantes, chamada de Esfera para feixes Bessel e Hermite-
Bessel. Esta representagao geométrica é mostrada na Fig. 3.8. Os feixes Bessel sao
representados pelos poélos norte e sul da esfera, os diferentes feixes Hermite-Bessel sao
representados na linha do equador da esfera.

Nossa representagao é equivalente & esfera de Poincaré, que representa os diferentes
estados de polarizacao da luz, e também é equivalente a esfera de modos de primeira
ordem, que representa feixes de luz possuindo momento angular orbital em termos dos
feixes Laguerre-Gauss e Hermite-Gauss. Em comparacao com a esfera de Poincaré, na
nossa representacao o feixe H By é equivalente a polarizacao linear na horizontal, o feixe
H By; é equivalente a polarizacao linear na vertical, o feixe Bessel de ordem 1 é andlogo
a polarizagao circular no sentido anti-hordrio e o feixe Bessel de ordem —1 é andlogo a
polarizacao circular no sentido horario. Cada ponto na superficie dessa esfera representa
um estado de momento angular orbital em termos de feixes nao difratantes, podendo ser
escrito como uma superposicao linear dos feixes Bessel de primeira ordem. Por exemplo,
uma superposicao dos feixes Bessel BB, e BB_; possuindo as mesmas intensidades, for-

mam o feixe Hermite-Bessel H By, onde a fase relativa entre os dois feixes Bessel é zero.

Outros feixes Hermite-Bessel sao obtidos variando a fase relativa.
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Figura 3.8: Esfera para feixes Bessel e Hermite-Bessel. Esta esfera mostra uma represen-
tacao geométrica do momento angular orbital em termos de feixes nao difratantes.

3.3 Experimento

Nesta secao, vamos demonstrar experimentalmente a decomposicao dos feixes Bessel em
termos dos feixes Hermite-Bessel. O aparato experimental é mostrado na Fig. 3.9. Um
laser de argonio, operando no comprimento de onda A = 514.5nm e poténcia de 10mW
passa por um filtro espacial (SF'), de forma a gerarmos um feixe bem préximo de uma
onda plana. Depois o feixe entra em dois interferémetros tipo Mach-Zehnder. O primeiro
interferometro, que chamaremos de interferometro ABC' D, serd utilizado para medirmos a
estrutura de fase dos feixes Bessel e Hermite-Bessel. Um feixe Bessel de ordem 1 é gerado
no brago AC deste interferdbmetro, através de um holograma gerado por computador. O
holograma utilizado neste experimento ¢ o mesmo usado no experimento do capitulo 2.

O segundo interferometro que serd designado como interferémetro DFEF'G, consiste em



3.3 Experimento 66

dois divisores de feixes 50/50, um espelho, um penta-prisma e uma placa de vidro. Esta
iltima é usada para controlar a diferenca de fase entre os feixes que se propagam pelos dois
bragos do interferémetro. O interferometro D FEF'G tem uma reflexao adicional em um dos
bracos, devido a presenca do penta-prisma em seu caminho. Esta reflexao adicional inverte
a componente do campo elétrico ao longo do eixo x, produzindo uma transformacao de x
para —z. Este interferometro funciona como um divisor de modos transversos [33], sendo
equivalente a um divisor de feixes polarizado, o qual decompoe um feixe com determinada
polarizacao em suas componentes de polarizacao linear horizontal e vertical. Os feixes nas
saidas 1 e 2 dos interferdmetros, sao detectadas por uma camera CC'D (Charge-Coupled
Device) modelo 4910 Series da Cohu Eletronics Division, conectada a um computador
através de uma placa de aquisi¢cdo de imagens modelo IMAQ PCI/PXI-1408 da National

Instruments, o software de aquisicao de dados foi o LabVIEW 6.1.

M, —
' LASER DE
'ARGONID
A@514.5nm
F ==
=3 sAiDA 2

-~

HOLOGRAMA i

LENTES CILINDRICAS

Figura 3.9: Aparato experimental. SF é um filtro espacial. M;, My, M;z sao espelhos.
BS; e BS, sao divisores de feixes 50/50.

Para demonstrar a decomposicao de um feixe Bessel em termos dos feixes Hermite-
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Bessel, bloqueamos o braco AB do interferémetro ABC'D. Quando o feixe Bessel entra
no interferometro DEF'G, a divisao em suas componentes transversais ortogonais é ob-
servada nas portas de saida desse interferometro. Isto acontece porque o penta-prisma
inverte a fase azimutal do feixe Bessel, de forma que, no divisor de feixes BS3, temos
uma superposicao de feixes Bessel com | = 1 e [ = —1. Os perfis transversais de in-
tensidade dos feixes que emergem das portas de saida do interferdbmetro sao mostrados
na Fig. 3.10. Estes resultados confirmam os nossos resultados tedricos, mostrados na
Fig. 3.1(b) e Fig. 3.2(b).

Girando a placa de vidro colocada no brago EF' do interferometro, podemos variar
o caminho éptico em um dos bracos deste interferémetro. Com isso, podemos gerar
quaisquer outros dois feixes Hermite-Bessel ortogonais, por exemplo, os feixes H B, 450 €
HB_ 5. Este resultado é mostrado na Fig. 3.11.

Para mostramos que esses feixes sao realmente feixes Hermite-Bessel, medimos sua
estrutura de fase desbloqueando o braco AB do interferometro ABC'D. O resultado é
mostrado na Fig. 3.12. O padrao de interferéncia é semelhante ao padrao da Fig. 3.6,

mostrando mais uma vez a concordancia entre nossos resultados tedéricos e experimentais.
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Figura 3.10: Perfil transversal de intensidade medido nas portas de saida do interferometro
DEFG: a) feixe HByg e b) feixe H By, .
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Figura 3.11: Perfil transversal de intensidade dos feixes Hermite-Bessel. Os perfis dos
feixes giram quando giramos a placa de vidro, que é colocada no braco EF' do interfert-
metro DEFG.

Figura 3.12: Padrao de interferéncia entre um feixe Hermite-Bessel e uma onda plana.

Na Fig. 3.13 comparamos os nossos resultados tedricos e experimentais através de um
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grafico da distribuicdo de intensidade ao longo da linha que corta o centro dos feixes
mostrados nas Figs. 3.1(b) (teoria) e 3.10(a) (experimento). Note que as distribuigoes de

intensidade tedrica e experimental do feixe H Bjy sao equivalentes.

Intensidede

Coordenada transversa

Figura 3.13: Distribuicao de intensidade do feixe H By ao longo da coordenada x. A linha
pontilhada azul corresponde a distribuicao teérica do feixe e a linha preta corresponde a
distribuicao experimental.

Vamos agora mostrar um exemplo de transformagao unitdria que podemos realizar so-
bre os estados descritos na superficie da esfera de feixes Bessel e Hermite-Bessel, mostrada
na Fig. 3.8. Considerando inicialmente o estado de momento angular orbital, descrito por
um feixe Bessel de ordem 1. Queremos transformé-lo em um estado de momento angular
orbital, descrito por um feixe Bessel com [ = —1. Esta transformacao é representada na
esfera para feixes Bessel e Hermite-Bessel movendo um estado inicial, que é representado
no poélo norte da esfera até um estado final, que é representado no pélo sul da esfera.

Esta transformacao pode ser feita experimentalmente utilizando um par de lentes
cilindricas confocais [26]. Tanto o par de lentes cilindricas como o interferémetro de

Mach-Zehnder assimétrico foram apresentados para os feixes Laguerre-Gauss e Hermite-
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Gauss. Aqui estamos aplicando tais resultados para os feixes Bessel e Hermite-Bessel,
demonstrando sua equivaléncia. Esta transformacao para os feixes Bessel é andloga a
mudanga feita por uma placa de onda de A\/2, que muda a luz circularmente polarizada
no sentido anti-horario para luz circularmente polarizada no sentido horario e vice-versa.

Para demonstrarmos a mudanga do estado inicial do momento angular orbital para os
feixes Bessel com [ = 1 para o estado final com [ = —1, inserimos um par de lentes cilin-
dricas no braco DG do interferometro DEF'G. O experimento foi realizado bloqueando o
braco AB do interferometro ABCD e o bragco FF do interferometro DEFG. Medimos
o perfil transversal de intensidade do feixe apds a passagem pelas lentes cilindricas. O
resultado ¢ mostrado na Fig. 3.14. Vemos que o feixe tem o mesmo perfil transversal do
feixe Bessel de primeira ordem.

Uma segunda medida é feita, desbloqueando o braco AB do interferometro ABC'D,
para observarmos a estrutura de fase desse feixe e verificarmos sua carga topoldgica. O
resultado é mostrado na Fig. 3.15. Note que a bifurcacao teve sua orientacao invertida
com relagao a do feixe Bessel mostrada na Fig. 2.10 do capitulo anterior. Desta forma,
temos a confirmagao de que a carga topolégica desse feixe é [ = —1. Este resultado
demonstra que, com um par de lentes cilindricas, pode-se transformar um feixe Bessel de

ordem 1 em um feixe Bessel de ordem —1.
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Figura 3.14: Perfil transversal de intensidade do feixe Bessel de primeira ordem depois de
passar pelo par de lentes cilindricas.

Figura 3.15: Padrao de interferéncia do feixe Bessel depois de passar pelas lentes cilindri-
cas.
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3.4 Conclusao

Neste capitulo, demonstramos que os feixes Bessel podem ser decompostos em termos dos
feixes Hermite-Bessel. Os feixes Hermite-Bessel sao solucoes da equacao de Helmholtz
em coordenadas Cartesianas e possuem propriedades nao difratantes, mas diferem dos
feixes Bessel por nao possuirem momento angular orbital. Baseado nesta decomposicao,
desenvolvemos uma representacao geométrica para feixes de luz possuindo momento an-
gular orbital em termos de feixes nao difratantes, onde cada ponto na superficie da esfera
representa um estado de momento angular orbital e vice-versa.

Verificamos a validade dos nossos resultados tedricos, através da decomposi¢cao ex-
perimental de um feixe Bessel de ordem 1 em termos dos feixes Hermite-Bessel H By e
H By;. Mostramos, também, que variando o caminho dptico de um dos feixes Bessel (e
consequentemente sua fase), podemos gerar quaisquer outros dois feixes Hermite-Bessel
ortogonais, por exemplo, os feixes HB, 450 € HB_450.

Finalmente, demonstramos experimentalmente que é possivel realizar uma transfor-
macao do estado de momento angular orbital de um feixe Bessel de primeira ordem de 1

para —1, com um par de lentes cilindricas confocais.



Capitulo 4

Conclusao geral

Inicialmente, nesta dissertagao, revisamos o conceito do momento angular transportado
pela luz. Vimos que um feixe com polarizacao circular transporta momento angular
intrinseco na direcao de propagacao, e que feixes possuindo uma fase azimutal possuem
momento angular orbital. Vimos ainda que os estados de polarizacao da luz e os estados de
momento angular orbital de um feixe de luz, descritos através de feixes paraxiais, possuem
representacoes geométricas equivalentes, chamadas de esfera de Poincaré e esfera de modos
de primeira ordem, respectivamente.

Em seguida, estudamos os feixes Bessel, que apresentam caracteristicas nao difratantes
a0 se propagarem no espaco livre, e que também descrevem estados de momento angular
orbital. Discutimos os conceitos de geragao de um feixe Bessel, em particular, estudamos
a geracao e caracterizagao de um feixe possuindo momento angular orbital em termos de
um feixe Bessel de ordem 1.

No intuito de encontrar uma representacao geométrica de feixes possuindo momento
angular orbital em termos de feixes nao difratantes, estudamos a decomposicao de feixes
Bessel de alta ordem em uma nova familia de feixes, chamados de feizes Hermite-Bessel.

Esta decomposicao foi feita expandindo o termo de fase azimutal dos feixes Bessel em
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termos dos polindmios de Hermite. Analisando o espectro angular dos feixes Hermite-
Bessel, demonstramos que eles apresentam caracteristicas nao difratantes. Mostramos que
os feixes Hermite-Bessel formam uma familia de solugoes da equacao de Helmholtz em
coordenadas Cartesianas, e correspondem aos estados de momento angular orbital nulo.
Com base nesta decomposicao, construimos a esfera de feixes Bessel e Hermite-Bessel,
que representa geometricamente os estados de momento angular orbital em termos de
feixes nao difratantes. Realizamos experimentalmente a decomposicao dos feixes Bessel
em termos dos feixes Hermite-Bessel, através de um interferometro de Mach-Zehnder as-
simétrico. Vimos que, variando o caminho 6ptico em um dos bragos do interferémetro,
podemos gerar quaisquer outros dois feixes Hermite-Bessel ortogonais. Observamos que
variando o caminho 6ptico de forma continua, é possivel girar os feixes Hermite-Bessel
continuamente. Este resultado sugere que esses feixes podem ser aplicados em microma-
nipulagao 6ptica, por exemplo, controlando rotagoes de micro particulas. Por fim, uti-
lizando um par de lentes cilindricas confocais, conseguimos realizar uma transformacao
unitdria em estados de momento angular orbital, descritos por feixes Bessel de ordem 1.
Em nosso caso, transformamos um estado inicial com [ = 1 para um estado final [ = —1.
Na esfera de feixes Bessel e Hermite-Bessel, esta transformacao é descrita pela mudanca
do estado inicial, representado no pélo norte da esfera para um estado final, representado
no pélo sul da esfera.

Entre as diversas perspectivas, pretendemos generalizar a decomposi¢ao dos feixes
Bessel para ordens maiores do que um e explorar as propriedades do espectro angular da

luz para estudar a geracao de outras familias de feixes nao difratantes.
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