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"The predictions of quantum mecha-
nics ... were rather counterintuitive.
People wanted to see these in a con-
crete way in the laboratory.”

Manuel Erhard, Robert Ficker, Mario Krenn e Anton Zeillinger.

Twisted Photons: New Quantum Perspectives in High
Dimensions



RESUMO

Tecnologias quanticas prometem profundas quebras de paradigma no pensa-
mento algoritmico, seguranca de informagao e metrologia de alta precisao.
Nos anos recentes, fotonica quantica tem sido explorada extensivamente
como uma plataforma confiavel e robusta na direcao destas tecnologias
emergentes. Fotons torcidos, fétons portadores de momento angular orbital
(MAO), tém sido explorados como uma plataforma de alta-dimensionalidade
para codificar informacao quantica, contudo, lidar com seus estados quan-
ticos ainda é predominantemente dependente em aparatos de Optica de
bancada. O presente trabalho demonstra como assimetrias azimutais podem
ser projetadas como uma maneira de manipular fétons torcidos num chip
fotonico. Em nossos resultados, nos ativemos principalmente a manipulacao
de estados quénticos a partir de modos laguerre-gaussianos (LG) com carga
topolégica m = +1, onde demonstramos rotagoes de Pauli sobre a esfera de
Poincaré, bem como algumas portas 16gicas quanticas (QLGs) bésicas.
Palavras-Chave: Processamento de informacgao quantica. Fétons torcidos.
Portas légicas quanticas de um qubit.



ABSTRACT

Quantum technologies promise profound breakthroughs in algorithmic
thinking, information security and high-precision metrology. In recent
years, quantum photonics has been extensively explored as a robust and
reliable platform towards these emerging technologies. Twisted-photons,
photons carrying orbital angular momenta (MAQ), have been explored
as a high-dimensional platform to encode quantum information, although,
handling their quantum states is still reliant predominantly on bulk optical
apparatus. The present work demonstrates how azimuthal asymmetries
could be engineered as a manner to manipulate twisted-photons on a
photonic chip. In our results, we were mainly attained on the manipulation
of quantum states spanned by Laguerre-Gaussian modes with topological
charge m = +£1 where we demonstrate Pauli rotations over the Poincare
sphere, as well as some basic quantum logic gates (QLGs).

Keywords: Quantum information processing. Twisted photons. Single-
qubit quantum logic gates.
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1 INTRODUCAO

1 INTRODUCAO

Em decorréncia do seu carater eletromagnético, a luz é capaz de
transportar momento angular, o qual apresenta-se de duas distintas formas,
sendo uma a intrinseca, relacionada a polarizabilidade circular da luz,
e uma orbital, relacionada & configuracdo espacial do campo elétricol!l.
Em 1992, Allen e seus colaboradores propuseram que modos 6pticos que
apresentam um perfil helicoidal de frentes de onda, ou seja, uma fase
multipla inteira da coordenada angular, mf, em cada plano transverso
a propagacao representam modos 6pticos cujos féotons portam em média
mh de momento angular orbital (MAO)P, sendo tal nimero inteiro m,
denominado carga topologica.

Devido a existéncia de ilimitados modos transversais ortogonais ca-
pazes de portar MAQO, as cargas topologicas tém sido investigadas como
uma importante plataforma para a multiplexacao de informagoes, de modo
a permitir uma transmissdo de informacdo mais compactal”®. Além disso,
esta inerente alta-dimensionalidade é igualmente apresentada no regime
quantico pelos chamados fétons torcidos, fétons que carregam quantidades
bem definidas de MAQO, propiciando assim um importante fundamento as
emergentes tecnologias quanticasl®'!l. Ainda que alguns resultados pre-
sentes na literatura cientifica apontem integracoes em chip relacionadas a
estados de luz torcidal'? 19, estas sdo mais voltadas & sua geragdo e preser-
vagao, de modo que a manipulacao do estado quantico de fétons torcidos
ainda depende predominantemente de aparatos de éptica de bancadal® 17 18],
como moduladores espaciais de luz (SLMs, do inglés spatial light modulators)
e placas de fase espirais (SPPs, do inglés spiral phase plates).

O objetivo do presente trabalho foi demonstrar como estruturar
azimutalmente o indice de refracgdo em um chip fotonico (PC, do inglés
photonic chip) pode permitir a miniaturizacao do processamento quantico
de informagao (QIP, do inglés quantum information processing) incorporada
em fétons torcidos de maneira fidedigna. Nos ativemos, em particular,
ao subespaco de modos gerado pelos modos laguerre-gaussianos (LG),
abordados na Se¢ao 2.1, com carga topologica m = +1, por ser o sistema de
dois niveis com fétons torcidos mais natural a se tratar em guias de onda'.
Para este subespaco, demonstramos a capacidade de processar estados
de luz torcida com alta fidelidade em chips fotonicos. Implementamos as
rotacoes sobre a esfera de Poincaré de modos transversais, estabelecendo

10s modos LG com carga topolégica 41 apresentam maior estabilidade comparado a ordens superiores
em dispositivos microfabricados.
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1 INTRODUCAO

assim uma rota realizavel na direcao de implementagoes microfabricadas de
portas logicas quanticas (QLGs, do inglés quantum logic gates) para um
Unico bit quantico.

No decorrer do presente capitulo, abordaremos ainda alguns aspectos
fundamentais teéricos da informacao quantica, bem como suas aplicagoes
para as tecnologias da informacao, a fim de dar contexto a respeito dos
fundamentos de informagao quantica. Posteriormente, no Capitulo 2, iremos
nos aprofundar no referencial teérico acerca de luz torcida, introduzindo
a forma com a qual o presente trabalho propoe manipula-la estruturando
inomogeneidades azimutais em chips fotonicos. No Capitulo 3 nos ateremos
aos métodos empregados na construcao dos resultados numeéricos obtidos
neste trabalho, os quais serao, por fim, apresentados no Capitulo 4.

1.1 Aspectos de teoria da informacao quantica

A teoria da informagao quantica investiga tarefas de processamento
de informacao que podem ser cumpridas por intermédio de aspectos quan-
ticos da naturezal'”l, tal como objetivamos realizar por meio do presente
trabalho. Sendo esta, um ramo de interface entre as recentes teorias que
modelam maquinas computadoras modernas, descritas pelo matematico
201 e aspectos quanticos da natureza, introduzidas por fisicos
21723 ¢ diversos

Alan Turing
como Max Planck, Werner Heisenberg, Erwin Schrodinger
outros.

A abstrata maquina descrita por Turing, ilustrada na Figura 1, captura
completamente a esséncia do processo de computacao, e junto a algebra de
Boolel?!! forneceu as bases da arquitetura moderna de maquinas capazes de
computar?” baseada em sistemas de dois estados que permitem codificar
a informacdo em digitos binarios (bits, do inglés binary digits)”’l. Dada
a sua aparente completude, Turing, em colaboracao com Alonzo Church,
conjecturou que todo processo algoritmico realizavel num dispositivo fisico
pode ser eficientemente computado por meio de seu modelo de computacao,
conjectura conhecida como tese de Church-Turing.

Conjectura 1 (Tese de Church-Turing). Qualquer processo algo-
ritmico pode ser simulado eficientemente por meio de uma mdquina de
Turing.

Uma importante contraposicao a esta conjectura ocorreu em 1977,
quando Robert Solovay e Volker Strassen propuseram um algoritmo capaz

de testar quando um inteiro é primo ou compostol?®, onde a aleatoriedade

18



1 INTRODUCAO

Figura 1: Ilustracdo do modelo tedrico de uma méquina de computacido desenvolvido por Alan
Turing, sendo esta capaz de ler e processar informacao. Tal maquina é caracterizada por um
conjunto finito de simbolos de entrada inseridos numa fita, processados por um sistema finito de
estados que segue uma programacio, denominada func¢ao de transigao.

Maquina de controle finito |

Yiy--

Fonte: Modificada de J. E. Hopcroft, R. Motwani, e J. D. Ullman [27] pelo autor, 2026.

é parte fundamental da computagao, isto é, o algoritmo nao determina
com certeza a primalidade de um niimero. A vantagem em comparacao a
quaisquer outros processos algoritmicos deterministicos apresentada por
alguns algoritmos probabilisticos!*”, ilustra que méquinas de Turing que
se beneficiam de aleatoriedade podem resolver problemas de maneira mais
eficiente que suas versoes puramente deterministicas.

Em 1985, David Deutsch investigou até que nivel a complexidade
de processos algoritmicos podem ser reduzidas!®’!. Deutsch notou que as
leis fisicas poderiam amplamente ser empregadas para tal fim, contudo,
uma vez que apresentam-se quanticas em esséncia, maquinas careceriam
da compreensao de tal aspecto da natureza para serem verdadeiramente
capazes de tratar quaisquer processos algoritmicos impelindo-o assim a
conjecturar que apenas maquinas de Turing quanticas (QTMs, do inglés
quantum Turing machines) seriam, em tese, capazes de processar de maneira
eficiente quaisquer processos[gm.

Conjectura 2 (Tese de Church-Turing-Deutsch). Qualquer processo
algoritmico pode ser simulado eficientemente por meio de uma mdquina

de Turing quantica .

A verificagao da modificacao da tese de Church-Turing feita por
Deutsch, no entanto, ainda representa um importante problema cientifico e
tecnolégico em aberto a teoria da informagao quantica, dado que o conheci-
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1 INTRODUCAO

mento humano acerca dos fendmenos da natureza é extremamente limitado
a sua capacidade de experimentacao e pode ser ultrapassado celeremente
por pesquisas na fronteira da fisica. Assim demonstrando a necessidade
de descrever formalmente o funcionamento das maquinas propostas por
Deutsch, de modo que abarque rigorosamente a sua capacidade de arma-
zenar e processar informacgao levando em conta os aspectos quanticos da
natureza, rigor este que é introduzido pelos postulados fundamentais da
teoria quantica.

1.1.1 Bits quanticos e a esfera de estados

A premissa fundamental a ser feita quanto a uma QTM reside em
seus estados de maquina. O processamento quantico de informacao exige,
obrigatoriamente, a sua codificacao em uma plataforma fisica, como no
momento angular carregado por um féton no caso do presente trabalho.
Nesse sentido, os estados de processamento de uma méaquina quantica tém
de corresponder a estados, tais quais os definidos no primeiro postulado
19,31 que estabelece o formalismo matemético capaz de
expressar o conceito de informacao quantica.

da teoria quantical

Postulado 1. Associado a qualquer sistema fisico isolado existe um vetor
de estado, elemento de um espaco vetorial complexo dotado de produto
interno, cuja norma € a unidade, que permite descrevé-lo completamente
em um dado tempo.

Para sistemas quanticos cujo alfabeto de estados é binario, ou seja,
possuem apenas dois estados acessiveis?, denominamos o estado de proces-
samento de uma QTM por bit quantico (qubit, do inglés quantum bits),
dada a sua analogia aos bits cldssicos!'? 3% 331,

Defini¢ao 1 (Bit quantico). Um bit quéntico consiste num estado de
uma maquina de Turing quantica em que dois estados independentes sao
acessiveis, representando a maquina os valores binarios 0 e 1.

As caracteristicas quanticas inerentes aos qubits permitem a uma QTM
acessar estados de maquina inacessiveis aos seus analogos classicos, con-
ferindo assim a estes ganho de performance em certas tarefas. Estados
esses que correspondem a interferéncias entre os dois estados independentes

2Da mesma maneira que no presente trabalho onde um féton pode ser caracterizado com carga
topologica m = +1.
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1 INTRODUCAO

Figura 2: Representagao de um bit quantico sobre a esfera de estados. Destacam-se a base
computacional, |0) e |1), respectivamente no polo norte e sul, ademais a um estado quantico
arbitrario |¢) em superposicao representado num ponto da superficie da esfera com angulos polar
0 e azimutal .

10)

Fonte: M. A. Nielsen e I. L. Chuang [19], 2000.

denotados por |0) e |1), denominados base computacional, ou seja,

[¥) = @|0) + B[1), (1)

onde as coordenadas «, f sdao numeros complexos que representam a si-
militude do estado quantico a cada estado da base computacional, cujos
quadrados dos valores absolutos, |a|? e |5]?, correspondem a probabilidades
de o estado ser detectado em seu respectivo estado da base computacional,
|0) e |1), de maneira que |a|*> + |3]* = 1, restri¢do que corresponde &
normalizacio do estado quanticol'? 32 33,

Complementarmente, como estados quanticos que diferem apenas
por uma fase global I' sao fisicamente equivalentes, um qubit pode ser

parametrizado utilizando coordenadas angulares

7 0 7 7
) = et <COS B |0) + sin §ew |1>> = cos |0) + sin §€w 1), (2)

tal representacao permite ilustrar um qubit como um vetor abstrato sobre a
superficie de uma esfera como ilustrado na Figura 2, onde 6 e ¢ consistem
nos angulos polar e azimutal em que o estado se localiza sobre a esfera de
estados!'” % %3 Deve-se destacar que os angulos apresentados na Equa-
cao 2 apenas servem como parametros abstratos na esfera de estados, nao
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1 INTRODUCAO

representando, a priori, propriedades geométricas intrinsecas do sistema
quantico.

1.1.2 Processamento de um bit quantico de informacao

Outra importante consideragao a ser feita, em especial ao presente
trabalho, a respeito da QTM é quanto a forma com a qual ela efetua o
seu processamento. O processamento quantico de informacao efetivamente
consiste, analogamente a computacao classica, em alterar o estado de uma
QTM. Nessa linha de raciocinio, devemos impor que o processamento ocorra
também segundo os postulados da mecanica quantica, conforme descrito
pelo segundo postulado da teoria quantical'?l,

Postulado 2. A evolugcao do vetor de estado de um sistema quantico
fechado é completamente caracterizada por um operador linear unitdrio.
Isto €, sob as restricoes impostas, um processo quantico altera um vetor
de estado |¢) por um operador unitdrio U, de modo que este se torna

[¢") = U ).

E digno de destaque que tal postulado é vélido apenas no contexto de
sistemas quanticos fechados, como modelaremos no presente trabalho. Ao
se levar em conta efeitos de acoplamentos com o ambiente, tal qual é
experimentado fisicamente em decorréncia de imperfeicoes na fabricagao
e outros, a dinamica de um féoton em um guia de onda apresenta-se de
maneira extremamente diversal'® 34}, introduzindo erros ao processamento
efetivo de informacio de modo a afetar a pureza do bit quanticol'® 1% 331,
Para um tinico qubit, aplicar uma QLG, como as exemplificadas na
Figura 3, a um estado quantico, que corresponde a processar a informacao,

modifica sua similitude a cada estado da base canonica, ou seja,
V) =al0)+51) = U[¥) =n|0)+C[1). (3)

Devido ao operador U ser unitario, a normalizacao do estado quantico
7|2 + |¢|* = 1 se mantém!"> 3% 3], Pode-se visualizar com mais clareza o
efeito das QLGs, ao se considerar a representacao angular dos qubits, dado
que na sua operacao os angulos sao alterados,

0 0
W) = cos 5 |0) + sin 56“" 1) — U|T) = cosg |0) + sin ;elg 1), (4

assim ilustrando que estas consistem em uma forma abstrata de rotacao
sobre a esfera de estados.
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Figura 3: Exemplos de portas légicas quanticas, da esquerda para a direita constam nome,
representacao comum em circuitos quanticos, sua forma matricial que tabula, a cada coluna, as
coordenadas dos vetores de estado da base computacional transformados. De cima para baixo,
estao expostas o operador Haddamard e as portas Pauli XY e Z.

Pauli X X—-O 1] X|0) = 1)
- X 110 X[1) =0)
. [0 =i | Y[0) = +i1)
Pauli Y Y Y = _i o _ Y1) = —ilo)
10 Z|0) = +|0)
Pauli Z yA 7 = [0 1] Z1) = —|1)
Hadamard H 1 ! 11 ] H|0) = (|0) + |1>)/\/§
TA1-1] HA) = (j0)—[1)/V2

Fonte: Modificada de P. Lambropoulos e D. Petrosyan [33] pelo autor, 2026.

Figura 4: Tlustracdo da porta logica quantica Haddamard H atuando sobre um estado de entrada
(]0) + [1)) /v/2 operada com rotagdes sobre a esfera de estados quanticos. A operacdo consiste
em uma rotacgdo de 6 = 7/2 ao redor do eixo y, seguida de uma rotagao de # = 7 ao redor do
eixo x, que é representado por uma reflexdo com respeito ao plano xy, levando a um estado de
saida de |0).

0>

1y

Fonte: M. A. Nielsen e I. L. Chuang [19], 2000.

Dado que toda alteragao possivel de um qubit corresponde a uma
espécie abstrata de rotacao sobre a esfera de estados quanticos, adota-se
a assuncao que qualquer processo quantico pode ser decomposto como
uma composicao de rotacoes geradas pelos operadores X e Y de Paulil'”,

como exemplificado na Figura 4, tal como verdadeiras rotagoes. Essa
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decomposicao é a base para o design de chips fotonicos que codificam QLGs
mais robustas utilizando a estruturacao azimutal como gerador fisico do
processamento.

Definigao 2 (Operador unitirio de rotagao). Seja U um operador
unitario tal que U2 = I, onde I é a operacao identidade que mantém o
estado da mesma forma, definimos o operador

Ry (6) = exp (—2U60/2) = cos (6/2) 1 —1sin (0/2) U, (5)
como operador unitario de rotacao gerado por U.

Conjectura 3. Toda operacao unitaria U atuando sobre um unico
qubit pode ser expressa como a composicao de rotacoes geradas pelos
operadores de Pauli, X e Y, ou seja,

U = Rx(a)Ry(8)Rx(7), (6)

onde «, B e v sao numeros reais que atuam como parametros da
representacao do operador.

E importante salientar que, ndo apenas uma revolugdo cientifica
nas bases da teoria da computacao e uma profunda quebra de paradigma
no pensamento algoritmicol® *!, a teoria da informacéo quantica é uma
proeminente plataforma para novos desenvolvimentos tecnologicos nao
somente para QIP e, nesse contexto, é vital compreender como explorar
os diferentes graus de liberdade (DOFs, do inglés degree of freedom) da
luz. No ambito da metrologia, a utilizagao da natureza quantica da luz
confere alta resolucdo a medidas obtidas!*?l. Paralelamente, na seguranca
de informacao, a distribuicao de chaves criptograficas utilizando as regras
do regime quantico (QKD, do inglés quantum key distribution)[6’ 7, 10, 43]
prometem protocolos robustos a tentativas de espionagem.
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No capitulo anterior introduzimos alguns aspectos da proposta feita
por Deutsch para aprimorar as maquinas propostas por Turing, ao permitir
que estas operem com as vantagens computacionais do regime quantico, no
entanto, a sua realizacao exige uma plataforma fisica capaz de codificar e
manipular estados quanticos de maneira estavel. A éptica, por ser o ramo
da fisica que se atém em compreender os fendmenos luminosos na natureza
fornece um arcabougo tedrico, experimental e tecnolégico robusto e com
fundamentos sélidos para tal finalidadel" *¥.

Ainda que, fundamentalmente, a Optica se baseie na teoria eletro-
magnética, esta pode ser abordada segundo uma variedade de modelos e
formalismos! *¥J, para o presente trabalho, a modelagem tem de ser capaz
de compreender a natureza ondulatéria dos fendmenos 6pticos no interior
de um chip fotonico, bem como as condigoes de sua experimentagao, de
maneira que algumas assuncoes devem ser feitas permitindo simplifica-
¢oes na teoria. Primeiramente abstrairemos da luz a sua caracteristica
vetorial, eliminando assim seu momento angular de spin, adotando que
L 4] - Ademais, ainda que fisicamente a luz
possa assumir diversos comprimentos de onda dentro do espectro eletro-
magnético, ilustrado na Figura 5, tomaremos por pressuposto que este é
bem definido, A = 780nm, dado que a fonte de luz utilizada experimen-
talmente é comumente um Laser, que é temporalmente coerentel*!. Por
fim, em nossa modelagem adotaremos também a aproximacao do envelope
lentamente variante (SVEA, do inglés slow varying envelope approzima-
tion)!* 1 onde a envoltéria do campo eletromagnético nio sofre variacoes
abruptas na escala do comprimento de onda, de modo que o estado da

luz pode ser caracterizado completamente segundo a Equacao paraxial de
Helmholtz!** 41,

esta é linearmente polarizadal

pve
271()

27\1/'}(1'L,z): — + An(ry, z)| ¥(ry, 2), (7)

onde * corresponde a derivada na direcao de propagagao, doravante adotada
como o eixo das cotas z, ¥(r, z) corresponde a um campo que codifica a
amplitude da onda de luz em cada ponto do espago, (ry, z), a constante X
corresponde ao comprimento de onda reduzido, A/27 onde A é o compri-
mento de onda da luz, An consiste na variacao do indice de refracao num
dado ponto do espago, V2 corresponde ao operador diferencial laplaciano no
plano transverso a propagacao que promove a difragao dos feixes ao longo

da propagacio e ng consiste no indice de refracio base do materiall** *).
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Figura 5: Ilustragao do espectro de comprimentos de onda e frequéncias da luz, que se divide
em trés principais subdivisoes: a luz ultravioleta (UV - 10 nm a 390 nm), a luz visivel (390
nm a 760 nm) e o infravermelho (IR - 760 nm a 300 pum). A luz IR compreende as bandas do
infravermelho préximo (NIR), infravermelho médio (NIR) e infravermelho distante (FIR). A luz

UV, por sua vez, abrange as bandas do ultravioleta préoximo (NUV), ultravioleta médio (MUV),
o ultravioleta distante (FUV) e ultravioleta extremo (EUV).
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Fonte: B. Saleh e C. Teich [44], 2007.

2.1 Modos estruturados de luz

Sendo uma equacao diferencial parcial linear, para solucionar a Equa-
cao paraxial de Helmholtz, é necessario e suficiente introduzir uma base com-
pleta de funcées de modo a definir um espaco linear de solucées!!l. No pre-
sente trabalho, adotaremos como tal base ortonormal canonica de solucoes,
os modos laguerre-gaussianos®, que apresentam estrutura helicoidal de frente
de onda,conferindo-lhes um MAO intrinsecol® **, cujo perfil transversal
sera doravante ilustrado segundo o padrao da Figura 6.

Definicao 3 (modos laguerre-gaussianos).

[m| 9 2
2p! 2 2 — I
LGZ;n(rJ_) _ p 5 \/_T L|m| % e o eZTne7 (8)
7(p 4+ |m|)lwg \ wo P\ wd

Para além dos modos LG, outra importante base ortonormal de modos

3Consulte o Apéndice A, para mais detalhes quanto aos polinémios de Laguerre e as ondas planas.
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Figura 6: Perfis transversais de intensidade e fase dos modos LGP, para distintas cargas topold-
gicas, m = —2,—1,0,+1, +2 respectivamente, e ordem radial p = 0. O perfil apresenta a fase
onde a intensidade é no minimo 30% da intensidade méxima. Pode-se observar o perfil de fase
variando de —mm a +7m azimutalmente ao longo do anel de intensidade méxima, conferindo a
tais modos um momento angular orbital intrinseco de mh por féton.

Fonte: Autor, 2026.

~

°

estruturados de luz sdo os modos hermite-gaussianos' (HG), ilustrados
na Figura 7, que para o presente trabalho representard os estados com
superposicao maxima de modos LG com cargas opostas, dado que nos
focaremos no subespaco de modos com carga topoldgica m = £1, e ordem

radial p = 0l*4.

Definicdo 4 (modos hermite-gaussianos).

2 2 2y\ -2
no (V22 g (Y,

wh 9
2mtnrminlwd "\ wy wo )

HGm n(I‘J_) =

)

Figura 7: Perfis transversais de intensidade e fase dos modos HG, , para m = 2,1,0,0,0 e
n =20,0,0,1,2 respectivamente. O perfil apresenta a fase onde a intensidade é no minimo 30%
da intensidade méaxima. Pode-se observar o perfil de fase variando de —7 a +7 entre os 16bulos
de intensidade maxima.

Fonte: Autor, 2026.

~

°

Tais modos sao nomeados comumente como modos estruturados
de luz, pois apresentam uma estrutura no perfil transversal do campo
eletromagnético. Em particular, os modos LG apresentam uma estrutura

4Consulte o Apéndice A, para mais detalhes quanto aos polinémios de Hermite.

27



2 MODELO E FORMALISMO

azimutal do tipo exp(vm#), tornando-os autofung¢oes do operador de MAO,
L. = 10, cujo autovalor é sua carga topoldégica m conferindo-lhes um
momento angular orbital bem definido de mh por féton!> **. Embora a
natureza ilimitada da carga topoldgica oferega um vasto potencial para a
implementacao de qudits em sua alta dimensionalidadel® '®!, no presente
trabalho iremos focar ao subespago gerado apenas pelos modos de carga
topolégica m = +1, onde estao definidos os modos com MAO bem definido

2

_ 1 /2r\ -2 1 (2(x + _r
Leiz%u):@ (o) e = ((x Zy))e 4 ()

wi m wj

‘ 3

ON

bem como os modos com indeterminacao maxima de carga topolégica =+1,
dados pelos modos HG de ordem m=1,n=0em =0,n =1,

1 (2v22\ -2 1 _ _

HGLO(I'J_) = ; (Zﬁ;) e Yo = ﬁ (LG]i_l()(I'J_) + LG]_T__lO(I'J_)) , (11)
122y £ _ _

HG0’1<I'l) = - (Zg_y) e " = \;5 (LG{EO(PL) — LG]—?ﬁO(rL)) , (12)

e suas versoes rotacionadas no plano transverso.

2.1.1 Quantizacao de modos e a esfera de Poincaré de modos transversais

Ainda que tenhamos fundamentado os modos estruturados de luz
a partir da solucao da Equacao paraxial de Helmholtz, a luz apresenta
uma natureza quantical®, onde o campo eletromagnético pode ser abor-
dado segundo excitacoes fundamentais de modos LG, denominados fétons
torcidosl’. A quantizacdo de modos estruturados de luz, se di analoga-
mente & quantizacdo na base de ondas planas?®, é efetuada ao promover
as amplitudes da expansao modal a operadores quanticos de aniquilacao,
ou seja,

; as(2) LG (r,) — % ay(2)LGE(r ). (13)

Dado que, no presente trabalho, iremos nos restringir ao subespago de
modos com carga topologica m = =1, iremos adotar como estados da
base computacional, respectivamente, [0) = &' |vac) e |1) = &l |vac),
correspondentes a excitacoes de fétons portando —h e +h de MAQO, com as
suas superposicoes sendo equivalentes a estrutura do modo classico, como
expresso no Teorema 1.
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Teorema 1. No regime parazial, o operador de criagdo éL associado a

um modo classico 1 se relaciona aos operadores de criacao éjt de fotons
torcidos com MAQO m = £h por

af, = (LGP0, p)al + (LGZT° y)al. (14)

Tal formulacao permite definir uma esfera de estados, denominada esfera
de Poincaré de modos transversais, isomorfa a esfera de estados quanticos
de um qubit!"? *9, tal qual ilustrado na Figura 8.

Figura 8: Representagao da analogia entre estados de bits quanticos e de luz estruturada de
primeira ordem sobre a esfera de estados quanticos de um qubit, a esquerda, e a esfera de Poincaré
de modos transversais, a direita. A esquerda, destacam-se os estados de base computacional, |0)
e |1), nos polos e, a direita, destacam-se os modos laguerre-gauss, correspondentes a m = —1 e
+1, nos polos superior e inferior, respcetivamente, e os modos hermite-gauss, correspondentes a
m=1,0en=0,1, e suas versoes rotacionadas, dispostos ao longo do equador.

0) O
a ap

1) o

Fonte: Autor, 2016.

2.2 Propagacao de fétons torcidos em chips foténicos

Os modos estruturados de luz e suas excitacoes fundamentais no
ambito quantico, os fétons torcidos, apresentam um vasto potencial de
aplicacao a informagao quantica, porém manipular corretamente tais estados
de luz requer um controle preciso sobre a estrutura do perfil transversal
da luzl% '), No entanto, dado que, como citado anteriormente, os modos
LG tém sua fase estruturada azimutalmente, a introducao de perturbagoes
no indice de refragao engenheiradas azimutalmente permite a insersao de
uma fonte ou sorvedouro de MAQ, ao induzir sobre a luz um torque 6ptico,
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2 MODELO E FORMALISMO

possibilitando a manipulacao dos modos de luz que portam MAQO, como
apresentado no Teorema 2.

Teorema 2. Sejam 7 =1)ds) e I, (v, 2) = ﬁ (@VL %1& — %LDVL @)
as densidades de carga e corrente de torcao do modo optico, respectiva-
mente, bem como T(r,,z) = %%An a fonte de tor¢ao do modo optico

7(ry,z) +divy J(r1,2) = T(ry, 2)p(ry, 2), (15)

Ainda que o Teorema 2 ateste a possibilidade de manipular o MAO de
um modo Optico por meio de perturbagoes azimutais no indice de refracao
em chips fotonicos, este nao introduz a maneira com a qual estas devem ser
microfabricadas. Para isso, no presente trabalho, aplicaremos a Equacao
paraxial de Helmholtz uma abordagem de teoria de modos acoplados (CMT,
do inglés coupled-mode theory)*™ *l modelando assim a interacdo efetiva
introduzida entre modos pelas estruturas microfabricadas no interior do
chip fotomnico, sendo aplicada extensivamente na descricao da evolucao ao

longo de guias de ondal*? %3,

2.2.1 Teoria de modos acoplados por perturbacoes azimutais

Para a construcao de um formalismo de teoria de modos acoplados, é
necessario primeiramente introduzir uma base de fungoes, neste trabalho,
adotada como a base dos modos LG de carga topologica m = +1, assim
sendo, qualquer modo 6ptico em qualquer plano transverso no guia sera
uma superposicao linear de tais modos, ou seja,

Y(re,2) = an(2)LG (r) +asi(2)LGPT (rL), (16)

onde a4 (z) sdo as amplitudes modais dos modos LG com cargas topoldgicas
+1 num dado plano com 2z fixo. Ao substituir nosso ansatze modal nos
termos da Equacao paraxial de Helmholtz, a aplicando o produto interno
com os modos LG de carga m’ = %1 e observando que (LG, LGP70) =
O’ m, Obtemos,

. p=0 [ szi ] p=0
Ny (2) = <LGm, N T An| LG" > a_1(z)+
0
- . 17
p=0 XZV%_ p=0 ( )
<LGm/ , | — on + An LG+1 > a+1(2),
L 0 i
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onde os coeficientes (LGP0, [—/iTVOi + An]LGPZ%), denominados elementos
da matriz de acoplamento, correspondem a intensidade de acoplamento
entre os modos LG de carga m = +1 introduzido por perturbagoes azimutais
no indice de refragaol’™ %,

Para a computacao dos elementos da matriz de acoplamento, notemos
que o termo de difracao —7\2Vi /2ng nao acopla modos LG azimutalmente,
conferindo apenas uma mesma fase de caminho a estes, assim, como ja
exposto no Teorema 2, o indice de refracao é o tinico termo capaz de
introduzir acoplamento entre os modos LG de carga m = £1. Dessa
maneira, notando que, pela estrutura azimutal dos modos LG ser analoga
as ondas planas na coordenada angular do plano transverso, #, modulacoes
azimutais senoidais induzem o acoplamento entre modos LG com cargas

topolégicas distintas, tal qual descrito no Teorema 3.

Teorema 3. Seja a alteracao do indice de refragcio expandida em série
de Fourier na coordenada angular do plano transverso

An(ry) = Xk: a(r) cos(kd) + Bi(r) sin(k6), (18)

entao os elementos da matriz de acoplamento serao

<’€/}m7 Anwm’> — Z fY]E;m?m/)dm’,mfk + ’Y](gm’ml)(sm’,mek; (19)
k
onde os coeficientes y,gm’”) sao dados por
m|+|m| 2
(m.m 2 o o (V2r iy
= rdr | — e “o (ax(r)+28k(r)) (20
) = e [ () (0ulr) +154(r)) (20

Utilizando o Teorema 3, inferimos que para acoplar os modos LG
de carga m = *1, é suficiente introduzir alteracoes de indice de refragao
com modulagoes azimutais senoidais de frequéncia angular k = Am = 2,
podendo também conter termos que independam do angulo, ou seja,

An(ry) = ag(r) + as(r) cos(20) + B2(r) sin(26), (21)

onde ag(r) corresponde a um termo puramente radial do indice de refrago,
que nao acopla os modos LG de carga m = £1, e os termos as(r) e [a(r)
correspondem aos coeficientes radiais das modulagoes azimutais senoidais de
frequéncia angular k£ = 2, que acoplam os modos LG de carga m = 41 com

. : . : +1,71 .
intensidade proporcional aos coeficientes 7§ TV anteriormente computados,
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e pela Equacao 17 restrita aos modos LG com carga topologica m = +1,
segue que

. 11 T
I {a_l(z)] — {(6()1+170 ) a—l(z> +7% :r a+1(z)] (22)
)] = D (=) + (B0 an(e)
onde By = —X* <LG§§O, ViLG]flO> /2n, de modo que, notando a igualdade
11 L4 141 411 . :
entre os elementos = 75 e s = 7, os quais definiremos

doravante respectivamente por 7y, e 72, pode ser representada de maneira
matricial por

” [:E;] ) [(ﬁovt%) %%@] H%l 7 (23)

onde as partes reais e imaginarias de 7, sdo nulas quando as fungoes [5(r)
e ao(r) sao nulas, respectivamente, pela Equacao 20 do Teorema 3.
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Introduzimos, no capitulo anterior, o modelo fisico proposto para a
implementacao do processamento quantico de informacao codificada em
foétons torcidos, para tal tomaremos uma abordagem numérica visando
estimar a evolucao espacial dos modos transversos a fim de verificar quao
fidedigno sao as implementacoes segundo nossa modelagem. A evolucao
espacial dos modos transversos consiste numa familia continua de operadores
que permite transladar um modo 6ptico ao longo do eixo de propagacao,
de modo que este abarca todo o comportamento da propagacao da luz no
interior de um chip fotonico.

Definigdo 5 (Operador de evolugéo espacial). Seja S(z) um operador
linear que atua sobre um modo éptico W(r |, z;), de maneira a translada-lo
no eixo de propagacao por um deslocamento z, ou seja,

S(2)¥(ry, 20) = U(r,, 2 + 2), (24)

entdo S(z) é denominado evolucao espacial, apresentando assim a propri-
edade

Propriedade 1 (composigdo). S(z1)S(z2) = S(z1 + 22).
Para conectarmos, tal formalismo de operadores a propagacao da
luz, devemos notar que sendo uma familia continua de operadores pode-

mos definir para estes uma equacao diferencial parcial, descrita no Teo-
rema 404,

Teorema 4. Seja U(r,,z) = S(2)Uy(r,) wm modo dptico transverso
evoluindo ao longo do eizo de propagacao z sequndo a familia de evolugoes
espaciais S(z) = exp [—z?—l(z)/X] “ equivale a

AU(r,,2) = H(z)U(r,, 2), (25)

onde H(z) = 8,7(z) denominado gerador da evolugio espacial.

2Assumimos aqui o principio da continuidade analitica para a algebra dos operadores, ou seja,
a expressao exp A corresponde a aplicagao da expansao em série de MacLaurin da exponencial no
operador A.

Dessa forma, podemos caracterizar a Equacao paraxial de Helmholtz iden-
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tificando o seu gerador imediatamente por

- %
H(z) = |- 5 L+ An(ry, 2)|, (26)
0

de maneira que, podemos conjecturar que para quaisquer alteragoes de
indice de refragdo An(ry, z), hd uma familia destes parametrizados pela
posicao z no eixo de propagagéo[45’ 48, 54, 55],
Conjectura 4 (Existéncia de evolugao espacial). Dado uma alte-
ragdo de indice de refracio An(r, z), existe uma familia de operadores
de evolugcao espacial S(z) parametrizados pela posicaio z € R no eixo de
propagacdo, tal que U(r,z) = S(2)Wo(r,) onde ¥y(r,) é uma condicdo
de contorno no plano z = 0.

3.1 Estimativa da evolugao espacial

Dado que introduzimos a equivaléncia entre a computagao do evolugao
espacial e a da propagagao da luz, ao definir um modo de entrada Wy(r, )
num chip fotonico no plano z = 0, o operador evolucao espacial permite-nos,
em decorréncia da Propriedade 1, obter seu perfil em quaisquer planos
transversos ao eixo de propagacao de maneira iterativa, ou seja,

\IJ(I'L,ZZ'_H) = S(AZ@)\I/(I'L,Z@'), (27)

tomando quaisquer sequéncias Oum = zy < 21 < ... < 2z, = 2z de planos

transversos, onde Az = z;41 — 2;, tal qual ilustrado na Figura 9[* %,
Para estimar a evolucao espacial, aqui utilizaremos o método de

split-step, que consiste em modelar a propagacao de um modo 6ptico

como uma propagacao livre seguida de uma correcao de fase decorrente da
[48, 55]

inomogeneidade do meio a cada passo de iteragao da Equacao 27 , ou
seja,
. A V3
S(Az) =~ exp [—zn(;bZ)Az] exp [—I—z 5 LAz] : (28)
no

O termo de propagacao livre pode computado utilizando o algoritmo de
transformada rapida de Fourier, de maneira a simplificar e tornar mais
eficiente a exponenciacao do operador diferencial que encapsula os efeitos
de difracdo, resultando assim na seguinte expressaol*> °°

A [_ZAn(rL, 2)

Y 2
S(Az) ~ exp 5 (2 + 1

Az] F {eXp [ﬂM&] ]—“{*}} ,
(29)
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Figura 9: Ilustracdo do processo iterativo de estimativa numérica da propagacao da luz em um
chip fotonico, onde a evolugao espacial é aplicada iterativamente, numa sequéncia de planos
equiespacados por uma distancia Az, para obter o perfil do modo éptico em cada plano transversal
ao eixo de propagagao.

r

L] e

v

Fonte: G. L. Pedrola [45], 2015.

obtendo, por fim, a representacao do estado quantico dos fétons que se
propagam ao longo do chip por intermédio da decomposicao dos operadores

apresentada no Teorema 1 a cada plano transversol®.

3.2 Fidelidade média de um processo quantico unitario

Ainda que a simulagao da propagacao da luz seja o passo fundamental
para a metodologia deste trabalho, é necessario também interpor uma
métrica que permita quantificar quao robustas sao as implementagcoes
segundo nossa modelagem, para isso, utilizaremos a fidelidade média de um
processo quantico unitariol'? °.

Definigao 6 (Fidelidade média de um processo quantico unitario).
A fidelidade média entre a implementagao real U e ideal T de um processo
quantico unitario definido é dada por

FIO,T] = [dw| (¥ TH0|w) 2. (30)

A Fidelidade média consiste numa métrica fundamental na teoria de infor-
macao quantica, mensurando a qualidade com o qual um processo quantico
é implementado, resultando em 1 quando a implementacao é completamente
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fiel e decrescendo a medida que a implementacao se torna mais ruidosa, ou
seja, menos precisa[lg’ o],

Contudo, computar a fidelidade média diretamente da definicao con-
siste as maquinas um trabalho complexo, pois envolve uma integral sobre o
espaco de Hilbert, que é continuo e pode apresentar alta dimensionalidade.
No entanto, para sistemas quéanticos de dois niveis (qubits), a fidelidade
média pode ser expressa de maneira mais simples, como estabelecido na
Propriedade 209,
Propriedade 2. A fidelidade média entre a implementacdo real U e
ideal T de um processo quantico unitario definido sobre um unico qubit é

dada por

———a 1 1 A son A
FUT =5+ 55 u:;y Ztr(T6uTTU5uUT). (31)
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Em nosso estudo, objetivamos implementar quatro exemplos de QLGs
elementares, as quais correspondem a composicoes de rotagoes geradas
pelos operadores de Pauli X e Y, tal qual descrito na Conjectura 3, dessa
forma, primeiramente tornou-se necessario executar simulagoes das oscila-
¢oes dos modos LG em guias construidos com as perturbagoes azimutais
correspondentes a tais rotagoes. Contanto, é necessario notar que no Teo-
rema 3 os coeficientes de acoplamento dependem da cintura do feixe, assim
para garantir uma manipulacao de alta fidelidade, é necessario suprimir a
difracao dos feixes ao longo da propagacao. Para isso adicionaremos um
guia de onda anular, ilustrado na Figura 10, que consiste numa variagao do
indice de refracao com perfil radialmente simétrico, dado por

(r—a)?

Ang(ry) = Ange™ w2, (32)

onde a corresponde ao raio do guia de onda anular e w a sua largura,
o qual permite o confinamento dos modos LG de carga m = +1 como
automodos!'? 9.

Ao simular a evolug¢ao dos modos LG de carga m = +1 no guia anular,
expostos na Figura 11, ainda que, parte da luz inserida no guia escape do
guia, o que se traduz em uma perda de poténcia ao longo da propagacgao
tal qual ilustrado na Figura 12 onde apresenta-se um grafico da poténcia ao
longo da propagacao [(LGE=",S(2)Wy(r,))|? para os modos mencionados
anteriormente, observamos que ambos os modos sao acoplados mantendo seu
perfil transversal, obtendo fase global, expressa como rotacoes em sentidos
opostos dos modos 6pticos, devido a sua caracteristica de automodo do

guia anular, tal qual descrito na literatural'> 9.

4.1 Oscilacoes de modos sobre a esfera de Poincaré de modos
transversais

Focamos aqui em propor uma rota realizavel a microfabricacao de
QLGs, no entanto, segundo o que foi apresentado na metodologia seria, a
principio, necessario microfabricar alteracoes no indice de refracdo com um
contraste preciso tal qual exigido em funcoes senoidais, o que representa uma
tarefa de engenharia extremamente desafiadora’. Devemos notar, porém,
que a microfabricacao de quaisquer estruturas que quebrem a simetria radial

B - ~ P . ~ . . . , . ~
°Note que a Equacgao 32 apresenta uma aproximagao continua de guias de ondas fabicraveis, que sdo
comumente implementados por meio de perturbacoes localizadas microfabricadas.
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Figura 10: Visualizagdo do modelo para um guia anular fabricado em vidro (ng = 1.5078), com
um raio a de 4.4m e uma largura w de 2.0um com um contraste de indice Ang de 2.2 x 1073
entre o ntcleo e a casca. O guia anular possui uma geometria de anel circular, projetada para
guiar a luz torcida. Apresentam-se em (a) o perfil tridimensional do guia anular, e em (b) o
perfil transversal do guia anular no plano transversal z = Oum, que corresponde ao perfil em
qualquer outro plano transverso no chip foténico.

0.003

0.002

w(pm)
o

0.001

0 20 0.000

(a) Perfil tridimensional do guia anular.

20 0.003
10
0.002
20 3
-10 0.001
-20
0.000
-20 -10 0 10 20
a{yum)

(b) Perfil transversal em Opm.

Fonte: Autor, 2026.

pode ser expandida em série de Fourier, como exposto no Teorema 3, de
modo que, necessitamos apenas de uma estrutura que quebre a simetria
azimutal cujo termo de segunda ordem seja o mais pronunciado.

No presente trabalho, utilizamos um par de alteracoes gaussianas de
indice microfabricadas sobre o guia de onda anular com metade de seu
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Figura 11: Visualizagao do perfil transversal de entrada dos modos LG de carga m = +1. O
perfil apresenta a fase onde a intensidade é no minimo 30% da intensidade méxima.

z=0pm

LG
2
0
-2
-20 -10 0 10 20

i pm)

Loz

iz
-20 -10 0 10 20
)

o{ppm

[

i )

=}
)

Fonte: Autor, 2026.

Figura 12: Visualizacdo da evolucao de poténcia dos modos laguerre-gaussianos m = +1 no guia
anular. Apresentam-se em (a) e (b) as evolugoes de poténcia para perfis de entrada com cargas
topoldgicas m = —1 e m = +1, respectivamente, até uma distancia de 5mm.

0.0 1

0.0 1

0

T T T T
2000 4000 0 2000
2 pm)

T
4000
Hpm)

(a) Evolugdo do modo com carga topoldgica (b) Evolugao do modo com carga topoldgica
m = —1.

m = +1.
Fonte: Autor, 2026.

contraste de indice, nos angulos 6, e seu oposto 6y + 7, ou seja,

]_ r—al? r+al?
An(ry) =Any(r) + §An0 <e_ B e )

w2

w?

T2 CL2 2
=Ang(r.) + Ange” " cosh <a7“ cos(f — 90)>

_r24a? 2ar 2ar
~ANG(r 1) + 2Ange” w2 lIo <w2> + 2l <w2> cos(2(0 — 90))1
T'2 a2 2
~Ang(ry) + 2Ange” = Iy (CL;) +
r2442 2ar ) 2442 2ar\ .
4 cos(26p) Ange~ 7?1, ( 2 ) cos(26) — 4sin(20p)Ange™ % I, ( 2 ) sin (2¢
39
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expandido em série de Fourier pelo Teorema 7 apresentado no Apéndice A,
tendo seus demais termos apresentando contribuicoes despreziveis.

Como apresentado em nosso modelo, podemos expressar a Equacao
paraxial de Helmholtz por meio de uma CMT para os modos LG de carga
topoldgica +1, acoplados por meio de tal perturbacao azimutal, podendo
seu coeficiente de acoplamento 7, ser real positivo, ao escolher 6y = 0, ou
imagindrio positivo, para ¢y = —7 /4, representando assim os geradores
Pauli-X e Pauli-Y, tendo as estruturas tridimensionais ilustradas nas Figuras
13 e 14, onde a assimetria azimutal ¢ inserida apenas numa regiao central
da propagacao, por uma distancia de 7, = 2220um. Dado que a nossa
CMT, expressa na Equacao 23, pode ser escrita como,

ha(z) = Ha(z), (34)

onde H corresponde a matriz de acoplamento, podemos expressar a evolucao
dos modos LG de carga m = +1 utilizando o Teorema 4, ou seja,

a(2) = exp [—zﬁ;] a(0), (35)

de maneira que, ao tomar como gerador os operadores de Pauli, a evolucao
dos modos LG de carga m = =1 os faz rotacionar sobre a esfera de
Poincaré de modos transversais, apresentando oscilagoes de poténcia, tal
qual ilustrado nas Figuras 15 e 16, onde se observa que as poténcias dos
modos LG de carga m = 41 oscilam com um periodo dado por 7.
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Figura 13: Visualizagdo do modelo para um guia anular com perturbagao do tipo Pauli-X
fabricado em vidro (ng = 1.5078), com um guia anular de raio de 4.4um e uma largura de 2.0um
com um contraste de indice de 2.2 x 1072 entre o nticleo e a casca e um par de alteracoes
gaussianas diametralmente opostas, a 4.4um da origem com um contraste de indice de
1.1 x 1073, Apresentam-se em (a) o perfil tridimensional, e em (b), (c) e (d) os perfis
transversais nos planos transversais z = 0.0um, z = 1.0mm e z = 5.0mm, respectivamente.
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(a) Perfil tridimensional do guia anular com perturbagéo do tipo Pauli-X.
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(b) Perfil transversal em Oum. (c) Perfil transversal em (d) Perfil transversal em
1000pm. 5000pm.

Fonte: Autor, 2026.
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Figura 14: Visualizagdo do modelo para um guia anular com perturbagao do tipo Pauli-Y
fabricado em vidro (ng = 1.5078), com um guia anular de raio de 4.4um e uma largura de 2.0um
com um contraste de indice de 2.2 x 1072 entre o nticleo e a casca e um par de alteracoes
gaussianas diametralmente opostas, a 4.4um da origem com um contraste de indice de
1.1 x 1073, Apresentam-se em (a) o perfil tridimensional, e em (b), (c) e (d) os perfis
transversais nos planos transversais z = 0.0um, z = 1.0mm e z = 5.0mm, respectivamente.
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(a) Perfil tridimensional do guia anular com perturbagéo do tipo Pauli-Y.
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(b) Perfil transversal em Oum. (c) Perfil transversal em (d) Perfil transversal em
1000pm. 5000pm.

Fonte: Autor, 2026.
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Figura 15: Visualizacdo da evolugdo de poténcia dos modos laguerre-gaussianos m = +1 no guia
anular com perturbacao do tipo Pauli-X. Apresentam-se em (a) e (b) as evolugdes de poténcia
para perfis de entrada com cargas topoldgicas m = —1 e m = +1, respectivamente, até uma
distancia de bmm.

0.0 0.0

0 2000 4000 0 2000 4000
{pm) )

(a) Evolucao do modo LG com carga topoldgica (b) Evolugdo do modo LG com carga topoldgica
m=—1. m = +1.

Fonte: Autor, 2026.

Figura 16: Visualizacdo da evolugao de poténcia dos modos laguerre-gaussianos m = £1 no guia
anular com perturbacao do tipo Pauli-Y. Apresentam-se em (a) e (b) as evolugdes de poténcia
para perfis de entrada com cargas topoldgicas m = —1 e m = +1, respectivamente, até uma
distancia de bmm.

0.0 0.0

0 2000 4000 0 2000 4000
{pm) )

(a) Evolucao do modo LG com carga topoldgica (b) Evolugdo do modo LG com carga topoldgica
m=—1. m = +1.

Fonte: Autor, 2026.

4.1.1 Implementacgoes de portas logicas quanticas

Com as oscilagoes dos modos LG de carga m = £1 sobre a esfera de
Poincaré de modos transversais, podemos agora implementar as QLGs mais
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elementares, correspondentes as rotagoes de Pauli-X e Pauli-Y, que consis-
tem nas operacoes de negagao (bit-flip) e negacao defasada (bit-phase-flip),
parametrizadas pelas rotagoes

X = cos(m/2)I —sin(n/2)X = R, (7), (36)
Y = cos(m/2)l —usin(7/2)Y = R, (7), (37)

de modo que podemos implementéa-laso pela ao fixar a distancia de operagao,
distancia na qual os fétons se propagam com quebra de simetria azimutal,
como metade do periodo de oscilagdo completo 7, /2. Obtivemos aqui, para
essas portas, fidelidades médias de respectivamente 0.9941 e 0.9936, como
ilustrado nas Figuras 17 e 18, atestando a robustez de nosso modelo do
processamento de um bit de informacao quantica com fétons torcidos, além
disso, computamos a tabela-verdade quantica das portas, ilustrada nas
Figuras 19 e 20, que demonstra o cross-talk dos modos na saida.
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Figura 17: Visualizacdo do efeito da QLG Pauli-X, implementada com uma fidelidade média de

0.9941, sobre os modos LG. Apresentam-se em (a) a visualizacdo dos perfis transversais de saida
e em (b) e (c) as evolugdes de poténcia para perfis de entrada com cargas topolégicas m = —1 e

m = +1, respectivamente, até uma distancia de bmm.
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(b) Evolugéo do modo LG com carga topoldgica

(c) Evolugéo do modo LG com carga topoldgica
m = —1.

m = +1.
Fonte: Autor, 2026.
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Figura 18: Visualizacdo do efeito da QLG Pauli-Y, implementada com uma fidelidade média de

0.9936, sobre os modos LG. Apresentam-se em (a) a visualizacdo dos perfis transversais de saida
e em (b) e (c) as evolugdes de poténcia para perfis de entrada com cargas topolégicas m = —1 e

m = +1, respectivamente, até uma distancia de bmm.
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(b) Evolugéo do modo LG com carga topoldgica

(c) Evolugéo do modo LG com carga topoldgica
m = —1.

m = +1.
Fonte: Autor, 2026.
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Figura 19: Visualizacdo da tabela-verdade quantica da QLG Pauli-X.

probabilidade de medida

=
Fonte: Autor, 2026.

Figura 20: Visualizacao da tabela-verdade quantica da QLG Pauli-Y.

probabilidade de medida

Fonte: Autor, 2026.

Ademais, implementamos as QLGs Pauli-Z e Haddamard, corres-
pondentes as operagoes de negacao de fase (phase-flip) e transformada
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de Fourier quantica de um qubit, parametrizadas pelas composigcoes de
rotacoes
Z=YX = Ry(m)Ry(m), (38)

1 . _
H= \/§(X + Z) = (cos(—7/4)] —usin(—7/4)Y)X = Ry(ﬂ/Q)Rx(W()i;g)

implementadas pela modelagem aqui apresentadas ao compor rotagoes de
Pauli-X e Pauli-Y, tal qual citado anteriormente. Assim, a Porta Pauli-Z é
implementada ao compor a estrutura das QLGs X e Y, enquanto a Porta
Haddamard é implementada por meio da composicao de QLG X seguida
da rotagao de Pauli-Y até 7,/4, resultando num estado su-
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Figura 21: Visualizacdo do efeito da QLG Pauli-Z, implementada com uma fidelidade média de

0.9866, sobre os modos LG. Apresentam-se em (a) a visualizacdo dos perfis transversais de saida

e em (b) e (c) as evolugdes de poténcia para perfis de entrada com cargas topolégicas m = —1 e
m = +1, respectivamente, até uma distancia de bmm.

z =5000.0 pm

LGiZ
2
0
-2
-20 -10 0 10 20

ol o)

(a) Perfis transaversais na saida do chip foténico da QLG Pauli-Z.

20

[N

il )
o

=}
lpm)

-20

o{pm)

W
=05+

0.0 4

T
]

T T T
2000 4000 0
2{pm)

T
2000
pm)

40‘00
(b) Evolugéo do modo LG com carga topoldgica (c) Evolugéo do modo LG com carga topoldgica
m = —1.

m = +1.
Fonte: Autor, 2026.

perposto com uma relagao de fase precisa. Obtivemos aqui, para essas portas,
fidelidades médias de respectivamente 0.9866 e 0.9889, como ilustrado nas
Figuras 21 e 22, atestando novamente a robustez de nosso modelo, por fim,

computamos também a tabela-verdade quantica das portas, ilustrada nas
Figuras 23 e 24, que demonstra o cross-talk dos modos na saida.
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Figura 22: Visualizacao do efeito da QLG Haddamard, implementada com uma fidelidade média
de 0.9889, sobre os modos LG. Apresentam-se em (a) a visualizacao dos perfis transversais de
saida e em (b) e (c¢) as evolugdes de poténcia para perfis de entrada com cargas topoldgicas

m = —1 e m = +1, respectivamente, até uma distancia de 5mm.
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Fonte: Autor, 2026.

20



4 RESULTADOS OBTIDOS

Figura 23: Visualizacdo da tabela-verdade quantica da QLG Pauli-Z.

probabilidade de medida

=
Fonte: Autor, 2026.

Figura 24: Visualizacdo da tabela-verdade quantica da QLG Haddamard.

probabilidade de medida

Fonte: Autor, 2026.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho, foi objetivado fundamentar o processamento
em chip fotonico de um bit de informacao quantica codificada em fétons
torcidos, a partir de uma modelagem da luz baseada na Equacao paraxial
de Helmholtz, e do formalismo de operadores de criagao e aniquilagao,
seguindo uma abordagem da teoria de modos acoplados. Ainda que o
modelo aqui estabelecido se abstenha da principal vantagem dos fétons
torcidos, a sua alta-dimensionalidade, o formalismo desenvolvido apresenta-
se extremamente robusto, permitindo a demonstracao de que a introducao
de perturbagoes azimutais estruturadas por meio de alteracoes gaussianas
podemos realizar operagoes sobre os fotons torcidos com alta fidelidade.

Efetuamos a validacdo numérica do formalismo desenvolvido, por
meio do método de split-step, onde embarcamos as assimetrias do sistema
por meio de um par de alteracoes gaussianas no indice de refracao, e
demonstramos que a evolucao dos modos 6pticos é consistente com as
previsoes do modelo. Utilizamos aqui a métrica de fidelidade média para
quantificar a qualidade das implementacoes em chip das portas Pauli-
X (0.9941), Y (0.9936) e Z (0.9866), ademais a porta de Haddamard
(0.9889) construidas por meio de composi¢oes de rotagoes sobre a esfera
de Poincaré de modos transversais, demonstrando que o confinamento dos
modos 6pticos em guias anulares acrescido das perturbacoes azimutais
estruturadas apresentam alta qualidade e pureza para o processamento
quantico de informacao.

As implementacoes bem sucedidas aqui apresentadas, ainda que sejam
de natureza tedrica e restrita a provas de principio, de portas légicas
quanticas consolida o chip fotonico como uma plataforma promissora para
a computacao sobre o grau de liberdade abordado. Demonstrando que a
quebra de simetria azimutal controlada atua como um gerador fisico de
torque sobre os fotons torcidos, permitindo assim a sua manipulagao e
processamento.

Por fim, este trabalho estabelece uma rota realizavel ao processamento
quantico de informacao codificada em fotons torcidos, utilizando como
plataforma um chip foténico, abrindo assim portas para futuras pesquisas
quanto a sua extensao ao processamento em alta dimensao. Espera-se que
os modelos aqui desenvolvidos sirvam de guia para a realizagao fisica de
dispositivos integrados que explorem a riqueza do momento angular orbital
da luz em futuras tecnologias de informagao quantica.
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A FUNCOES ESPECIAIS

Na modelagem do comportamento de fendomenos apresentados pela
natureza, comumente equagoes diferenciais sao empregadas. Algumas des-
tas, permitem manipulacoes algébricas de maneira que, quando empregadas,

reduzem-nas a problemas conhecidos como do tipo Sturm-Liouvillel* °7.

Definigdo 7 (Operador diferencial hermitiano). Seja £ um operador
diferencial que tem a forma

. d
b=

d

p(T)——

dr T q(fl?), (40)

onde p(z) e q(x) sdo fungoes reais, este é dito Hermitiano".

Definicio 8 (Problema do tipo Sturm-Liouville). Seja £ um
operador diferencial hermitiano, a equacao de fungoes caracteristicas
generalizada

£p(a) = A (@) (a), (41)

da-se o nome de problema de Sturm-Liouville.

“Em certos casos nao somente a Equacao 40 é suficiente para garantir a hermiticidade do operador

. . . ~ . . . ~ . ~ 5
diferencial, havendo em adicdo a necessidade da imposicio de certas condicoes de contornol®*!.

Em decorréncia da hermeticidade do operador diferencial que define um
problema do tipo Sturm-Liouville, segue de imediato que suas fungoes
caracteristicas sao ortogonais para um dado produto interno do espago de
funcodes, como descrito no Teorema 5% 77,

Defini¢ao 9 (Produto interno do espago das fungées). Dado uma
fungao w(z), denomina-se a integral

(6,9) = [ wiw)dz p(@)y(@), (42)
como um produto interno do espaco de funcgoes.

Definicdo 10 (Familia ortogonal de fungdes). uma familia de
fungdes {, }memcz tal que

(Ym, Yn) = @ndmn, (43)

onde {a,} C C, para um dado produto interno é dita uma familia
ortogonal de fungoes.
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Teorema 5. Dado um problema de Sturm-Liouville, suas funcoes ca-
racteristicas com distintos valores caracteristicos compoem uma familia
ortogonal de fungoes para o produto interno

(6,9) = [ _ w(@)de $(@)i(a), (44)

para algum intervalo I C R, onde w(x) € o peso do problema de
Sturm-Liouville.

Neste apéndice iremos nos aprofundar em algumas destas familias ortogonais
de funcoes, bem como algumas de suas propriedades utilizadas ao longo
do desenvolvimento tedrico do presente trabalho, que solucionam distintos
problemas do tipo Sturm-Liouville.

A.1 Ondas planas e expansao em série de Fourier

A familia mais elementar de func¢oes ortogonais é a familia das on-
das planas. Esta tem por fundamento o problema de Sturm-Liouville
para a equacao diferencial do oscilador harmoénico simples classico no
qual o espectro de frequéncias satisfaz condi¢des de contorno periédicas®!.

Propriedade 3 (ortogonalidade das ondas planas).

/ dx e~'5%a

= (b— a)8 0. (45)

Em decorréncia de sua relacao de ortogonalidade, tal familia é comumente
utilizada para expandir o espago das fungoes continuas num dado intervalo
fechado [a,b] em série, método conhecido como expansao em série de
Fourier®* 57 58],

Definicdo 11 (Expansao em série de Fourier). Dada uma funcao
f(x) definida no intervalo [a,b], & expansao em série

+oo
f(x) = > zpe 52" (46)

n=—oo

definida neste mesmo intervalo, da-se o nome de série de Fourier.
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Teorema 6. Os coeficientes z,, de uma série de Fourier para um dado
intervalo na reta real, se existirem, sao unicos e da forma

1o
Zm:(b—a)/adxe

b2 (). (47)

A.2 Polinbmios de Hermite e polin6mios associados de Laguerre

Outras duas importantes familias de func¢oes ortogonais, em especial
ao presente trabalho em decorréncia de suas aplica¢oes diretas a defini¢ao de
feixes de luz torcida em 6ptica de feixes, sao as familias de polindmios de Her-
mite, representados graficamente na Figura 25, e dos polindmios associados
de Laguerre, representados graficamente na Figura 26.

Propriedade 4 (ortogonalidade dos polin6mios de Hermite).

[ e da Hy(2)Ho(2) = 2V 0l . (48)

—0o0

Propriedade 5 (ortogonalidade dos polindmios associados de
Laguerre).
0 r 1
[7 e dn LS (@)L (x) = (tatl), (49)

K n!

Figura 25: Representacao grafica dos polindmios de Hermite Hy(z) = 1, Hi(z) = 2z,
Ha(z) = 422 — 2, H3(2) = 823 — 12z, Hy(2) = 162* — 4822 + 12, definidos segundo a convencao
fisica.

Fonte: Autor, 2026.
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Figura 26: Representacao grafica dos polinémios associados de Laguerre, Lga)(z) =—z+a+1,
L (2) =1 (22 —2(a+2)2+ (a+1)(a+2)) e
L:(ga)(z) =3 (=22 =3(a+3)z2 = 3(a+2)(a+3)z + (a+ 1)(a+ 2)(a + 3)), para a = 0,1,2.

10

Fonte: Autor, 2026.

A.3 Funcgoes de Bessel do primeiro tipo e sua versao modificada

Outra importante familia de func¢oes especiais ao presente trabalho
sao as fungoes de Bessel do primeiro tipo, definida com base nos problemas
de Sturm-Liouville da equacao diferencial de Bessel do primeiro tipo, re-
presentada graficamente na Figura 27, ademais a sua versao modificada,

representada graficamente na Figura 28,0457 % Ao presente trabalho,

Figura 27: Representacdo grafica, para v = 0, 1,2, 3,4, das fun¢des de Bessel do primeiro tipo
Ju(z).

0.5

0.0 1

Fonte: Autor, 2026.

um dos principais resultados decorrentes da definicao de func¢oes de Bessel

de primeiro tipo e sua versao modificada, consiste na expansao em série

.~ . ’7 =
para a composicio de cosseno hiperbélico com cossenol®¥.
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Figura 28: Representacdo grafica, para v = 0,1, 2, 3,4, das fun¢des de Bessel modificadas do
primeiro tipo I, (z) = +7%J,(12).

Fonte: Autor, 2026.

Teorema 7.

cosh(zcos ) = Iy(z) + 2 io: Iy, (2z) cos(2nb). (50)

n=1
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A CODIGO DESENVOLVIDO

O codigo-fonte abaixo consiste no utilizado na simulagao do pro-
cessamento de informacao codificada em modos de luz torcida, conforme
dissertado no presente trabalho. Este foi escrito na linguagem de progra-
macao Julial®! dado & sua velocidade e sintaxe préxima a da linguagem
matematica tradicional®.

Processamento em chip foténico de um bit de informag&o quintica codificada em
fétons torcidos

Autor: C. Antunis B. da S. Santos

Contato: carlos.bonfim@fis.ufal.br

Ultima modificagio: 13 de abril de 2026.

# Incluir bibliotecas auxziliares

using FFTW: fft, ifft, fftfreq; # Transformada de Fourier radptida
using ClassicalOrthogonalPolynomials: laguerrel;# FPolindmios associados de Laguerre
using LinearAlgebra: tr; # Trago de matrizes

using GLMakie; # Visualizagd@o de dados

# Incluir os caminhos de assets

const assets = joinpath(@__DIR__, "..");
const figures = joinpath(assets, "figures");
const videos = joinpath(assets, "videos");

# Tipagem de dados numéricos
number_t = Union{Float64, Int64};

# Configurar wunidades de medida

const pum = 1; # micrémetro (unidade padrdo para
chips foténicos)

const nm = le-3um; # manodémetro

const mm = le3um; # milimetro

# Grandezas fisicas experimentatis

const A = 780.0nm; # comprimento de onda da luz
const wo = 4.4pum; # cintura do feize
laguerre-gaussiano

A_not = X / (27); # comprimento de onda reduzido
A_not? = A_not"2;

# Pardmetros de escrita dos guias de onda

const ng = 1.5078; # indice de refracdo do material do
chip

const Ang = +2.2e-3; # constrate de indice de refracdo
para guia anular

const 0ng = .5Ang; # constrate de indice de refracdo

para spots

const sg = Wo; # raio do guia anular
const W = 2.0um; # rTato do spot de escrita

60 cédigo estd também disponibilizado em um repositério ptiblico no GitHub.

64


https://github.com/carlos-antunis-physics/Processamento-em-chip-fotonico-de-um-bit-de-informacao-quantica-codificada-em-fotons-torcidos

const Az = 2.220mm; # periodo (obtido empiricamente)

# Tipagem de coordenadas espaciais
coordinate_t = AbstractArray{<:number_t, 1};
point2d_t = Tuple{<:number_t, <:number_t};

# Grid espactal de simulagdo
const x, y = -25um:0.1pum:+25pum, -25pum:0.1pm:+25um;
const z = 0.0pum:20um:5.0mm;

dsS = step(x) * step(y); # elemento de darea para integracdo

# Tipagem de modos dépticos
mode_t = Matrix{<:Union{ComplexF64, Float64}};

# Modos laguerre-gausstianos
function laguerreGauss(wO::number_t, 1::Int64, X::coordinate_t, Y::coordinate_t,

p::Int64=0)
21, _s = abs(l), sign(l)
_sqrt2 = sqrt(2)
X, .y =[x/ w0 for x in X, _ in Y], [y / wO for _ in X, y in Y]

z = Q. _sqrt2 * (_x + 1lim * _s * _y)
= @. .5abs2(_z)

A = sqrt(2 * factorial(p) / (m * w0~2 * factorial(p + _1)))
return @. A * _z~_1 * laguerrel(p, _1, 2r?) * exp(-r?)
end

# Tipagem de gutas de onda
function_t = Union{<:Function};
waveguide_t = Union{<:Function};

# Fungdes para construgcdo de guias de onda reto
function straight(

An::number_t, k::function_t,

zi::number_t, Az::number_t,

r_i::point2d_t=(0., 0.),

r_f::point2d_t=(0., 0.)

)
v_x, v.y = (r_f .- r_i) ./ Az
halfAz = 0.5Az
zm = zi + halfAz
return (x::coordinate_t, y::coordinate_t, z::number_t) -> begin
X=1I[x-r_i[1] - v_x * (z - zi) for x in x, _ in y]
Y=[y-r_il2] - v_y * (z - zi) for _ in x, y in y]
return (abs(z - zm) < halfAz) ?
An * k. (X, Y, z)
zeros(Float64, length(x), length(y))
end
end

# Funcdes dos perfis transversais dos gutas de onda
function gaussian(W::number_t)
return (x::number_t, y::number_t, z::number_t) -> begin
return exp(-(x~2 + y~2) / W™2)
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end
end
function annular(a::number_t, W::number_t)
return (x::number_t, y::number_t, z::number_t) -> begin
r = sqrt(x”2 + y~2)
return exp(-((r - a)~2) / W™2)
end
end

# Rotina de wvisualizagdo 3D de guias de onda
function visualize! (

ax::GLMakie.Axis3,

An: :AbstractArray{<:waveguide_t,1},

X::coordinate_t, Y::coordinate_t,

zi::number_t, zf::number_t;

planes: :Int64=20,

cmap: :Union{Symbol,Reverse{Symbol}}=Reverse(:bone)

)
G(z) = sum([on(X, Y, z) for én in An])
Nx, Ny = length(X), length(Y)
AnVol = permutedims(
reshape(
hcat([G(z) for z in LinRange(zi, zf, planes)]...),
Nx, Ny, planes
),
(1, 3, 2)
)
v = volume! (
ax,
(X[11, X[endl), (zi, =zf), (Y[1], Y[endl),
AnVol;
colormap=cmap,
algorithm=:mip,
transparency=true
)
return v
end

# Funcdes para construcdo do método split-step
function splitStep(

X::coordinate_t, Y::coordinate_t,

n0: :number_t,

An::AbstractArray{<:waveguide_t,1}=[(x, y, z) -> 0.0]

2m * fftfreq(length(X), 1. / step(X));
2w * fftfreq(length(Y), 1. / step(Y));

Uy

Uy
V2 = [-(&,72 + £,72) for &, in uy, & in uyl;

G(z) = sum([on(X, Y, z) for dn in Anl)

return (V::mode_t, A::number_t, z::number_t, Az::number_t) -> begin
kKO =21 / A
Kk = k0 * n0
return exp.(-1lim * kO * G(z) * Az) .*

ifft(exp.(-1im * V2 / 2k * Az) .x £t (¥))
end
end
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# Produto interno entre fungbdes de quadrado integrdvel
©(¢::mode_t, 1::mode_t) = begin

return round. (sum(conj.(¢) .* ), digits=8)
end

# Tipagem de processos quanticos unitdrios
operator_t = Union{<:AbstractMatrix{<:Union{ComplexF64,Float64}}};

# Fidelidade média entre processos quanticos unitdrios
function fidelity(U::operator_t, T::operator_t)

Pauli_x = [0 1; 1 0]

Pauli_y = [0 -1im; 1im O]

Pauli_z [1 0; 0 -1]

traces = [
tr(T * Pauli * T' * U * Pauli * U') for Pauli in [Pauli_x, Pauli_y, Pauli_z]
]
return 0.5 + (1 / 12) * sum(traces)
end

Rotina principal de execugdo do cédigo-fonte
nun
# Computar a base computacional de modos laguerre-gaussianos no chip fotdnico
V_; = laguerreGauss(wy, -1, x, y);
W, = laguerreGauss(wg, +1, x, y);

# Computar nomes e perfis de chips foténicos
names = [IIIII, IIXII, nyu];

An_anular = [straight(Ang, annular(sg, W), z[1], z[end])];

function An_G({o, A, 7o)
X0, Yo = so * cos(yg - w/2), sg * sin(yg - ©/2);
return [
straight (dng, gaussian(W), (g, A(, (+xg, +yo), (+Xo, +yo)),
straight(dng, gaussian(W), (g, A{, (-xo, -yo), (-Xo, -yo))

1;
end
zg = 1.250mm; # posigdo inicial dos guias de onda.
chips = [

An_anular,

vcat (An_anular, An_G(zg, Azy, 7/2)),

vcat (An_anular, An_G(zg, Azy, w/4))
1;
# Método para computar laplaciano do modo transversal
function V?(1)::mode_t)

Fy = fft();

u, = 27 * fftfreq(length(x), 1. / step(x));
u, = 27 * fftfreq(length(y), 1. / step(y));

V2 = [-(&,72 + £,72) for &, in ug, & in uyl;
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return ifft(V? .* Fy);

end
Ho = [
v, © (-)\_not2 * VQ(\I/_l) / 2ng) ¥_1 © (—)\_not2 * Vg(\I’+1) / 2nq);
\I’+1 ® (—)\_not2 * Vz(\I/_l) / 2110) \I’+1 ® (—/\_not2 * v2(\1/+1) / 2110);
1;

# Fungdo para computar perfil transversal do modo
function profile(y)

I = abs2. ()
I_max = maximum(I)
® = angle. (3))

return (I .> 0.3I_max) .* @
end

for (name, An) in zip(names, chips)
println("Iniciando a simulagio com gerador Pauli-$name");

# Obter a representacdo matricial do gerador
V = sum([dn(x, y, zo) for dn in An]);
U=

U 3 0 W . x W ) U3 O (V.x Uyq);
Uig © (V.ox U_q) Uy © (Vox Uhq);
1;

H (Hp + U) .* dS / A_not;

Co = abs(2r / H[1,2]);

println("Gerador Pauli-$name:");
display(H);
println("Periodo de oscilag&o: $(g um");

# Visualizar o perfil de indice de refracdo do chip fotdnico
print ("Renderizando chip-waveguides-$name.png em ../figures/ ");
fig3dChip = GLMakie.Figure(size=(1000, 600));

ax3dChip = GLMakie.Axis3(
fig3dChip[1,1],
xlabel=L"x (\mu{m})",
ylabel=L"z (\mu{m})",
zlabel=L"y (\mu{m})",
aspect=(2,3,2)

);

v = visualize! (
ax3dChip,
An, x, y, z[1], z[end];
planes=50,

);

Colorbar(fig3dChip[1,2], v, label="An");
save(joinpath(figures, "chip-waveguides-$name.png"), fig3dChip);
println(" [COMPLETO0]") ;

# Visualizar o perfil transversal de indice de refragcdo do chip fotdnico
println("Renderizando perfis transversais dos guias");
for z in [z[1], zp, z[end]]
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print ("\tRenderizando chip-waveguides-$name-z$(round(z/mm)) .png em
../figures/ ");
fig2dChip = GLMakie.Figure(size=(600, 500))
ax2dChip = GLMakie.Axis(
f£ig2dChip[i,1],
xlabel=L"x (\mu{m})",
ylabel=L"y (\mu{m})"
)3
V = sun([in(x, y, z) for dn in An]);
h = heatmap! (ax2dChip, x, y, V; colormap=:bone);
Colorbar(fig2dChip[1,2], h, label="An");
save (joinpath(figures, "chip-waveguides-$name-z$(round(z/mm)).png"),
£ig2dChip) ;
println(" [COMPLETO]") ;
end

# Computar o operador de propagag¢do do guia de onda anular
P = splitStep(x, y, np, An)

# Computar a evolugdo dos modos laguerre-gaussianos ao longo do chip
foténico
print ("Renderizando evolucao-modos-$name.mp4 em ../videos/ ")
D g, Pyo = V_y, Pig;
figl = Figure(size=(1200, 500));
axW¥ = [
Axis(

figW[1, 11,

title=L"LG$ {\ell = -1}_{p = 0}$",

xlabel=L"x (\mu m)", ylabel=L"y (\mu m)"

)’
Axis(
figW[1, 3],
title=L"LG$ {\ell = +1}_{p = 0}$",
xlabel=L"x (\mu m)", ylabel=L"y (\mu m)"
)
1
bl = [
heatmap! (axV[1], x, y, profile(®_g(); colormap=:twilight, colorrange=(-m, 7)),
heatmap! (axW¥[2], x, y, profile(®,(); colormap=:twilight, colorrange=(-m, 7))
1;

Colorbar (figW[1, 21, h¥[1]);
Colorbar(figW[1, 4], h¥[2]);

suptitle = Label(figW®[0, :1, "z = 0 um");

a, b=1[
[1. + 0. * im],
[0. + 0. * im]
1, I
[0. + 0. * im],
[1. + 0. * im]
1;
record(
figl,
joinpath(videos, "evolucao-modos-$name.mp4"), z[2:end]; framerate=30
) do Z
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D_y, ©y9 = P(P_g, A, Z, 20um), P(Pig, A, Z, 20um);

hW[1]1[31(]
hW 2] [3][]

profile(®_g);
profile(®g);

suptitle.text = "z = $(round(Z/um)) pm";

push!(al1]l, (F_; © ®_y) * dS);
push!(a[2], (U1 © ®_¢) * dS);

push! (b[1], (¥_; © Pig) * dS);
push! (b[2], (P41 © Pyg) * dS);
end
println(" [COMPLETO0]") ;

# Visualizar as oscilagbes do tipo Rabi de modos
println("Renderizando curvas de poténcia dos modos");
for (c, m) in zip([a, bl, ["neg","pos"])
print ("\tRenderizando oscilacoes-rabi-$name-$m.png em ../figures/ ");
figRabi = GLMakie.Figure(size=(600, 500))
axRabi = GLMakie.Axis(
figRabil[1,1],
xlabel=L"z (\mu{m})",
ylabel=L"T(z)",
)3
lines!(axRabi, z, abs2.(c[1]); label=L"|a_-(z)|"2", color=:red);
lines! (axRabi, z, abs2.(c[2]); label=L"|a_+(z)|~2", color=:blue);
axislegend(axRabi);
save(joinpath(figures, "oscilacoes-rabi-$name-$m.png"), figRabi);
println(" [COMPLETO]");
end
println("");
end

# Nomear as portas légicas qudnticas a serem simuladas
names = ["X","y","Z","H"];
QLGs = [

[0.0 1.0; 1.0 0.0],

[0.0 -1.0im; +1.0im 0.0],

[+1.0 0.0; 0.0 -1.0],

(1.0/sqrt(2.0)) * [1.0 1.0; 1.0 -1.0]

15
# Computar perfis de indice de refragdo dos chips foténicos para portas légicas
zg = 1.0mm; # posigcdo inicial dos guias de onda.
chips = [

veat (

An_anular,

An_G(zg, .5Azq, 7/2)
),
vecat (

An_anular,

An_G(zg, .5Azq, w/4)
),
vcat (

An_anular,

An_G(zg, .5Azy, w/2),
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An_G(zg+.5Azg, .5Azy, w/4)

),
vecat (
An_anular,
An_G(zg, .5Azy, w/2),
An_G(zo+.5Azq, .25Azqy, -mw/4)
),

for (name, Target, An) in zip(names, QLGs, chips)
println("Iniciando a simulag&o da porta ldégica $name");

# Visualizar o perfil de indice de refracdo do chip fotdnico
print ("Renderizando chip-waveguides-QLG-$name.png em ../figures/ ");
fig3dChip = GLMakie.Figure(size=(1000, 600));
ax3dChip = GLMakie.Axis3(

fig3dChipl[1,1],

xlabel=L"x (\mu{m})",

ylabel=L"z (\mu{m})",

zlabel=L"y (\mu{m})",

aspect=(2,3,2)

);

v = visualize! (
ax3dChip,
An, x, y, z[1], z[end];
planes=50,

);

Colorbar(fig3dChip[1,2], v, label="An");
save(joinpath(figures, "chip-waveguides-QLG-$name.png"), fig3dChip);
println(" [COMPLETO0]");

# Computar o operador de propagag¢do do guia de onda anular
P = splitStep(x, y, ng, An)

# Computar a evolugdo dos modos laguerre-gaussianos ao longo do chip
fotdonico
print ("Renderizando evolucao-modos—-QLG-$name.mp4 em ../videos/ ")
D g, Pyo=V_y1, Pig;
figl = Figure(size=(1200, 500));
axW¥ = [
Axis(
figW[1, 11,

title=L"LG$ {\ell = -1}_{p = 0}$",
xlabel=L"x (\mu m)", ylabel=L"y (\mu m)"
),
Axis(
figW[1, 3],
title=L"LG$ {\ell = +1}_{p = 0}$",
xlabel=L"x (\mu m)", ylabel=L"y (\mu m)"
)
1;
h¥ = [

heatmap! (axW[1], x, y, profile(®_g); colormap=:twilight, colorrange=(-m, m)),
heatmap! (axW[2], x, y, profile(®,(); colormap=:twilight, colorrange=(-mw, 7))
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1;

Colorbar(figW[1, 2], hW([1]);
Colorbar(figWI[1, 41, hW[2]);

suptitle = Label(figW¥ [0, :1, "z = 0 um");

a, b =[
[1. + 0. * im],
[0. + 0. * im]
1, [
[0. + 0. % im],
[1. + 0. * im]
1;
record(
figl,
joinpath(videos, "evolucao-modos-(QLG-$name.mpd"), z[2:end]; framerate=30
) do Z

@,0, (I)+0 = P((I),(), )\, Z, 20um), P(CD+0, )\, Z, 20,um);

hW (1] [3][]
hW 2] [3][]

profile(®_g);
profile(®4g);

suptitle.text = "z = $(round(Z/um)) pm";

push!(a[1], (¥_; © P_g) * dS);
push!(al2], (W4 © ®_y) * dS);

D)

push! (b[1], (U_; © P, g) * dS);
push! (b[2], (U1 © Pyg) * dS);
end
println(" [COMPLETO]");

# Visualizar as oscilagbes do tipo Rabi de modos
println("Renderizando curvas de poténcia dos modos");
for (¢, m) in zip([a, bl, ["neg","pos"])
print("\tRenderizando oscilacoes-rabi-QLG-$name-$m.png em ../figures/ ");
figRabi = GLMakie.Figure(size=(600, 500))
axRabi = GLMakie.Axis(
figRabil[1,1],
xlabel=L"z (\mu{m})",
ylabel=L"T(z)",
)3
lines! (axRabi, z, abs2.(c[1]); label=L"|a_-(z)|~2", color=:red);
lines! (axRabi, z, abs2.(c[2]); label=L"|a_+(z)|~2", color=:blue);
axislegend(axRabi);
save (joinpath(figures, "oscilacoes-rabi-QLG-$name-$m.png"), figRabi);
println(" [COMPLETO]") ;
end

# Computar a representacdo matricial do operador de propagacdo do chip
fotdonico

println("Computando porta légica implementada pelo chip foténico");

U() = begin
(a[1] [end], a[2][end]];
[(b[1] [end], b[2] [end]];

W =
]
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N =
sqrt(abs2(A[1]) + abs2(A[2])),
sqrt(abs2(B[1]) + abs2(B[2]))
1;

A /= N;
B ./=N

>

return [A[1] B[1]; A[2] B[2]];
end

Gate = UQ)
println("\tPorta légica $name:");
display(Gate);

F = fidelity(Gate, Target);
println("\tFidelidade média da porta ldégica $name: $F");

# Visualizar a tabela-verdade da porta légica <implementada pelo chip fotdnico
print ("\tRenderizando tabela-verdade-QLG-$name.png em ../figures/ ")
dominio = [(i,j) for i in 1:2 for j in 1:2];
7 = [abs2(Gate[i,j]) for (i,j) in dominio];
figTabelaVerdade = Figure(size=(800, 600));
axTabelaVerdade = Axis3(
figTabelaVerdade[1,1],
xlabel="", ylabel="", zlabel="probabilidade de ocupacdo",
aspect=(2, 2, 3),
elevation=0.357, azimuth=0.37w
)3
axTabelaVerdade.yticks = (1.25:2.25, [
L"\mathrm{LG}"{p = 0}_{m = -1}",

L"\mathrm{LG}"{p = 0}_{m = +1}",

IDH

axTabelaVerdade.xticks = (1.25:2.25, [
L"\mathrm{LG} " {p = 0}_{m = -1}",
L"\mathrm{LG} " {p = 0}_{m = +1}",

DK
meshscatter! (axTabelaVerdade, dominio;
markersize=[Vec3f(1.25, 1.25, 7) for 7 in 7],
marker=Rect3f ((0., 0., 0.), (0.5, 0.5, 1)),
color=to_colormap(Reverse(:bone)),
);
save (joinpath(figures, "tabela-verdade-QLG-$name.png"), figTabelaVerdade) ;
println(" [COMPLETO]");

println("");
end
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B DEMONSTRACOES DE TEOREMAS

Teorema 1

Seja 1 = ozLGzizlo -+ BLGz_ﬁO, segue de imediato que, para quaisquer campos
¥ sua componente na direcao de 1) sera dada por

=(, ¥) = (LG, W) + (LG, ¥)

=aa_ + Bcum (51)

onde a+ é a componente do campo na dire¢cao dos modos LG de carga
m = =£1, assim, promovendo a operadores de aniquilacao

a, =aa_ + Pfa,, (52)
de maneira que, tomando o adjunto hermitiano, segue que

al, = aal + pal, (53)
por fim, notando que o = (LG@TO, V) e S = (LG{’SO,w}, segue que
al, = (LG, v)al + (LGE", y)al. (54)
Teorema 2
Seja 7(ry, 2) = L. onde L, = z%
W —27\— (zpﬁ ¢>
0 —\ =
-7 (z?\azﬁzw> 4 (zxaz¢> £ (55)
A 0 0\ =
0L, <z>\¢> + <z7\¢> £,
0z 0z

entao utilizando a aproximacao paraxial da equacao de Helmholtz, segue

que
2 22
N =01 ((‘X Vi, An) w) _ ((_x Vi, An) w) £
210 2ng

272 _x2 2\ TR
—w( A ¢)—( Ww)cmw[ﬁz,m]w.

2710 2710

(56)

Assim, dado que

00 ( 00

(aaeA”> v (57)

£, ) = <a Anip) — Ana¢>
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bem como, por fV3ig—gV3f=div, (fVig—gV.f),

i¢> - (Vi%> ﬁ%ﬁ = div (vaJ_ /jz'(/} - ﬁleVL ¢> , (58)

s (fizv

de modo que
, X o (-0 0O
INT = —1——div <¢VL —) — wvl ¢> + 2 ( An) 1, (59)

no 00
definindo J, (r ,z) = ﬁ (VVLZp— BV i), T(ri,2) = t2An e
Y1) e, ao final, dividindo a equacdo por 2}, discorre que

=T(ry,2)p(rL, 2). (60)

p(rL7 )_
’f'(I‘J_,Z) ‘I’diVJ_ JT(I'J_,Z)

Teorema 3
Temos que, em decorréncia da definicao dos modos laguerre-guassianos

2 i (\/ﬁr> i
e

im/[Ym|! \ wy

r2

N
ON}

i M =mAp - (61)

Yh  Ang =
TTWo
impondo a expansao em série de Fourier na coordenada azimutal da alteracao
do indice de refracao An, segue que
) ml+|m’| 2
Ee—y _ 2 1 \/§T —2r. o /
P=UAn P30 = e v M =m)a. (1) cos(k6
Y wm W |m/|!|m“ ( wo ) 0 kz::() k( ) ( )
——— ml+[m/| 2
2 1 2r _2, o0 )
<\/_ ) e "8 3 MmOy, (1) sin(k0),
wo k=0
(62)

(]

ON

+7Tw0 |m/|!|m|!

exp(+20)+exp(—10) esing — exp(+20)—exp(—10) temos que
2 ?

assim, dado que cosf = 5

1 1 V2r

TN =0
Ym A mwo \ [m/[!m|! \ wy

— [ml+{m
1 1 > 22 ,
+ \/_r e 3 Z ak(r)e—&-z(m —m—k)f
mwo \ [m/[!m|! \ wy =0
— ml+[m/| 2
1 1 V2r _2) 9
_ w b +o(m'—m+k)f
e\ ) ¢ e Z
B — ml+[m/| 2
1 1 > 22
+ \/_7“ e v Z bk(T) +1(m'—m 14;)9%
mwo \ [m/[!m|! \ w P
(63)
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utilizando a ortogonalidade das ondas planas na coordenada angular entre
—m a +m, tal qual descrito na Propriedade 3,

’

R im0
+T———g — 2 1 2r 7 o
/ ﬂw%_OAnwfn_/on - — / \/_ € w(z) Z ak-(/r)ém’—m—l—k’,o
. wo \ |[m/|!|m|! \ wy k=0
- ml+m| 2
2 L (Vo i &
+— ; e "o ak(r)(sm m—Fk,0
wo\ Tt g
— ml+m|
2 L (Ver R
_“ / e "0 > br(r)Sm—mikot
wo \ |[m/[Im]|!\ wo k=0
— m|+|m| 2
2 1 V2r —4 &
il v by (7)d
T\ Tl g ) B R

(64)

de modo que, integrando em rdr entre 0 e oo, reconhecendo a integral como
o produto interno e definindo a transformada integral

ml|m| 2

2 1 0 \/§T —2%

== ver 7
{f} " ]m’\!\mﬂ/o rdr ( ™ ) e “of(r), (65)

segue que
(0, Anyl "y = 30 T{an(r) — bw(r)}om mk + Z{ar(r) + br(r) }om m,
k=0
(66)
por fim, ao definir

7(m ) —I{ak )+ by (r

ml e (67)
\ ,|v|m‘|/ rdr ( o ) "0 (g (r) + 1bi(r))

WP=0 AP0y = kgo AN S e+ A St e (68)

tem-se que
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Teorema 4

Seja S(2)Wy(r,) = exp [—z?ftllfo(rl)(z)/?\} um operador de evolugao espacial,
entao

A0S (2) W (r 1) =12 (0:8(2) ) Wo(r.
—27\( p{ 7—22 D‘Ifo(ll)

x|~ (7)) exp [~R) /A Wle) (69

=[(07(2)) S(2)| Wo(x1)

= (074(=)) S(2) o (x 1),

A A

por fim, definindo ¥(r,,z) = S(2)Wo(r.) e H(z) = 0.7(2), segue de
imediato que, A
A,V (ry,z) =H(2)¥(r.,2). (70)

Teorema 5

Dado que por ser um problema do tipo Sturm-Liouville, as fungoes caracte-
risticas sao tais que,

= (b)) - at

além disso, por p(x), q(x) e w(z) serem reais, e por L ser hermitiano,

A

LY, = Uo(z) = Apw(z) U, (2), (71)

£, CZC ( (x);;) (@) T@) = A (@) (@), (72)
Dessa forma, segue de imediato que,
(A= 2) [ (@) U (2) Wy (2) = [ do [, (0 w) Ty = T (Aw) T,
= [ de [0,(£T,,) — T, (L0,)],
(73)

ademais, notando que

80) = W00 = [ (001 )

Voo =0 |2 (ple) )]
(74)

aplicando integragao por partes discorre que,

O =) | o) (W20~ 0w,

z€Il

w(z)dx V,,(x)¥,(x) =
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dado que nao foi imposto a priori o intervalo I, este pode ser qualquer,
assumindo entao que ele é tomado tal que, em decorréncia das condigoes de
contorno, [p(x) (\Ifn%Tm — Tm%qfn)} o1 S¢ anula, para A, # \,, verifica-se
que, para o produto interno definido como

(6,0) = | _ ww)de §(z)¢(x), (76)

zel
(U, ¥,,) = 0, ou seja, a familia de fungdes {V¥,,} é ortogonal.

Teorema 6

Dada uma funcao f(x), cuja expansao em série de Fourier em [a, b] é dada
por

oo 2m
flx) = > zp,e 'va""", (77)

n=—oo

utilizando a Propriedade 3, segue de imediato que

b - b ﬂ +00 .
/ dx e_lbz—amxf(:(:) :/ dz e~ 'oame > =
too b 2T 2T
= > zn/ dr e '-a"Te b=y (78)
oo
= Y (b—2a)z,0m, = (b—a)z,.
de modo que
L g eiEat() (79)
m = xe =),
T b—a)k

Teorema 7

Para a demonstracao do Teorema 7 apresentaremos a seguir algumas pro-
priedades adicionais das func¢oes de Bessel do primeiro tipo, as quais nao
demonstraremos apenas por nao compor o escopo do presente trabalho,
ademais a identidade de Jacobi-Anger.

Propriedade 6 (forma integral das fung¢oes de Bessel de primeiro
tipo).
1 =
Jn(z) = —/ dt cos(xsin(t) — nt). (80)
7 40

Propriedade 7 (paridade das fungées de Bessel do primeiro tipo).
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Jn(—z) = (=1)"J, (). (81)

Propriedade 8 (paridade no indice de fungées de Bessel do
primeiro tipo).

J_n(z) = (=1)"Jn(). (82)

Propriedade 9 (identidade de Jacobi-Anger).

%8 — J)(2) 423 "3 () cos(né). (83)

n=0

A fim de demonstrar primeiramente a identidade de Jacobi-Anger, tomemos
a expansao de "% em Série de Fourier , discorrendo do Teorema 6 que

ezzsinﬁ . —FZO:O 7 (Z)eznG COML. 7 (Z) 1 de —nf zzmn@ (84)
—n:_oo n ) y 4n 27T

note que, como e

= cos #+1sin 0, pela paridade das fungoes seno e cosseno
e utilizando a forma integral da funcao de Bessel, os coeficientes podem ser

descritos como
1 /m
Zn(2) = 7r/0 df cos(zsin® —nb) = J,(2), (85)

logo exp(rzsinf) = ¥ J,(2)e™?, assim, como sin(f + Z) = cos 6, utili-
zando as Propriedades de paridade no argumento da fungao de Bessel e no
seu indice, segue que,

+00

zzcos@ Z ] ( ) m(0+5) _ Z Zan(Z)BZHG

n=—oo n=—oo

=30(2) + 3 () ()M (R T ()

N

[]8

1

n
o0

1 "I (2) (e + eT) = Jo(2) + 2 2221 )" J,(2) cos(n).
(86)

hgE!

:Jo(Z) +

n

Assim, utilizando a definicao de funcao de Bessel modificada do primeiro
tipo I,,(2) = +7J,(22) e novamente a Propriedade de paridade no argumento
da funcao de Bessel na identidade de Jacobi-Anger, obtém-se que

e7¢050 _ Ty(2) + 2 i:;l L,(2) cos(né), (87)
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por fim, utilizando novamente a Propriedade de paridade no argumento da
funcao de Bessel,

cosh(z cosf) = (e+zcos0 _’_efzcose)

To(+2) + To(—2) + 2 go(lnw) +1y(=2)) cos(ne))

2I5(2) + 2 io: (14 (=1)")L.(2) cos(n&))

n=0

N — N = N~ DN~

2[p(2) + 2 i 205 mod 2,01 (2) cos(nQ))

n=0

=Ip(z) + 2 2:31 Lo (2) cos(2mb).
(88)
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