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Resumo

Neste trabalho, propomos um modelo nao linear com atraso para a dinamica de uma
infecgao viral e a resposta imunologica, nos baseando na literatura recente sobre o tema.
Buscamos ter uma ideia acerca da viruléncia da infeccao e de como agird o sistema
imunoldgico em virtude da nao instantaneidade da resposta do individuo infectado, levando
em conta o fator de evolucdo dos agentes infecciosos e o seu posterior tempo de percepcao.
Utilizando rotinas numéricas adaptadas para a resolucao do modelo, manteve-se o foco
em seus aspectos estruturais, com analise dos pontos de equilibrio, bifurcagoes e regime

dindmico cadtico.

Palavras Chave: Equagoes Diferenciais com Atraso, Resposta Imune, Modelagem Mate-

matica.



Abstract

In this work, we propose a delayed nonlinear model for the dynamics of a viral infection
and the immune response, based on the recent literature on the subject. We seek to have
an idea about the virulence of the infection and how the immune system will act due to the
non-instantaneous response of the infected individual, taking into account the evolution
factor of the infectious agents and their subsequent time of perception. Using numerical
routines adapted for the resolution of the model, the focus remained on its structural

aspects, with analysis of the equilibrium points, bifurcations and chaotic dynamic regime.

Keywords: Delay Differential Equations, Immune response, Mathematical modeling.
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1 Introducao

Neste capitulo, é apresentado um pouco sobre os conceitos biologicos envolvidos
no trabalho, bem como a motivacao necessaria para realiza-lo. A secao 1.1 Traz uma
introdugdo aos virus, bem como sua classificacdo, imagens e esquemas. Ja a secao 1.2 fala
acerca do sistema imunolégico, seu funcionamente e alguns de seus agentes. Por fim, a
secao 1.3 traz alguns dados epidemiolégicos relevantes sobre o quadro atual de contagio de

enfermidades no pais.

1.1 Virus

Virus sao pequenos agentes infecciosos, com seu tamanho medindo entre 20-300
nm, vistos portanto apenas com auxilio de um microscépio eletronico. Do ponto de
vista biologico, os virus sao até o momento seres mais simples em sua constituicao,
sendo acelulares e formados apenas por um envoltério protéico formado por uma ou
mais proteinas abrigando seu genoma na forma de acidos nucléicos (DNA ou RNA).
Frequentemente, sua armacao pode conter um “envelope” formado por uma bicamada
lipidica mais complexa. Nao sao considerados organismos vivos por nao possuirem organelas
(sdo compartimentos delimitados por membrana que tém papéis especificos a desempenhar
na funcao global de uma célula. As organelas trabalham de maneira integrada, cada uma
assumindo uma ou mais fungoes celulares) nem ribossomos (Trata-se de um complexo
macro-molecular que asseguram a sintese proteica através da informagao genética que lhes
chega do DNA transcrito na forma de RNA mensageiro), além de nao apresentar todo o

potencial bioquimico para gerar energia metabdlica. [1]

Os virus sao incapazes de crescer ou se dividir e, quando estao fora de algum meio
intranuclear, ficam totalmente inertes. Entretanto, detém a capacidade de infectar seres
vivos de todos os reinos, representando assim a maior diversidade biologica existente, maior

do que plantas, fungos, bactérias e animais juntos.

Uma vez que tenha infectado uma célula, o virus comeca a se reproduzir, e sua
capacidade de replicacao é impressionante. Um tnico virus pode, em poucas horas, gerar

milhares de virus novos prontos para encontrar novos hospedeiros.

Pouco se sabe sobre a origem dos virus. As principais hipoteses formuladas remetem
a Evolucao quimica de seres diferentes na sopa primordial que veio a dar origem aos
primeiros organismos unicelulares. Outra corrente afirma ser possivel que tenha havido
uma evolucao retrograda de antigos parasitas celulares existentes. Ainda, uma terceira

e tida como mais provavel linha de pensamento acredita na possibilidade de os virus
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serem parte da organizacao celular de seus proprios hospedeiros que desenvolveram uma

fun¢ao autonoma, dada a semelhanca do genoma viral e a sequéncia de genes celulares

que produzem proteinas funcionais.

1.1.1 Tipos de Virus

Os virus sao classificados em sua morfologia de acordo a forma geométrica de
seu capsideo (ou seja, seu envoltério formado por proteinas) e com a presenga ou nao

de um envelope lipidico. Abaixo, uma breve descricdo de cada um deles, com imagens e

esquematizacgoes:

e Virus Icosaédricos: Sendo um virus mais comuns, os virus icosaédricos sao os
menores conhecidos, com didmetro que varia entre 18-60 nm. Sao capazes de infectar

todos os grupos de seres vivos, com exce¢ao dos seres do grupo Archea.

p——18 - 60 n(m —

(b) Virus do Papiloma Humano
HPV

(a) Esquema de Virus Icosaédrico

Figura 1 — Virus Icosaédrico. Em (1a), a fita vermelha representa o material genético do virus. Em (1b) fotografia
microscopica do Virus do Papiloma Humano - Human Papiloma Virus - HPV.

Fonte - [2]

e Virus Icosaédricos Envelopados: Substancialmente maiores que seu antecessor,
os virus icosaédricos envelopados nao sao pouco comuns como virus de animais,
excetuando as familias Herpesviridae, Flaviviridae, Togaviridae. Em humanos, podem
vir a causar herpes, febre amarela, febre Mayaro, dengue e chikungunya. Nao sao

conhecidos virus de plantas que tenham essa forma.
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p————42-200MM —m—

; g
(a) Esquema de Virus Icosaédrico En- (b) Pseudorabies virus - PRV
velopado

Figura 2 — Virus Icosaédrico Envelopado. Em (2a), O esquema evidencia as camadas lipidicas que o envolvem,
enquando a fita vermelha representa o material genético do virus. Em (2b) fotografia microscépica do
Pseudorabie virus, causador da Doenga de Aujeszky em suinos

Fonte — [2]

e Virus Helicoidais: As particulas virais helicoidais sdo muito comuns entre os virus
que infectam plantas. Seu tamanho varia entre 40 e 2200 nm. Além das plantas,
costumam infectar bactérias e seres do grupo Archea. Os virus deste tipo podem ter
a forma de um bastao simples (comumente as menores) ou de um filamento sinuoso

(frequentemente as maiores).

E
[y
o
&
o
g
(a) Esquema de Virus Helicoidal (b) Virus da familia Virgaviridae

Figura 3 — Virus helicoidal. Em (3a), a fita vermelha representa o material genético do virus. Em (3b), fotografia
microscopica do virus causador do Mosaico do Tabaco, que destréi todas as folhas da planta.

Fonte — [2]

e Virus Helicoidais Envelopados: Os virus helicoidais envelopados podem se apre-
sentar nos formatos esférico, filamentoso ou no formato de “bala de revélver”. Quando
algumas familias desse virus infecta humanos, os podem causar enfermidades como

sarampo, gripe, raiva e ebola.tem entre 60 e 1950 nm.
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(a) Esquema de Virus Helicoidal En-

velopado.

60 - 1950 nM —8
?

Figura 4 — Virus Helicoidal Envelopado. Em (4a), O esquema evidencia as camadas lipidicas que o envolvem,
enquando a fita vermelha representa o material genético do virus. Em (4b) fotografia microscépica de
um virus da familia Rhabdoviridae , causador da estomatite vesicular

Fonte — [2]

e Virus Bacteriéfagos: Os Virus Bacteriéfagos sao os mais conhecidos entre os virus
de morfologia complexa. Também conhecidos como fagos, sao compostos por uma
“cabeca” (capsideo) que tem simetria isométrica ou alongada ligada a uma cauda
helicoidal, que pode ser longa e contratil. Na extremidade de sua cauda podem ser
encontradas algumas fibras proteicas que atuam como apoiadores, mediando o contato
entre o virus e a célula. O capsideo pode ter entre 50 - 110 nm de didmetro, enquanto
a cauda pode ter de 80 - 455 nm. Familias variantes desse virus nao apresentam a
cauda alongada, enquanto outros nao a tém contratil. Virus bacteriofagos infectam

exclusivamente bactérias e archea.
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— 17 - 570 AM —4— 50 - 110 nm —

(a) Fago. (b) Synechococcus Phage

Figura 5 — Virus Bacteriéfagos. Em (5a), Esquema representando o capsideo, cauda e fibras proteicas de apoio.
Em (5b) fotografia microscopica do Synechococcus Phage, familia Myoviridae

Fonte — [2]

Os virus podem ainda mudar seu cddigo genético em geral de maneira mais rapida
que os seres vivos, seja por meio de mutagoes ou de recombinacoes. As mutagoes podem
ocorrer espontaneamente devido ao processo de replicagao viral, ou podem ser induzidas
mediante a interacao do virus com elementos quimicos ou radiacao ao qual ele é sensivel.
As recombinacgoes, ou seja, interagoes entre dois genomas diferentes ocorrem em virus que
tem DNA como seu material genético, e podem ocorrer por meio da infecgdo de dois virus

diferentes do mesmo tipo.

1.2 Sistema Imunoldgico

O Sistema Imune ou Sistema Imunoldgico € um conjunto de células, tecidos e estru-
turas bioldgicas presentes em alguns seres vivos, notadamente nos vertebrados superiores.
Sua fungao fisiolégica é, principalmente, proteger o corpo de elementos infecciosos, sejam
estes elementos substancias ou microorganismos de qualquer natureza que sao alheios ao
corpo. Porém, além da funcao de defesa, também cabe ao sistema imunologico a funcao
de "limpeza"do corpo: retirada de células mortas, rejeicao a enxertos, renovacao de certas
estruturas e até mesmo atividade contra células do préprio corpo de alguma forma alterada

(por exemplo, por erros de mitose) sdo também agoes associadas a este sistema. [3], [4]

As células e estruturas do sistema imunolégico sao altamente organizadas, com
funcoes especificas que variam desde deteccao da presenca de um agente infeccioso até a

destruicao desse agente. A resposta coletiva coordenada do sistema imunoldgico a entrada
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de substancias estranhas é chamada Resposta Imunoldgica ou Resposta Imune. A resposta
imunologica, desde as interagoes molecular e celular até o contexto mais amplo de eventos
ocorridos depois da deteccao de um agente estranho no corpo é o campo de estudo da area

conhecida Imunologia.

Qualquer microorganismo ou substacia que provoque uma resposta imunolégica é
chamado imundgeno ou antigeno. Uma vez que o antigeno penetra o corpo, entra em ac¢ao
o chamado sistema imunoldgico inato (também denominado imunidade natural, nativa
ou inata): mecanismos de defesa celulares e bioquimicos que estdo em vigor desde antes
da infeccao e sao projetados para reagir rapidamente as infecgoes, de maneira semelhante
para infecc¢oes repetidas. Seus mecanismos sdo especificos para grupos de microorganismos

e podem nao distinguir entre pequenas diferengas nos antigenos.

Se contrapondo a imunidade inata, o sistema imunoldgico desenvolve respostas
imunes que sao causadas pela exposicao a um agentes infeccioso e se tornam mais eficazes
a cada exposicao subsequente a este agente. Por ser desenvolvida de maneira a se adaptar
a infeccdo, esta resposta é chamada de imunidade adaptativa, adquirida ou especifica. As
principais caracteristicas que definem a imunidade adaptativa sao a especificidade, ou seja,
a capacidade de reconhecer diferentes substancias; e a memdria, a habilidade de responder
mais vigorosamente as exposi¢oes repetidas de um mesmo antigeno. Os componentes
exclusivos do sistema imune adaptativo sao as células conhecidas como linfocitos e seus

produtos secretados, tais como anticorpos.[3] Os linfécitos sdo classificados em dois tipos:

e Os Linfécitos B sao as unicas células capazes de produzir anticorpos, que re-
conhecem os antigenos, neutralizam sua infectividade e se focam neles, ativando
mecanismos com o intuito de elimind-los (por exemplo, produz um conjunto de

anticorpos que efetua a fagocitose do microorganismo).

e Os Linfécitos T, que desenvolve defesas para antigenos intracelulares como virus e
bactérias que sobrevivem e se proliferam dentro dos fagocitos hospedeiros. Sua defesa
consiste na destruicao de antigenos nos fagocitos ou na morte de células infectadas,

eliminando reservatorios de infeccgao.

Um pl de sangue contém cerca de 2500 linfécitos; porém, apenas 2% dessas céclulas
residem no sangue. O restante se localiza distribuidos pelo corpo e concentrados em 6rgaos
do sistema imune, como o proprio sistema linfatico, bago, timo e a medula dssea. estima-se

que haja cerca de 10'? linfécitos em um ser humano adulto [5]
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1.3 Motivacao

Como dito anteriormente, virus podem causar doencas ao infectar seres humanos

e animais. Essas doencas, denominadas viroses se apresentam como um dos principais

males da humanidade; devida a sua rapida replicacao e facil contdgio, a viroses podem

se tornar epidemias ou pandemias rapidamente. Na figura 6, vemos dados dos Boletins

Epidemiolégicos do Ministério da Satide do Brasil referentes a epidemia da Sindrome da

Imunodeficiéncia Adquirida - AIDS, que ainda sem cura apresenta dados alarmantes em

relagdo ao Obito de seus hospedeiros.

Coef. de mortalidade (x100 mil hab.)

Coof. do mortalldade (x100 mil hab.)
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(b)

Figura 6 — Coeficiente de mortalidade padronizado de aids (/100 mil habitantes) segundo (7a) UF e capital de
residéncia e (7b) regido de residéncia entre 2006-2015.

Fonte — [6]

Outra enfermidade causada por virus é a ja conhecida febre chikungunya. Se

tornando evidente no pais durante os anos de 2015-2016, tem um alto poder de contagio,
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devido ao ambiente propicio pra a proliferacao de seu vetor, o mosquito conhecido como
Aedes aegypti. A figura 7 mostra os municipios com casos notificados e confirmados nos

pais durante as semanas 23-37 de 2016.

[] Municipio sem registro de caso
[[] casos netificados {(municipio com pelo menos 1 caso notificado)
- Casos confirmades (municiplo com pelo menos 1 caso confirmada)

I:I Municipio sem registro de caso
I:I Casos notificados (municipio com pelo menos 1 caso notificada)

- Casos confirmados (municipio com pelo menas 1 caso confirmada)
(b) Semana Epidemidlogica 37

Figura 7 — Casos notificados e confirmados de febre de chikungunya por municipio de notificagdo, até a Semana
Epidemiolégica: (6a) 23 e (6b) 37.

Fonte — [7], [8]

Portanto, se torna evidente o estudo de viroses e suas caracteristicas. Cientistas
ao redor do mundo todo dedicam seu tempo e seus esforcos na tentativa de descobrir
informagoes que poderiam ajudar a diminuir ou mesmo eliminar os riscos destes tipos de

infecgdes. Embora biologicamente se conhega massivamente as infecgoes e seus mecanismos,
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ainda ¢ insatisfatorio o conhecimento desse fenémeno sob a 6tica da Fisica. Muitos modelos
matematicos com o intuito de compreender a dindamica viral sao feitos com o auxilio de
Equagoes Diferenciais Ordinarias. Embora se possa encontrar em diversos casos, uma
aproximagcao com a realidade, O carater instantdneo das variagoes nao é capaz de simular
com perfeicao os fendmenos da natureza que, em sua totalidade, nao sao instantaneos.
Nesse contexto, cabe o destaque as Fquagoes Diferenciais com Retardo - EDRs, que

garantem a possibilidade de modelar a nao-instantaneidade de processos como este.

De acordo com a literatura, o primeiro uso das equacoes diferenciais com retardo
ocorreu em 1948, pelo eclogo G.E. Hutchinson [9]. Hutchinson percebeu que a ja conhecida
equacao de crescimento de populagoes atribuida ao matematico Pierre-Francois Verhulst,

também chamada de Fquacdo Logistica, dada por

dN (4! ! N(t/)
dt/:N(t):N(t)r<1—K> (1.1)

Nao serviria para modelar a manutencao de populacoes de organismos que estocam
quantidades adequadas de alimento para posterior consumo. Introduzindo no modelo de
crescimento logistico um tempo de retardo 7, representando a o tempo necessario para que

tal organismo observasse a falta de nutrientes necessarios, a equacao tornou-se

N'(#) = N(#)r (1 _ N“}(‘”) (1.2)

Que apresenta resultados bastante destoantes de (1.1), o que pode ser visto com
mais detalhes em [9]. Desde entao, equagoes diferenciais com retardo vém sendo utilizadas
em larga escala, abrangendo problemas que vao desde a area da Saude e Genética até
questoes na area da Economia e da prépria Fisica [10]. Maiores detalhes sobre as EDRs

serao vistos na secao 2.8, mais adiante.
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2 Embasamento Tebdrico

E objetivo deste capitulo explorar as teorias utilizadas na realizacio do trabalho.
Inicialmente falando sobre sistemas dinamicos, evidenciam-se conceitos importantes da
matematica bioldgica como espacos de fase, equilibrio, estabilidade, ciclos limite e bifurca-
¢oes, encerrando com a demonstragao dos métodos numéricos utilizados e consideragoes

acerca das equacoes diferenciais com retardo.

2.1 Sistemas Dinamicos

Um Sistema Dinamico, como indicado, é a denominacao dada a um conjunto de
equacgoes diferenciais, acopladas ou nao, que juntas se apresentam como uma regra fixa
para descrever a dindmica de um "ponto"(cujas coordenadas frequentemente representam

uma situagao fisica) em um espago geométrico como fungoes do tempo.

E mais conveniente escrevermos um sistema de equagoes diferenciais com n equagoes

(ou seja, n dimensodes) de maneira mais compacta como vetores n-dimensionais

—

7= f(x,t), (2.1)
onde as componentes desse vetor, &;,7 = 1,...,n, respresentam as variaveis do sistema,
enquanto f;(t,x1,...,x,),7 = 1,...,n representam as equagoes que o compoem.

Comumente, os sistemas dindmicos sao classificados de varios tipos, a depender de

suas caracteristicas:

e quanto a sua dependéncia da variavel temporal, sao considerados autonomos ou

nao-autonomos;
e quanto a sua variavel temporal, sao considerados discretos ou continuos;

e quanto ao seu tipo, sao considerados lineares ou nao-lineares;

Os sistemas chamados autonomos nao dependem do tempo explicitamente, e

nao-autonomo caso contrario. Por exemplo, o sistema de duas equagoes:

dx

== f z,

o (z,9) 2.9
dy .

— =y =g(z,y)

dt
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¢ um sistema auténomo a menos que as fungoes f e g sejam definidas como f = f(¢,z,y)
eg=g(tmzy).

Um sistema nao-autoénomo pode ser transformado em um auténomo por meio da
introdugao de uma nova variavel representando o tempo ¢ no sistema. Adicionalmente, um
sistema que conte com uma ou mais equacoes diferenciais de nivel mais alto que o primeiro
pode ser reduzido para um sistema com equagoes diferenciais de primeira ordem bastando
para isso que se introduza novas variaveis representando derivadas. Exemplificando esses
procedimentos, tomemos como alvo a equacao de movimento de um oscilador harmonico

amortecido e forcado abaixo:

i+ i+ wir = Fy/m cos(wt), (2.3)
onde v, wq, Fy,m,w sdo constantes do movimento. Se fizermos z = t,2 = 1,y = &,
transformamos (2.3) em:

T =y,
y = f(‘ra Y, Z) = (Fﬂ/m) COS(WZ) - 7Y — WSI, (24)
=1,

que se constituti agora em um sistema auténomo com 3 equagoes diferenciais ordinarias

de primeira ordem acopladas.

Sistemas chamados discretos sao aqueles cujas equacoes relacionam um valor de
uma variavel temporal ¢ discreta a outra x € R. Algumas vezes, sdo também conhecidas

como Equagoes de Diferencas Finitas [5]

Por exemplo, o sistema

z(t+2) —x(t) =0,
2.
ot — 1)+ 2(t) + ;x(t +1) =0, (25)

representa um sistema dinamico discreto.

Os sistemas sao ditos lineares ou nao-lineares a depender de seu comportamento
temporal. Quando um sistema é nao-linear, suas equacoes de evolugcao temporal sao nao
lineares, ou seja, quando suas varidveis dinamicas consideradas (por exemplo: velocidade,
pressao, posi¢ao, aceleragdo, etc...) sao apresentadas de maneira ndo-linear nas equagoes.
Se destacarmos como exemplo a Segunda Lei de Newton para um corpo sujeito a uma
forga elastica em um movimento unidimensional,

d*x k

- 2.
dt? m (2:6)
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vemos que essa equagao é linear em x e em sua segunda derivada (aceleragdo). Se por
outro lado, tivermos uma forca que atua de forma que seu médulo é proporcional a z?
com constante de proporcionalidade b,
2
d“r b o
2 - ? ( . )

dt m

a equacao deixa de ser linear, uma vez que a posicao x do corpo aparece ao quadrado.

Podemos pensar ainda no conceito de linearidade utilizando o conceito de estimulos.
Suponha-se que uma fungao h(z,t) da a resposta do sistema para um estimulo particular
denominado S(t). Se causarmos um segundo estimulo de valor 25(¢), um sistema linear
obterd a resposta 2h(x,t); um sistema nao-linear obtera por sua vez uma resposta maior

ou menor que esta.

2.2 Espaco de Estados ou Espaco de Fase

Outra definicdo comumente associada aos sistemas dinamicos é a de FEspaco de
Estados ou Espaco de Fase. O Espaco de de Fase de um determinado sistema é o espago
geométrico abstrato no qual cada ponto representa uma descricao completa das variaveis

por ele observadas.

Um espago de fase nem sempre tem o mesmo nimero de graus de liberdade que o
sistema dindmico a ele associado. Como exemplo, tomemos novamente o estudo do corpo
sujeito a uma forga eldstica unidimensional conforme descrito na equagao (2.8), onde m
respresenta a sua massa e k a constante elastica da mola. Da Segunda Lei de Newton,

obtemos como anteriormente:

d*x

A dindmica desse sistema pode ser totalmente descrita por meio de sua posicao em
relacdo ao tempo z(t) e de sua derivada, a velocidade @(t). Dadas as condigoes iniciais

t=0,2(t =0) =x0,2(t =0) = &, a solucdo para (2.8) é:

x(t) = xg coswt + 0 senwt (2.9)
w

ara w = /= sendo a frequéncia angular do movimento. A velocidade por sua vez seré:
m

&(t) = —wzgsenwt + i cos wt (2.10)
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Figura 8 — Retrato de Fase das equagdes (2.9) e (2.10). Quanto maior a elipse, maior serd a energia mecanica do

sistema massa-mola.

Fonte — [11]

P

Agora, se representarmos z(t) versus @(¢) num plano cartesiano, podemos em cada

ponto representar um estado completamente do sistema corpo-mola.

Pelo fato do movimento ser periddico, os pontos no espaco de fase tendem a se
fechar em estruturas chamadas ciclos. Qualquer ponto inicial que nao esteja no ciclo fara
parte de outra trajetoria. Uma figura como 8, que mostra varias trajetorias diferentes no
espaco de fase para as diferentes condigoes iniciais é conhecida como o retrato de fase do

sistema. Portanto, a figura 8 é o retrato de fase de (2.8).

2.3 Pontos de Equilibrio e Estabilidade

Aparecendo como outro elemento importante para o estudo de um sistema dinamico,
os Pontos de Fquilibrio, também chamados de Pontos Fixos ou Pontos FEstaciondrios, sao
definidos como sendo os pontos nos quais o sistema permanece estacionario a medida em
que o tempo evolui, ou seja, o ponto onde a solugao nao varia com o tempo. Definindo

matematicamente, se ©* = (z7,...,z}) for um ponto de equilibrio do sistema a?(t) =

—

T
f(t,xy, ..., x,), entdo r*

é um ponto tal que:

Ft,7)=0 (2.11)

Caso o ponto em estudo nao seja um ponto de equilibrio, ele é chamado de ponto

ordindrio ou ponto regular do sistema.
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O conceito de estabilidade é geralmente atribuido ao matematico russo Aleksandr
Mikhailovich Lyapunov [12]. Embora o conceito de estabilidade seja amplo, ao se tratar
de sistemas dindmicos, apenas alguns significados sdo atribuidos a este conceito, e sempre
associado aos pontos de equilibrio do sistema. Assim, se £* for um ponto de equilibrio do

sistema em estudo, pode-se dizer acerca de sua estabilidade:

1. * é dito ser assintoticamente estdvel se a resposta do sistema a uma pequena
perturbacao aproxima-se dele a medida em que t — oo, ou seja, Z(t) — Z* para um
valor de 7 préximo de *. Pontos assintoticamente estaveis sao também chamados

de atratores ou sorvedouros (’sinks’);

2. x* é dito ser estdvel (também chamada estabilidade neutra ou estabilidade de Lya-
punov se a resposta do sistema a uma pequena perturbacao permanece pequena

quando t — oc;

3. x* é dito ser instdvel se a resposta do sistema cresce quando ¢ — oco. Dizemos nesse

caso que I* é um repulsor ou uma fonte (’source’);

Um ponto de equilibrio que é assintoticamente estavel é também estavel, mas o

inverso nao necessariamente precisa ocorrer[12]. Por exemplo, o sistema

i(t) = Az (2.12)

er é a solucdo de (2.12). z* serd

tem como ponto de equilibrio o ponto z* = 0. z(t) =
assintoticamente estavel se A < 0, estavel se A\ # 0 e instavel se A > 0. Mais detalhes de
como o ponto fixo se relaciona com o valor de A podem ser econtradas nas segoes 2.3.1 -

2.3.3, mais adiante.

Finalmente, é também comum o conceito de estabilidade estrutural de um sistema.
Vale salientar que este conceito ndo deve ser confundido com o de estabilidade (de
Lyapunov) e nem com estabilidade assintética. Nestas, a estabilidade é observada por
meio da perturbacao das condigoes iniciais; no caso da estabilidade estrutural, interessa a
robustez do retrato de fase do sistema sob uma perturbacao do campo vetorial completo,

realizada através da perturbagao da equacao diferencial.

2.3.1 Estabilidade Linear

Consideremos inicialmente um sistema formado por duas equagoes a seguir:

i =az+by = f(z,y) (2.13)

y=cx+dy=g(z,y)
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para a, b, ¢, d constantes. E facil ver que a coordenada (z*,y*) = (0,0) apresenta um ponto
de equilibrio para este sistema. Supondo que exista uma outra coordenada (z*,y*) =

(20, Y0), podemos imaginar uma soluc¢ao genérica do tipo

z(t) = eMxg

N (2.14)
y(t) = e yo
podemos obter por substitui¢ao direta de (2.14) em (2.13) o resultado:
0=(a—AN)zo+b
( )zo + byo (2.15)

0=cxo+ (d— Ny

Ou seja, para que no sistema (2.13) (x,yo) seja um ponto de equilibrio nao trivial, é

necessario que:

(a—\) b

RN 0 (2.16)

Podemos generalizar estes resultados para um sistema n-dimensional de equagoes
diferenciais ao utilizar a notagdo vetorial para representar o conjunto de equagoes. Para o

sistema (2.13), temos, por exemplo:

(2.17)

Os coeficientes podem ser escritos como termos da chamada Matriz Jacobiana J

do sistema (2.13):
THEE "

oxr Oy

Portanto, podemos reescrever (2.13) agora como:

Z(t) = JZ(t)

e se pensarmos na solugao (2.14) também como um vetor, teremos:

Z(t) = My (2.19)
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onde &y = (2o, o). E facil notar que, também por substituicdo direta, obtém-se:

(J = AL)@ =0 (2.20)

com 1 repesentando a matriz identidade na dimensao determinada pelo sistema em estudo.

A e Ty se tornam, respectivamente, os autovalores e autovetores de J. Fazendo:

det(J — A1) =0 (2.21)

encontramos uma generalizacao n-dimensional de (2.16). Retornando ao caso bidimensional,

se desenvolvermos (2.16) chegamos a

(a—XN)(d—=X) —bc=0 (2.22)

que contém 2 raizes , denotadas por \; e \o; essas raizes determinarao a estabilidade do
ponto P* = (0,0).

No caso geral, n-dimensional, os autovalores \; podem ser reais ou complexos. Seja
entdao A = Re(\) + Im(\), em que Re(\) representa a parte real e Im(\) representa a

parte imaginaria do autovalor. De (2.19), vem:

Z(t) = efleMteImNtz, (2.23)

Im(X)

O termo e * atua como uma funcao limitada, que ird oscilar continuamente em

torno de um valor fixo. Portanto, a andlise da estabilidade do sistema depende unicamente

Re(Mt tenderd ao infinito conforme ¢t — oo,

do valor real de A: se Re(\) > 0, entdo o termo e
ou seja, as trajetorias de Z(t) deixardo a vizinhanca de P* com t — oco. Inversamente, se
Re(\) < 0 entdo Z(t) — 0 conforme ¢t — oo, ou seja, as trajetorias de Z(t) se aproximarao

cada vez mais de P*; nesse caso, dizemos que o ponto de equilibrio é estavel.

As diferentes combinagoes dos autovalores que podem ser reais, imaginarios, imagi-
narios puros, todos com parte real positiva etc... vao determinar nao apenas a estabilidade
do ponto de equilibrio estudado, mas também a forma das trajetérias em sua vizinhanca.
Isso nos permite classifica-los de acordo como se apresentam. Se Re()\;) # 0V 4, o equilibrio
recebe o nome de hiperbolico ou nao-degenerado, e podemos utilizar de fato os autovalores

da matriz Jacobiana:

a) Re(\;) <0 Vi implica estabilid.ade assintética,;
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b) Re(A;) > 0 para um ou mais valores de 7 implica em instabilidade.

Este tipo de estabilidade é chamada estabilidade condicional ou estabilidade linear.

Caso Re(A) = 0, o equilibrio é dito ser nao-hiperbdlico, eliptico ou degenerado. Se o
sistema de equagoes ¢ linear, Re(\) = 0 significa que as trajetorias de Z(t) para t — oo nao
se afastam nem se aproximam nem tendem a (z*,y*), permanecendo em sua vizinhanga.

O ponto entao é estavel (embora nao assintoticamente estével) e é chamado centro.

2.3.2 Classificacdao dos Pontos de Equilibrio

Dadas as diversas combinagoes entre autovalores, é natural que seu niimero aumente
vertiginosamente com o aumento da dimensao do sistema. Por exemplo, se n = 3, existem

cerca de 10 combinacoes possiveis entre os autovalores Aj,Aa,As3.

Tratando de sistemas bidimensionais, os casos podem ser quatro:

1. A1 e A distintos, Aj2 € R, Ay - Ay > 0;

Nesse caso, A\; o2 apresentam o mesmo sinal, e o ponto fixo P* ¢ chamado de no
ou ponto nodal. A estabilidade vem a ser determinada pelo sinal de A;3; Sendo
positivos, o ponto de equilibrio é instavel; sendo negativo, o ponto de equilibrio
é assintoticamente estavel. A direcao pela qual as trajetdrias se aproximam ou se

afastam do ponto de equilibrio é dada pelos autovetores de J.

2. /\1’2 € R, )\1 = )\2 7é 0,
Nesse caso, o ponto fixo também é classificado como um nd, o né improprio. as
trajetorias se aproximam do né por apenas uma dire¢ao, sendo tangentes e paralelas
a esta. A depender do sinal, é também considerado estavel ou instavel.

3. /\1,2 S R, A A < 0;
Quando os autovalores de J tem sinais distintos, o ponto de equilibrio é chamado de
ponto de sela hiperbolico. As trajetérias do sistema se aproximam do ponto de sela
por um lado e se afastam por outro. Dadas as condig¢oes de estabilidade linear, o
ponto de sela é sempre considerado instdvel.

4. A1 e A2 complexos conjugados, Re(\) # 0;

Temos aqui o caso em que
/\1,2:Oéii5> 67&0

Nesses casos, o ponto de equilibrio é denominado foco, e a sua estabilidade vai

depender de a: se a > 0, entdo o foco é chamado foco instdavel, e as trajetérias
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afastam-se dele descrevendo uma espiral divergente. Contrariamente, se a < 0, o foco
¢ denominado foco estdvel, e as trajetorias aproximam-se dele descrevendo espirais

convergentes.
Como ja colocado anteriormente, se o« = 0, os autovalores sao puramente imagi-

narios, eventualmente sendo complexos conjugados. Nesses casos, o ponto de equilibrio é

chamado de centro e é classificado como estavel, mas nao como assintéticamente estavel.

2.3.3 Linearizacao e Estabilidade Nao-Linear

Consideremos agora o sistema nao-linear bidimensional dado por:

(2.24)

para o qual conhecemos um ponto de equilibrio P* = (z*, y*) Se expandirmos este sistema

em torno de P*, teremos a expressao:

of (x*,y*)

, oo, OF( Y . .
&= flz,y) = fla"y") + (a >(w—x)+ (y—y") + 0
x oy
dg(z*,y") dg(z*,y") (2:25)
- : _ *7 * + ) Lk ) ¥ 4 02
g =g(x,y) =g y") e Gl s oy (v—y")
podemos ainda definir = (z — 2*),5 = (y — y*) e fazer a substituicao f(z*, y*) =
g(z*,y*) = 0. Reescrevemos (2.25) como:
& = aF + by,
(2.26)
= ci + di.
Desprezando os termos de ordem superior O?, e fazendo as derivadas do sistema no ponto
P* Comow:a w:b %:ce%:d A matriz
'z ’ y ’ T y :

J= [Z Z] (2.27)

é a matriz Jacobiana do sistema calculado em seu ponto de equilibrio. As fungoes Z(t)
e §(t) se referem as distancias entre os pontos da trajetoria e o ponto de equilibrio (em

primeira ordem) a cada instante t:



Capitulo 2. Embasamento Tedrico 29

(2.28)

Essa aproximacao, valida para pontos préximos de P* nos mostra o comportamento
local do sistema, nos mostra como o sistema evolui quando as condigoes iniciais se desviam
ligeiramente do ponto de equilibrio. Todo o processo realizado até se chegar em (2.28) é
conhecido como Linearizacao, e se constitui como o método mais geral e mais importante

para o estudo de sistemas nao-lineares.

Com isso, o estudo da estabilidade de um ponto de equilibrio se reduz ao estudo
de um sistema linearizado. O teorema de Hartman-Grobman, enunciado abaixo , nos
garante que a estabilidade hiperbodlica dos pontos de equilibrio nao ¢é alterada por meio da

linearizacao.
Teorema de Hartman-Grobman. Seja a equagio diferencial

i = f(x) (2.29)

z € R", 2(0) = x¢ com ponto fizo x*, ou seja,f(z*) = 0. Linearizando em torno de

x* tem-se

(=Df(a")¢, CeR" (2.31)

com

_0fi
N al'j

Df

(matriz Jacobiana) e v = z* + (,|¢] << 1.

Se Df(x*) nao tem autovalores nulos ou puramente imagindrios, entdo existe
um homeomorfismo h definido em alguma vizinhanca U de x* em R™ que localmente
toma orbitas do fluro ndo linear ¢, de (2.29) e as leva ao fluzo linear eP7@") de (2.31).
O homeomorfismo preserva as orbitas e pode também ser escolhido para preservar a

parametrizacao no tempo.

Casos que apresentam equilibrio eliptico, porém, permanecem sendo inconclusivos
para a analise segundo o teorema 2.3.3 e devem ser tratados utilizando a Teoria da
Variedade Central.
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Enfatiza-se o carater da localidade da analise da estabilidade obtida por meio do
processo de linearizacao: Sao solugoes aproximadas, vdlidas apenas a pequenas distancias

em torno do ponto de equilibrio.

De maneira geral, o diagrama de fases completo de um sistema nao-linear é formado
por varios pontos de equilibrio com linhas de fluxo que unem os diversos diagramas locais.
Dessa maneira, é conveniente o conhecimento do conceito de bacia de atracao: O conjunto
de todas as condigoes iniciais que levam a uma dinamica que é atraida por um ponto de
equilibrio estdvel. E ainda possivel que a variacdo de pardmetros conduza de uma bacia de
atracao para outra. A teoria da estabilidade linear, juntamente com os diagramas de fases

nos dao informacoes sobre as fronteiras dessas bacias de atracao.

2.4 Ciclos Limite

Além de pontos atratores e repulsores, sistemas autonomos podem exibir curvas
fechadas que atraem ou repelem solugoes proximas a elas no plano. Tais curvas recebem o
nome de ciclos limite, e sao caracterizados como solugoes peridédicas, muito presentes em
sistemas neurais, circuitos elétricos, vibragoes de cordas de violino e oscilagoes forcadas

nao lineares, por exemplo. [12]

Para se obter um ciclo limite estavel, ¢ necessario que a origem seja instavel.
Consequentemente, trajetérias que tenham pequenas amplitudes se movem para fora,
conforme o tempo passa. Da mesma forma, trajetorias de grande amplitude tendem a se
mover para dentro, tendendo a se encontrar em uma curva comum também com o passar

do tempo.

Em planos, critérios foram criados para verificar a existéncia de ciclos limite. Destes
critérios, os dois mais conhecidos sao devidos aos matematicos Poincaré e Bendixson: o

Teorema de Poincaré-Bendixzson e o Critério de Bendixson, enunciados a seguir:

Teorema de Poincaré-Bendixson. Seja D um dominio finito que nao contém pontos

estaciondrios e do qual as trajetorias nao partem. Entao, D contém um ciclo limite.

Critério de Bendixson. Dado o sistema de equacoes diferenciais ordindrias © =
f(x,y), v = g(x,y), se a expressio Of/Of 4+ 0g/dy nao é identicamente nula e nao
muda de sinal em um dominio D, entdo a equacdo diferenciais nao apresenta orbitas

fechadas em D.

2.5 Bifurcacoes

Define-se como Teoria das Bifurcagoes o estudo e tratamento sistematico das

mudangas repentinas que ocorrem em sistemas dinamicos nao lineares. E intuito da teoria



Capitulo 2. Embasamento Tedrico 31

das bifurcacoes classificar essas mudancas no comportamento qualitativo dos sistemas
dindmicos. Sua aplicacao esta dividida em duas partes: a primeira trata das Bifurcagoes
Locais, definidas como as bifurcagoes que causam o aparecimento, desaparecimento ou
mudanca de estabilidade de um ponto fixo ou ciclo limite em um sistema, afetando apenas
as Orbitas em sua vizinhanca pelas suas modificagoes, e é o tipo de bifurcacdo que mais nos
interessa nesta se¢ao; a segunda trata das Bifurcacoes Globais, que envolvem mudancas
nas bacias de atragao, consideracoes sobre as orbitas do sistema e mudancas de estrutura

que abrangem parte considerdvel do seu espaco de fase. !.

Como visto na se¢ao anterior, é possivel que os pontos de equilibrio sejam depen-
dentes de algum parametro especifico relacionado ao sistema ou a situagao fisica observada.
Por exemplo, em experimentos termodinamicos é comum manter a temperatura com algo
externo ao sistema, a ser regulada pelo experimentador. Parametros com essa caracteristica
sao chamados parametros de controle. Conforme o valor desse parametro de controle é
mudado, também se muda a natureza das raizes da equagao caracteristica associada ao

ponto de equilibrio e por isso, o tipo do préprio ponto fixo é alterado.

Nas bifurcagoes locais, as mudancas de estabilidade sao sinalizadas pela mudanca
da parte real de um (ou mais) expoentes caracteristicos associados ao ponto fixo: com a
mudanca de algum pardmetro (ou pardmetros) do sistema, a parte real torna-se zero. Por
exemplo, se a mudanga de um parametro leva o expoente de negativo a positivo, observa-se
a mudanga do ponto fixo associado de estével (atraindo solugdes em sua proximidade)

para instavel (repelindo as solugoes que dele se aproximam.

Tradicionalmente, para se estudar e classificar as bifurcacgoes, reduz se o sistema
dindmico a uma maneira padrao, conhecida como forma normal: se u é o pardametro de
controle de um sistema, modifica-se o sistema de maneira que a bifurcacao ocorra quando
1 chegue a ao valor zero e o ponto fixo, localizado agora em = = 0 tem a parte real de seu
expoente caracteristico nula. Em algumas situacoes, o sistema pode ser reduzido a sua
forma normal por meio de transformagoes de coordenadas e de parametros; entretanto,

nao hé perda de generalidade ao se utilizar as formas normais [11].

Varios tipos de bifurcagdo podem ocorrer ao lidar com a variagdo de parametros do

sistema. Abaixo, as mais frequentes sdo destacadas com exemplos simples de ocorréncia:

2.5.1 Bifurcagdo Tangente (Sela-N6 ou de Dobra)

Consideremos o sistema

i=p—a? = f,(), (2.33)

Informacoes sobre bifurcagoes globais e assuntos relacionados, como érbitas homoclinicas e heteroclinicas,
intermiténcias e crises podem ser vistas em [11].

1
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Figura 9 — Diagrama de bifurcagao de (2.33), mostrando uma bifurcacio tangente

Fonte — Autor.

onde p é o parametro de controle. O estudo da estabilidade se reduz a checar o sinal de

df,/dz nos pontos de equilibrio.

De imediato, vé-se que #,/Jz sdo os pontos de equilibrio de (2.33). A condigao de
estabilidade é que [df,,/dx]cquitibrio < 0. Uma vez que

df,

e - _9

[ dr ]—l—\/ﬁ Vi
o ponto de equilibrio \/u ¢ um no estavel; inversamente, o ponto —,/u € instavel, um
ponto de sela hiperbdlico. A bifurcagao associada é denominada Bifurcagcdo Sela-né, de
Dobra ou Tangente. A importancia das bifurcagoes tangentes reside no fato de que todas
as bifurcagoes de familias uniparamétricas com autovalor zero podem ser perturbadas por

meio de uma bifurcacao desse tipo [12]. A figura 9 ilustra o diagrama de bifurcagoes de

(2.33).

2.5.2 Bifurcacdo Transcritica

Consideremos agora o sistema

i = px — 2% = f,(v). (2.34)

Os pontos de equilibrio agora sdo & = 0 e & = u. A condigao de estabilidade passa

a ser
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Figura 10 — Diagrama de bifurcagio de (2.34), mostrando uma bifurcagdo transcritica.

Fonte — Autor.

df,

=y —2
dx a o

Portanto, [df,/dz],—0 = p é estével se u < 0, e instavel caso contrario; por outro
lado, [df,/dx],=, = —p é instével caso p < 0, e estavel caso 1 > 0. Portanto, existe uma
troca de estabilidade dos pontos de equilibrio quando p = 0. Esse tipo de bifurcagao é

chamada bifurcacdao transcritica, e estd representada na figura 10.

2.5.3 Bifurcacao de Forquilha (Pitchfork, Cusp)

A bifurcacao de forquilha ocorre de duas maneiras:

a) Bifurcacao de Forquilha Supercritica: Vejamos, por exemplo, o sistema

i = px —2° = f,(z) (2.35)

O ponto de bifurcagdo ocorre em (z, ) = (0,0). o sistema tem trés pontos de
equilibrio: z = 0 e x = £,/1 (para p > 0). Se derivarmos (2.35), temos df,,/dx =
i — 3% como condicao de estabilidade. Analisando os pontos de equilibrio, vemos
que [df,/dx],—0 = p seréd estavel para u = 0 e instavel para g > 0; inversamente,
[df/dx]e—x ;s = =24 que serd estdvel se 1 > 0 e instével se 4 < 0. Como os ramos
no grafico que representam a estabilidade dos pontos de equilibrio lembram o formato
de uma forquilha, essa bifurcagdo recebe a denominacao de Bifurcagdo de Forquilha

Supercritica
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b) Bifurcagdo de Forquilha Subcritica: Considerando agora o sistema abaixo, se-

melhante ao item a)

i = px+2° = f,(z) (2.36)

temos os pontos de equilibrios dados por x = 0 e x = £,/—u (para g < 0). Sua

derivada, por sua vez, é dada por df,/dz = p + 32%, e segue imediatamente que

[df,./dx] =0 = p serd estavel para p = 0 e instavel para p > 0. Agora, ao contrario de

a), temos que [df,/dx],=+ z = —2p > 0 para p < 0, gerando instabilidade. Portanto,

existe perda da estabilidade em (x, ;) = (0,0). Dada a situagao inversa em relacao a

bifurcagao de forquilha supercritica, este tipo de bifurcacao ¢ chamada Bifurcacdo

de Forquilha Subcritica.

Bifurcacoes de forquilha ocorrem em sistemas que apresentam simetrias de algum

tipo. E exatamente essa simetria que relaciona o novo par de pontos de equilibrio que

aparece a partir do ponto de bifurcacao. Os ramos presentes nesse tipo de bifurcagdo podem

ser instaveis. Nessas condigoes, os termos "supercritico'e "subcritico nao sao definidos.

Interessante notar que a troca y — —pu resulta na inversao das bifurcagoes apresentadas.

3 ; ; ; ‘

T
[ —~ Instavel

Y 1”2 — Estivel
r el M

x=0

3 | . | . | . |

-4 -2 0 2

(a) Forquilha Subcritica

T I T i T I T I T I
— Estavel 1
— - Instavel u

12

(b) Forquilha Supercritica

Figura 11 — Diagrama de bifurcagdo mostrando a bifurcacdo forquilha (11a) subcritica e (11b) supercritica.

2.5.4 Bifucacao de Hopf

Analisemos o sistema de equagdes bidimensional

T =—2o+z1(pn—x

. 2
To = w1 + To(p — ]

2
_:L‘2

Fonte — Autor.

—a3) = fu(z1,22)

) = gu(xh 1132)

(2.37)
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O tnico ponto de equilibrio para todos os valores de p é x1 = x5 = 0. A matriz

Jacobiana no ponto de equilibrio vale

Ofu  Ofu 1

_ | oz ox _ Ho=

J= [ag; agj] = [ ] (2.38)
ox1 Oxo

Seus autovalores sao p =+ i, sendo entao o ponto de equilibrio estavel para y < 0 e

instavel para p > 0. Logo, podemos concluir que existe perda de estabilidade em p = 0,

mas nao existe mudanca de estabilidade nesse ponto.

Se considerarmos p > 0, é possivel constatar no sistema (2.37) a existéncia de
um ciclo limite. Utilizando as coordenadas polares (r,#), de forma que z; = rcosé e

x9 = rsenf | podemos reescrever (2.37) como:

icosf — rfsen® = —rsen 6 + rcos Oy — 1?)
. (2.39)
7sen® +rfcosf = rcosf +rsenf(pu —r?)

Multiplicando a primeira equacao por cosf e a segunda por sen ) e somando uma a outra,

obtemos?

(2.40)

Portanto, é possivel concluir que existe uma orbita periédica para p > 0. Além

disso, essa oOrbita ¢ estavel, uma vez que 7 > 0 para r < /u e 7 <0 para r > |/u.

Resumindo, em g = 0 houve uma mudanca de estabilidade; passou-se de um
equilibrio estdvel para um ciclo limite estdvel, onde o ciclo limite estavel envolve um
equilibrio instdvel em p = 0. Uma bifurcacao que leva a mudanca de um esquilibrio estavel
para uma oscilagao periddica é comumente conhecida como Bifurcagdo de Hopf. Deve se
salientar aqui uma caracteristica desse tipo de bifurcacoes: a matriz Jacobiana calculada

no ponto das bifurcacoes apresenta um par de autovalores puramente imagindrios.

A diferenca entre essa bifurcacdo e todas as outras anteriores é que, como visto
anteriormente, todas as outras apresentavam ramos de equilibrio, frente & mudanca de
um equilibrio para um ciclo limite estavel com érbitas periédicas desta. Logo, essa é uma

bifurcacao que liga um equilibrio ao movimento periédico.

Por fim, a bifurcacao de Hopf pode se apresentar numa forma subcritica, semelhan-
temente a bifurcacao de forquilha. Nesse caso, assim como a a bifurcagao subcritica, existe

perda de estabilidade no ponto da bifurcagao.

2 Pode ajudar também que r = \/2? + 22 e tgf = Lt

Z2
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X1
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<T
=
b
<

Xy
X3

(a) Hopf Supercritica (b) Hopf Subcritica
Figura 12 — Diagramas de bifurcagdo mostrando a bifurcacdo de Hopf (12a) supercritica e (12b) subcritica.

Fonte - [13]

2.6 Caos

Alguns sistemas nao-lineares tridimensionais podem apresentar mudangas drasticas
em seu comportamento subitamente, dando origem ao comportamento comumente chamado

de Caos.

A denominagao “caos” e o adjetivo “cadtico” se referem a sistemas quando o seu
comportamento torna-se aperiddico (ou seja, nao repetitivo) e aparentemente randémico,
aleatorio. Apenas aparentemente. Na realidade, a compreensao desta aleatoriedade se faz
possivel, a principio, pelo préprio entendimento das equagoes do sistema. De maneira
geral, precisamos de ao menos trés ingredientes para descrevermos o comportamento de

um siztema dinamico:

1. As equagoes de evolucao temporal;
2. Os valores dos parametros que descrevem o sistema;

3. As condigoOes iniciais;

De maneira geral, o sistema é dito deterministico quando o conhecimento dos trés
itens acima nos permite determinar completamente o o comportamento subsequente deste
sistema. Um grande problema ao se estudar regimes caoéticos reside no fato de determinar

o que é aparentemente cadtico e aleatério no funcionamento dos sistemas.

Estudiosos do tema conseguiram descobrir ao longo do tempo que, embora o
comportamento cadtico ocorresse em diversos ramos que utilizavam sistemas dinamicos,
as Rotas Para o Caos, isto ¢, a maneira que os sistemas apresentam sua mudanca para

um regime cadtico podem ser classificadas em uns poucos tipos possiveis, denominados:
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Dobra de Periodo;

Quasiperiodicidade;

Intermiténcias e Crises;

Transientes Cadticos e Orbitas Homoclinicas

Cada uma destas rotas apresenta um abrangente quantidade de caracteristicas e
representa um tema de estudo por si s6; a referéncia [11] explica mais detalhadamente
cada uma delas. Relacionadas com as bifurcacoes, a titulo de exemplo a dobra de periodo
da origem a bifurcacao tangente, ja referida anteriormente, e tem sua origem relacionada
com a presenca de ciclos limite na dindmica do sistema. Com a variagdo do parametro de
controle, o ciclo limite pode se tornar instavel, e se pode se observar o origem de um novo
ciclo limite com o dobro do periodo do ciclo limite original. Esse processo pode ser feito
repetidamente variando o parametro de controle, gerando varios ciclos lime cujo periodo é
o dobro do anterior. No diagrama de bifurcagoes,é possivel observar a criagao de varios
maximos e minimos periddicos conforme o parametro de controle varia, causando o regime

cadtico.

O matematico Lyapunov foi capaz de oferecer uma definicdo matematica precisa
para o Caos, observando as trajetérias das componentes do sistema no espaco de fase.
Observou que, como caracteristica para regimes cadticos as trajetérias do sistema que
estao proximas divergem entre si para pequenos intervalos de tempo em um espaco de fase
limitado. Sendo d(t) a distancia entre os pontos das trajetérias no instante ¢,e sendo a

distancia dy entre elas em ¢t = 0, se elas obedecem a lei

d(t) = doe™ (2.41)

com A > 0 para qualquer A, entdo o comportamento é cadtico.

Por fim, a figura 7?7 mostra o diagrama de bifurcagoes para um mapa discreto
conhecido, o Mapa Logistico. Seu diagrama de bifucagoes evidencia a multiplicacao de

periodos com o aumento do pardmetro de controle 7.2,

2.7 Métodos Numéricos

Frequentemente, sistemas dindmicos apresentam uma complexidade que nao per-
mite resolvé-los analiticamente. Dessa maneira, torna-se necessario o uso de processos e

ferramentas matematicas elaboradas que permitem a obtencao da solu¢do com um grau

3 Para mais detalhes sobre o Mapa Logfstico, ver [14]
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Figura 13 — Diagrama de bifurcagdes para o mapa logistico. Cada ponto no gréafico representa um maximo das
orbitas da dindmica do mapa.

Fonte — [15]

confiavel de aproximacao. Uma vez que se estd interessado na evolucao temporal, analise
dos pontos de equilibrio e estabilidade, é comum apresentar e tratar os sistemas em estudo
como os chamados PVI - Problemas de Valor Inicial. Genericamente, um PVI pode sempre
ser representado como um sistema de equagoes diferenciais e suas condi¢oes iniciais no

instante de tempo inicial %:

2.42
i(to) = (242)

o

As maneiras mais comus para resolver um PVI se resumem a um conjunto de

métodos conhecidos como Métodos de Passo Simples, melhor explicados abaixo.

2.7.1 Métodos de Passos Simples

Consideremos o sistema mostrado em (2.42), sendo t, o instante de tempo inicial

para o qual o sistema (t) tem condigdes iniciais @(ty) = .

M¢étodos de Passo Simples sao métodos em que utilizamos para encontrar o valor
exato de uma fungdo num instante ¢ 4+ h, apenas o valor exato da integral de sua derivada

até o instante t. Se integrarmos a primeira equagao de (2.42) entre t e t + h, temos 4

4 Objetivando nio sobrecarregar a notacdo utilizada para as demonstracdes desta sessdo, evidencia-se o
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t+h
ult+h) = u(t) + [ FCu(Q)dC (2.43)

Logicamente, o método expresso em (2.43) ndo é inicialmente aplicédvel, uma vez
que se desconhece o valor exato da integral (sendo este o valor que procuramos para a
solugdo). Entretanto, como dito na segao anterior, é possivel encontrar valores préximos o
suficiente de u(t) se abrirmos mao do valor exato desta integral; representando a integral

Cco1mo

1 jtt+h

it =4 [ (¢ u(©) (241

e o seu valor aproximado por

Bty [ G u(O)c (2.45)

podemos definir o Erro de Truncatura Ty (t,u) como
Th(t,u) = F(t,u) — Fp(t,u) (2.46)
O que nos permitira reescrever (2.43) como:

u(t+ h) — u(t)
h

= Fu(t,u) + Th(t, u) (2.47)

Agora, (2.47) se trata de uma equagao de diferengas finitas progressivas. O termo
a esquerda desta equacao nada mais é do que uma aproximacao de u no instante t¢; se

representarmos este termo como Dpu(t) = (t), ficamos com:

Dhu(t) = Fh(t, u) + Th(t, u) (248)

E ainda, assumindo que a integral seja convergente (ou seja, cujo erro de truncatura
tenda para 0 com o tamanho de h), podemos eliminar 7},(¢,u) de (2.48). Representando

por uy a solugdo do sistema sem o erro de truncatura, chegamos a:

significado dos simbolos u e f como uma Unica equagdo do sistema, em oposi¢io aos significados de i e
f: que significam a totalidade das equagoes diferenciais que compoem o sistema. Ainda, a derivada em
relagdo & varidvel independente sera representada com o simbolo ’ (portanto, a derivada de u serd u’
em vez de u).
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Dhuh(t) = Fh(t, u) (249)

Tomando agora instantes de tempo progressivos ty, t1,...,t,, obtemos diretamente

de (2.49) os valores de u a partir da férmula de recorréncia:

Uit :uz+hFh(tl,ul), 1= 1,2,71,—1 (250)

Em (2.50), a funcdo Fj(t;,u;) torna-se a chamada Fung¢do Incremental. Ela é
de suma importancia; por poder ser desenvolvida de diferentes maneiras, o método de

resolucao depende de como escolhemos representé-la.

2.7.2 Métodos de Taylor

Os Métodos de Taylor, criados para obter uma solu¢ao com a maior consisténcia
possivel para a solucao dos sistemas dinamicos, envolve a aproximacao em uma série de
Taylor centrada em t de f = f(y, u(y)). Admitindo que todos os elementos de f € C? (isto

é, que todos os seus elementos sao diferencidveis p vezes), temos:

Fru(m) = fru() + f(rum)r =0 + o+

0 ) T

com t <1 <t+ h. Nos atentando a este resultado e a (2.43), ficamos com:

T —t)P 2.51
INEIT LU S

(p—1)
Fultw) = f(t.u(®) + £/t ul)h + -+ FO (¢, u() i
L P (2.52)
w) = fP u

Agora, como admitimos que f € CP, entdo podemos afirmar que f® é limitada e

portanto, o erro de truncatura satisfara a relagao:

hp
(p+1)!

ITutt, w)ll < || 12| (2.53)

isso mostra que o método de Taylor é consistente, e sua ordem de consisténcia é exatamente

p.
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Os valores aproximados da funcao, por consequéncia, sao encontrados com a relacao:

hP

D

h2
U1 = w; + fih + [} =

5 (2.54)

O maior problema com o Método de Taylor, no entanto, ¢ a dificuldade de se obter

suas sucessivas derivadas. Nesse caso, considerando f, se f; = % e fu= % vem

fl = ft + fuf
f'= fu+2fuf + fifu+ £2F (2.55)

2.7.3 Métodos de Runge-Kutta

A familia de métodos de integracao aproximada criada pelos matematicos Carl
David Tolmé Runge(1856-1927) ¢ Martin Wilhelm Kutta(1867-1944) [16] surgiram na
tentativa de auxiliar a resolucao de problemas, sem que seja necessario calcular as derivadas
de f como ocorre com o método de Taylor. Sendo de facil execucao computacional, os
métodos de Runge-Kutta se popularizaram por nao consumir demasiado tempo, memoria

ou dificuldade em sua implementacao inicial.

A eficiéncia dos Métodos de Runge-Kutta se tornam evidentes ao notar que a
consisténcia dele é a mesma que apresentam os Métodos de Taylor. Para isso, comecemos

por escrever o método de Taylor até a segunda ordem:

h2

Uip1 = u; + fih + P57

(2.56)
¢ conveniente nos livrarmos de f/ representando-o por meio de uma aproximagao

utilizando novamente o conceito de diferencas finitas progressivas:

, o Jivn— i
fim—F— (2.57)

Aqui, nos deparamos com um novo problema: f;y1 = f(t;11,u;11) envolve dire-
tamente o valor objetivo do calculo u; ;. Felizmente, o método conhecido como Fuler
Progressivo[17] nos permite expressar o valor aproximado de w;;1, denominado ;1, em

termos ja conhecidos:

U1 = u; + hf; (2.58)
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Entao, substituindo diretamente (2.57) em (2.56) levando em conta a equagao

(2.58), ficamos com:

s = w5 () + S+ b+ ) (2.59)

Costumeiramente, se referem aos termos dentro dos parénteses como:

Ky = f;
(2.60)
0 que nos permite reescrever (2.59) de forma mais conveniente:
h
Ujr1 = Uy + E(Kl + KQ) (261)

A ordem de consisténcia desse método pode ser atestada se recorrermos as defini¢oes
de erro de Truncatura, dadas acima em (2.45) e (2.46). Por comparacao destas com os

resultados obtidos podemos afirmar que:

Fh(t,u) = ;(Kl + KQ) (262)

e ainda, recorrendo a (2.43), (2.44) e (2.52):

1 t+h
Tt u) =, /t Ft,u(t))dt — Fy(t, u) (2.63)

= 0 u(e) + (6 )+ £ (D) o O — Byt

Expandindo agora K3 como uma série de Taylor centrada em ¢, obtemos a expressao:

2

KZ - f(ta u(t)) + ft(ta u(t))h + fu(t’ u(t))hKl + ftt(ta u(t))};'+
Y : (2.64)

L) T e, u) 2K + OB

podendo ser substituida em (2.63), que apés a simplificacao resulta:

Th(t,u) = _Z ;ftt + fuf = fifu— F2f " + O(h?) (2.65)

u(t
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Portanto, se assumirmos que as derivadas dentro dos colchetes em geral nao sao

nulas, concluimos que o erro de truncatura associado a esse método sera dado por:

T3]l < ch? (2.66)

Logo, a consisténcia deste método é 2, a mesma para o método de Taylor de mesma

ordem.

De maneira generalizada, podemos obter ordens e consisténcias mais altas para

esta familia de métodos com as férmulas definidas:

Ui+1 = U + hzijj

J=1

T, =t; + a;h
’ ’ (2.67)

m=1
K; = (1}, U;)

Nestas férmulas, s significa o nimero de estdgios do método, enquanto os w;, a; e
Bjm sdo parametros que se determinam em cada estadgio, de modo a tornar maxima a ordem
de consisténcia resultante. Por exemplo, para um método de ordem 1 (e consequentemente,

p = 1), as expressoes particularizadas se tornam

Ujr1 = Uy + lel, K1 == f(t“ UZ> (268)

ou seja, temos apenas um parametro para determinar. de imediato, vemos que

Fh(t, u) = ’U)lKl (269)
e por sua vez,
1 [tth
Th(t) =+ [ FGu(O)dC —wik (2:70)
desenvolvendo essa integral em série de Taylor tal como fizemos em (2.63), concluimos que
h
Tn(tu) = (L= wi) f(t u(®)) + f'(n, u(n) 5 (2.71)

Portanto, para o método ser consistente, é necessario que w; = 1, o que produz uma ordem

de consisténcia p = 1. O método resultante sera entao:

Ki=f;

(2.72)
Uip1 = U; + hI
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ou seja, o método de Euler progressivo é, na realidade, um caso particular dos métodos de
Runge-Kutta.

De longe, o método de Runge-Kutta mais famoso utilizado é o de 4* ordem,

por apresentar um balango razoavel entre consisténcia e nimero de calculos por passo.

Escolhendo como parametros os valores wy, = é, Wy = %, w3 = %, Wy = é, obtemos o método
Ky = f(ti, u;)
K4 = (tz + h, U; + th)

h
Uip1 = U; + E(Kl + 2Ky +2K5 + Ky)

utilizado largamente em rotinas e cdlculos computacionais [18].

2.8 Equacoes Diferenciais com Retardo

Até o momento, todas as consideragoes acerca dos sistemas dindmicos referentes
aos seus elementos constituintes admitiam que ele era formado por Equagdes Diferenciais
Ordinarias - EDOs. Apesar de fornecerem frequentemente uma boa aproximagao para
determinar o comportamento de fendmenos naturais, as EDOs apresentam como solugoes
funcoes e derivadas que evoluem todas no mesmo instante, t. As EDOs representam

portanto, solucoes ideais e perfeitas que raramente encontram pares existentes na Natureza.

Um tipo mais geral de equagao diferencial, entretanto, é capaz de levar em conta
a nao instantaneidade dos processos naturais que podem vir a descrever. Chamadas de
Equacoes Diferenciais com Retardo - EDR ou, em inglés, Delay Differential Equations -
DDFEs - essas equagoes se caracterizam por ter derivadas de uma variavel que é expressa
em termos dessa varidvel (e/ou de suas derivadas de ordem menor) tanto no instante de

tempo ¢ quanto nos instantes de tempo anteriores. Por exemplo, as equagoes

(t) = —2x(t —r),

(2.74)
Z(t) = —x(t) — @(t — 7) + 3senz(t),

sao equacgoes diferenciais com retardo.

Os fatores r e 7 adicionados aos argumentos das equagoes (2.74) sao chamados
delays ou retardo, e sdo classificados de acordo com a maneira em que se inserem no

problema:
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e 0s tempos de retardo discretos se caracterizam como termos constantes de retardo

no argumento;

e 0s tempos de retardo distribuidos se apresentam nao como um valor tinico, mas como
uma densidade distribuida em um intervalo no passado. Estes tempos de retardo
satisfazem a equacao

t r
/ k(t — s)x(s)ds = / k(z)x(t —z)dz, 0<r<oo (2.75)
t—r 0

indicando uma média ponderada dos valores do intervalo. em (2.75), a funcao k é

conhecida como kernel e é normalizada, de modo que [*_ k(y)dy = 1. Os tempos

de retardo distribuidos tendem a oferecer uma maior aproximacao da realidade,
entretanto, é de mais dificil implementacao por causa da funcao kernel: é dificil

abstrair seu comportamento apenas dos valores dados no intervalo.

e Se uma fungdo kernel k(u) apresentar um valor nulo para qualquer valor de u acima

de um valor maximo ,,;, entao o tempo de retardo respresentado em

/too N1<$)k(t — S)dS = /OOO Nl(t — u)k(u)du (276)

¢é chamado tempo de retardo limitado, uma vez que define valores de N, apenas em
um intervalo limitado [t — tyqe, t). Dada essa afirmagao, é possivel concluir que todo

tempo de retardo discreto é também limitado.

e Caso a equacao (2.76) nao seja nula fora de um intervalo determinado, dizemos que o
delay ¢ ilimitado. Equacoes com delays ilimitados detém uma grande complexidade,
uma vez que a possibilidade de se escolher um intervalo variavel para o delay gera

diversas condigOes iniciais distintas.

O tempo de retardo pode ainda depender do tempo ¢, na forma z(t — 7(t)), ou
do estado e do tempo, na forma x(t — 7(z(t))), agregando ainda mais complexidade ao
modo de solucionar problemas que os envolvem. Além disso, bem como as EDOs, as EDRs
também sao classificadas como do tipo auténoma ou nao autdénoma, cujas defini¢oes sao

as mesmas ja explicadas.

2.8.1 Estabilidade e Linearizacao de EDRs

Analisemos agora um sistema composto por n EDRs, linear, homogéneo e auténomo

escrito na forma mais geral possivel como:

d m
% = ZAjy(t—Tj) :Aly(t—7'1)+"'+Amy(t_7—m) (277)

=1
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onde cada A; é uma matriz n X n. Prosseguindo de maneira semelhante as EDOs, se

propormos uma solucao do tipo exponencial na forma

y(t) = ¢e (2.78)

em que ¢ é um vetor constante. Aplicando a solugao (2.78) em (2.77), obtemos

d m o
a(fekt) = ZAjG(t ¢
7=1
g)\e)\t — Ce)\t Z Aje—)\‘rj (279>
j=1

M =D Ae (=0
j=1
aqui, também 1 é a matriz identidade n x n. Caso ( = 0, a equacao (2.79) é valida
para qualque valor de A. De outra forma, caso { # 0, a solugao é valida apenas caso A

corresponder a equagao caracteristica:

det (Al =S Aje—hj) =0 (2.80)

J=1

Aqui se evidencia uma grande diferenca entre uma equacao diferencial com retardo
e uma ordindria: a presenca dos retardos 7; no argumento das funcoes transforma (2.80)
em uma equacao transcendental, com infinitas solu¢bes mesmo em uma dimensao, ao

contrario do resultado comum de um sistema n-dimensional ter exatamente n solugoes.

As solugoes de (2.80) para A determinarao a estabilidade do ponto de equilibrio.
Se para todas as solugdes, a parte real de A for negativa, o ponto é estavel; do contrario, o

ponto apresentara instabilidade.

Assim como as EDOs, as EDRs que sdo nao lineares também podem passar por
um processo de linearizacao que torna possivel o estudo do comportamento das solugoes
de equilibrio e seu entorno. Para demonstrar isso, consideremos o agora o sistema n-

dimensional nao-linear e com retardo abaixo:
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o zjzlfjl(xl(t ), T2(t — 7j), oy T (t — 7))
dxs - 2

E :Jz:lfj ([L’l(t Tj),l’g(t—Tj)a--'yxn(t_Tj»
ddg”; _ if;?(xl(t ), To(t — 75); ooy Tt — 7))

(2.81)

Se x* = (z7, x5, ...,x}) for um ponto de equilibrio deste sistema, podemos estudar

sua estabilidade por meio da linearizacao de (2.81) em z*. Teremos entao:

CZU; = gjlf;(xl(t — 1), 22t = 75), ey T (t — 75)) * +

3 (G2 Ete=m)—a+ 52| le—m)—a ot | G
dd? - jfjlff(xl(t )t = 1)t =)+

+3 (32| e-m-m+ 3 @t—m—ap e
d;? = g:lff(xl(t i), Xa(t — 75), ooy T (t — 75)) * +

3 (5]t =m =+ SE| —m—a e B

yi(t) = xi(t) —xf, i=1,...,n
é possivel ver que
dl‘i(t) _ dy;
dt  dt

e assim, podemos reescrever (2.82) de maneira mais simplificada:

7))

n) =)

Tj) — 9032))
(2.82)
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dyl mnon 8]‘]1
AR 1 (t— 7
j=li= -
dy2 UL aff
L 3 LA RS
dt == O o (2.83)
dy,, T Off
Zon 273 (t —
J=1l1= *
que ¢ uma forma semelhante a (2.77), com matrizes A;, j = (1,...,m) do tipo
rort of! of!T
off 9y of;
Aj= |9 O 77T Om (2.84)
_81’1 8332 T a$n_

Agora, se substituirmos A; em (2.80), podemos calcular todos os autovalores de A

e assim, analisar a estabilidade do ponto de equilibrio. Portanto, (2.80) torna-se

de= A1 % Lfﬂl afjl
) o1 0z ) e axg
o™t n o or? of!
8931 89@2 T 6:)3n AQ_ATI _I_ . +
ory or7 o
€ o1 Oxo T Bm%
Lff )\ —ATn __ 87f32 8f]
4 oz € Oy " Ozn )\e*/\Tn =0
off off I _ O}
Bar Bos e AT — gt

A titulo de exemplo, consideremos um sistema simples, constituido por duas

equacoes diferenciais com retardo, representado a seguir:

= ax(t) + by(t)

(2.86)
y=cx(t—7)+dy(t)

onde a,b,c,d > 0.
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O tnico ponto de equilibrio para este sistema é o trivial (0,0). Temos também
um termo sem retardo (73 = 0) e um com retardo (7 = 7). Portanto, temos apenas duas

matrizes para o calculo dos autovalores. Os termos f;, 1,7 = 1,2 sado

fl=ax—by; f}=dy;
fi=0,  fI=cn

Sua matriz Jacobiana serad entio:

— 0 0 —b
J= A1 + A2€7)\T = “ + €7>\T = “ (287)
0 d c 0 ce ™ d

E a equagao caracteristica por sua vez, sera

AN — (a+d)X\+ ad + bee (2.88)

uma equagao transcendental. Felizmente, Cooke e outros autores obtiveram o seguinte

teorema em seu trabalho [19]:
Teorema. Considere a equacao
PO +QNe ™ =0 (2.89)

onde P e Q) sao fungoes analiticas na metade direita do plano ReA > —d, 0 > 0, que

satisfaca as sequintes condigoes:

i) P(\) e Q(\) nao tém zeros imagindrios em comum;

i) P(—iy) = P(iy), Q(—iy) = Q(iy), para y € R (em que P denota o complexo
conjugado de P);

iii) P(0) 4+ Q(0) # 0

i) Hd, no mdzximo, um nimero finito de raizes na metade direita do plano, quando

T=0;
v) F(y) = ||P(iy)||* — |Q(iy)||* para y € R tem no mdzimo um nimero finito de zeros
Teais;

Sob essas condicoes, as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

a) Suponha que a equagio F(y) = 0 ndo tem raizes positivas. Entao, se (2.89) € estdvel
em 7 =0, este permanece estavel para todo T > 0; por outro lado, se este é instavel

em 7 =0, este permanece instavel para todo T > 0.
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b) Suponha que a equacao F(y) = 0 tenha, pelo menos, uma raiz positiva e que cada
raiz positiva seja simples. Enquanto aumenta, trocas de estabilidade podem ocorrer.
Existe um nimero positivo 7 | tal que, a equagio (2.89) € instavel para todo T > T*
. Enquanto T varia de Oa 7*, no mdzimo, um niumero finito de trocas de estabilidade

podem ocorrer.

Podemos escrever (2.88) como (2.89), fazendo:

PA\) =N —(a+d)\+ad (2.00)
be .

0 que nos permite a analise a luz do teorema 2.8.1.

i) Temos como raizes de P

_(a+d)£(a—ad)

:>)\1:CL; Ao =d

(2 nao possui raizes, ja que b, ¢ > 0. Logo, a primeira condi¢ao do teorema ¢ satisfeita.

ii) Substituindo os valores de A em (2.88), temos

P(—iy) = —y* + (a + d)iy + ad; P(—uy) = —y? — (a + d)iy + ad;
P(iy) = —y* — (a + d)iy + ad;
P(—iy) = P(iy)

adicionalmente, Q(—iy) = be = Q(iy). Esta garantida a condigdo ii) do teorema
2.8.1.

iii)
P(0) +Q(0) =ad+bc # 0
O que garante a condigao iii).

iv) Resolvendo (2.88) para 7 = 0, segue imediatamente que

(a+d) £ /(a —d)? — 4bc
At = 5

Portanto, um nimero limitado de raizes. Isso garante a condicao iv).
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v)

Fy) = ||[Pa)l]> = 1Qu)|[* = || = y* + ad — (a + d)iy||* — |[be]|?
— (y2—ad)2—|—(a+d)2y2—b202 :y4+(a2—|—d2)y2+a2d2—b2c2

Portanto, F'(y) = 0 serd verdadeiro se:

. iJ (a2 + ) £ \[(a? — ) + 4B
B 2

Também um ntmero limitado de raizes.

Agora, é necessario saber em qual das opcoes dadas pelo teorema 2.8.1 a equagao

(2.88) se encaixa, o que seria possivel se soubéssemos os valores nominais das constantes

a,b,c,d.
Por outro lado, a solugdo mais geral possivel para (2.88) é dada por
A=p+ig (2.91)

Substituindo isso em (2.88), vem:

(p+1i9)2 — (a+ d)(p + iq) + ad + bee~ @+

Agora, se simplificarmos esta equacdo utilizando a férmula de Euler (e = cos @ +

isenf) e separarmos a parte real da imaginaria, chega-se de imediato em

2> —(a+d)p+ad+bee P cosqgr =0
P —q —( )p q (2.92)
pq+ (a+d)g —bce PTsenqr =0

A estabilidade do ponto de equilibrio vai depender apenas do sinal de p, ja que,
de acordo com o mostrado em (2.91), A naquela forma seria a solu¢ado mais geral; Dessa
forma, o ponto de de bifurcagdao do sistema ocorre em p = 0. Substituindo esse valor em

(2.92), chegamos a

—¢* 4+ ad+bccosqr =0 (2.93)
(a+d)g —besengr =0 .

onde, isolando o seno e o cosseno temos:
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¢ —ad (a+d)q
senqr = —=
be be

(2.94)

cosqT =

2

Ainda, utilizando a relacdo trigonométrica fundamental sen?z + cos’z = 1 em

(2.94), obtemos uma expressao que nos permite determinar ¢:

2 _ad (a+d)q
2 2 :1:q aa . o 2
cos” qT + sen “qT ( T )+ ( - )

= ¢+ (@ +dE+ P - VF =0

e podemos escrever g como o conjunto de solugoes

. iJ —(a2 + d?) £ /(a2 — d2)? + 422 2.95)

2

Por fim, chamamos de retardo critico 7™ o valor de T para o qual um sistema sofre

uma bifurcagao. Neste caso, podemos encontrar 7* fazendo

sen q7* (a+d)q 1 (a+d)q

—togrt = — T = Tl 2.96
cos qT &4 q> — ad q & q> — ad ( )

Agora, basta substituir (2.95) em (2.96) para encontrarmos o valor de 7*. Vale
salientar entretanto, que s6 é possivel encontrar este valor se estivermos considerando o

caso b) do teorema 2.8.1.

2.8.2 Método de Runge-Kutta para EDRs

Embora os métodos de Runge-Kutta tenham sido criados inicialmente para resolver
problemas com equagdes diferenciais ordindrias, a literatura mais recente tem mostrado

que ¢é possivel realizar as adaptagoes necessarias para que eles possam fazer a integracao

de EDRs. [20], [21], [22]

Portanto, seja N um inteiro positivo e seja 7 € RY um vetor exclusivamente
formado por tempos de retardo. Denotemos também wu,, = u(t — 7;), e uy uma fungao do

tempo t e de 7;,7 =1,..., N; Neste caso, podemos dar forma ao PVI:

u'(t) = ft uytpy, . Ury),  tE [to, T

u(t) = uo(t7 7—)7 t<to (2.97)
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Expandindo © em uma expansao de Taylor, chegamos a:

h2
Upi1 = Up +ul b+ —u + O(h?) (2.98)

2
E, se denotarmos por F), a matriz das derivadas de f em relacao a u, entao podemos

escrever a segunda derivada de v em relagao ao tempo, em termos de F', como:

N
u'=F +F,F+Y F, u, (2.99)

=1

Agora, dada a necessidade de u] para a determinagao dos coeficientes de Runge-
Kutta na forma explicita, o sistema (2.97) passa a conter mais um elemento, sendo reescrito

como

u(t) = flt,uy ey, .. uny), t € [to,T]
u;—l(t) = f(t T T Ur Uryryy - - - 7u7'N+7'i)7 te [t07 T] (2'100)
U(t) :Uo(t,T), tSto
Se representarmos agora os elementos de (2.100) com as varidveis Z = {u, s, ..., Ury }

e Zy = ug(t,7) para t < ty, bem como

flt u g, . u,)
f(t — T1, Ury U7y 5 - - - 7u7'n+7'1)

G(t, Z) = f(t = T2, Urgy Ur 4795 - - - 7urn+72) (2101)
flt = Ty Uy Uy« ey Uy ir)

Podemos reescrever agora o sistema mostrado em (2.97) como

Z'(t) = f(t,2), t € [to, T

(2.102)
Z(t) = Zo(t),  t <t

ou seja, um sistema bem semelhante ao apresentado em (2.56). Dessa forma, podemos

aplicar o Método de Runge-Kutta (equagoes (2.67)), ficando com
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=1
Ky = f(tn, Zn) (2.103)

i—1

Ki=f(t+ch, Zn+ > ai;K;), i=2,...

Jj=1
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3 Modelo e Resultados

3.1 O Modelo

Em 2014, Shu, Wang e Watmough [23] propuseram um sistema composto por duas
equagoes diferenciais com retardo, com o intuito de simular uma infecgao viral, levando em
conta a resposta imunoldgica aquela infec¢ao. Nele, y(t) se refere a flutuacao da populagao
viral, enquanto z(t) representa a quantidade de células imunolégicas ativas na resposta,

ambas no instante t:

= rot0) (1= 4 ) = anto) - lote)

. cy(t —7)z(t — 1)
1+dy(t—7)

(3.1)

—qy(1)=(t) = b=(1)

Acima, r representa a taxa de replicagdao viral para a populacao y(t), e assume-se
que essa taxa decresce linearmente conforme a populacao cresce até atingir o valor de
zero quando y(t) for igual a K. A populacao viral decai com taxa a, de forma que os
virus apresentam uma taxa de crescimento liquido de » — a e uma capacidade de suporte
K(r —a)/r. Além disso, é modelado que os virus sdao destruidos por meio do encontro
com as células do sistema imunologico com pyz. A ativacao das células imunologicas z em
um instante de tempo t esta condicionada as populagoes viral e imunologica no instante
t — 7 representando o tempo de reconhecimento e preparagao do sistema imunoldgico para
lutar contra a infeccao, de maneira que seu crescimento é proporcional para baixos valores

de y(t) e tende a saturar para uma populacao viral suficientemente alta, como expresso

cy(t—7)z(t—7)
1+dy(t—7)

morrem naturalmente com b.

em . Os agentes do sistema imunolégicos sao inibidos pelos virus com qyz e

O modelo (3.1) apresenta uma complexa dindmica, caracterizada por uma série
de bifurcacoes, bi-estabilidade, oscilagoes transientes e caos; porém, nao traz informacoes
acerca da capacidade mutativa do virus, que ocorre quando sua replicacao esta sendo

efetuada.

O nosso modelo procura suprir essa necessidade. A introdugdo de uma nova
equagao que procura modelar a populacao viral que sofreu mutacao leva a novos resultados
e diferentes quadros possiveis de estabilidade. O sistema que propomos também tem a
introdugao de novas constantes, que em conjunto com as equacgoes, tenta se aproximar do

seu analogo fisico.
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= (1= a0 (1= ) = av(t) - po(05t0
o = @) (1= 20} = a0 = i 0500
= o) Gl ) gy 0)2(0) — g (0:00) — b1

(3.2)

A semelhanca de (3.1), aqui § e 2 representam a variagao das populagoes de virus e
da resposta imunolodgica, respectivamente; y;, representa taxa de variacao da populacao de
virus que sofreram alguma mutacao, denotada por y,,(t). Ao contrario de (3.1), a constante
r(1 — «) representa a taxa de crescimento da concentragdo de virus que nao sofreram

nenhum tipo de mutagao (usualmente referidos como selvagens). Isso nos dd uma taxa de

K(r(l—a)—a
r(l—a) ° A

populagao de células imunoldgicas z(t) cresce proporcionalmente as populagoes de virus no

crescimento liquida de r(1 — a) — a e uma capacidade de suporte igual a

organismo, com termos de saturacao 1+ dy(t —71) e dpym(t — 72). Esses linf6citos também
sao destruidos por meio dos encontros com os virus de acordo com q e g,,, € sao eliminados
naturalmente devido aos processos do corpo humano com b. Adicionalmente, extendemos
o modelo incluindo uma equagao para reger a dinamica de virus que sofreram alguma

mutagao, representadas por y,,(t), com taxas de crescimento logistico e capacidade de

Km (Oém"’m_am)

AmTm

suporte igual a o, — ., € respectivamente, sendo eliminados pelo sistema

imunologico com p,,.

Finalmente os tempos de retardo 71, 7 significam, a semelhanca de (3.1), o intervalo
de tempo necessario para o sistema imune reconhecer e se preparar para atacar efetivamente
os agentes da infec¢ao. Nos atentando ao valor consideravelmente menor da densidade

populacional y,,, é assumido que 7, + 7.

Os parametros que utilizamos nas simulagoes sao estimativas biologicas encontradas
em [23], [24]:

r =6 dia™!, K = 3virus mm™3, p=1mm? cells 7! dia™!,

3 virus 7! dia™!, d = 0.5 mm 3 virus ~1,
3 virus ~! dia~!.

a=3dia™!, c¢=4mm

b=1dia ", qg=1mm~

Os mesmos valores foram utilizados para os parametros K., 7mGm, Cm, dm, Gm €xceto

Pm = 0.9. Também consideramos o = 0.05 e v, = 1.



Capitulo 3. Modelo e Resultados 57

3.2 Resultados

Embora [23] traga varios resultados relevantes analiticamente para (3.1), a analise
do sistema (3.2) se torna extremamente complexa ao levar em conta a populagao ¥,,. Sendo

assim, o foco se deu sobre alguns resultados numéricos possiveis.

Utilizando as equagdes (2.82) e (2.85), podemos escrever a matriz Jacobiana de

(3.2) em sua forma geral, dada por:

Jin 0 —py*
J = 0 J22 —PmYm (3:3)
Ja1€ N g€ N g
onde:
Jn=r(l—a)(l—2)—a—pz
Jag = (1 — %:) = U — P2

_ cy* Cmyi, % N )
Ja3 = (1+Zély*) T Gy i) — W — G — b3
i = (e —02");

J32 = (I+dmym)? dm~z );

3.2.1 Pontos de equilibrio para 72 =0

Para delays nulos, o sistema (3.2) tem 11 pontos de equilibrio. Dentre eles, os mais

faceis de escrever sio:

Km m — Um
y = 0,yn= o =0 >,z=0;
Tm
K _
y - (ar_l_a T)’ m—O’z: Y
(r(—=1+a)
(3.4)
Na origem (ou seja, se y(t), ym(t), 2(t) = 0) a matriz Jacobiana vale:
r(l—a)—a 0 0
J= 0 T — Qw0 |- (3.5)
0 0 —b

Os autovalores sao —ar — a + r, r,, — a,,, —b. A estabilidade ainda pode ser
conseguida para as taxas de crescimento viral r,r,, suficientemente baixas, e taxas de
decaimento a, a,, suficientemente altas. Nessas condicoes, a dindmica ¢ levada a um quadro

em que nao ha virus selvagens ou mutantes, nem agentes do sistema imune. Para os
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Tabela 1 — Pontos de Equilibrio de (3.2) e sua respectiva estabilidade.

Pontos de Equilibrio Estabilidade

Y Ym z

0 0 0 Instavel
1,421052632 0 0 Instavel
0 1.5 0 Instavel
1,421052632 1,5 0 Instavel
0,4384471872 0 1,866950344  Instavel
4,561552813 0 -5,966950344 Instavel
0 0,4384471872 2,359006251  Instavel
0 4,561552813  -6,803450695 Instavel

-2,371546352  -1,742672131  7,205938069  Instavel
9,568989996 5,046486447  -7,881080993 Estéavel
0,06265629108  0,3385711289  2,580953047  Estavel

parametros escolhidos, o ponto fixo permanece instavel V7, . Cabe destacar que o mesmo
pode ser dito dos outros pontos de equilibrio em (3.4) - também permanecem instaveis,

independente do tempo de retardo.

Dos 11 pontos de equilibrio, 6 sao chamados pontos faciais (do inglés facial points),
ou seja, pontos que tém ao menos uma das componentes nula. Apenas dois destes pontos
sao estaveis; porém, um deles (y = 5, 568989996, y,, = 5, 046486447, z = —7,881080993)

nao representa relevancia fisica, visto que seu resultado envolve uma grandeza negativa.
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3.2.2 Influéncia do Tempo de Retardo

Para analisar a influéncia dos delays na estabilidade do sistema (3.2), se mostra
util o teorema descoberto por Cooke [19] e ja enunciado no Capitulo 2. Para o nosso
modelo, consideremos 71 = 75 = 7. Para o ponto de equilibrio estavel considerado, a matriz

jacobiana (3.3) d4 origem a equagao caracteristica:

(—0,4825880248 — 1, 960851071)\)6_’\T -0, 7961892098)\2 — \3 — 0,08061172163\ + 8, 06117224310~
(3.6)

Portanto, uma equacgao do tipo R(\) + S(A\)e 7. Dessa forma, podemos construir

a funcgdo F(iy) = |R(iy)|* — |S(iy)|* obtendo assim
0,4726938145y" + y® — 3, 838438673y* — 0, 2328912017 (3.7)

cujas solugoes sao +1, 330454624, £0, 24552590612, +1,477335558:. Logo, devemos esperar
que haja uma mudanca de estabilidade com o aumento de 7. Isto pode ser visto ao
representar um plano do espaco de fase do sistema: na figura 14, estao representadas as

grandezas z(t) versus y(t) para valores de 7: 7 =0, 7=0,2, 7 =5, 7 = 15.

Manter os tempos de atraso como parametro permite observar também a emer-
géncia de regimes cadticos nos sistemas. Fazendo y,, = 0 e K, "mlm, Cms Ay G, T2 = 0
em (3.2), chegamos ao sistema (3.1) proposto em [23]. Representando em um gréfico a
amplitude méxima de z(t) em fungao de 7, observamos claramente a ocorréncia de uma

série de bifurcagoes que levam a dinamica do sistema de oscilagoes sustentadas para o

CmYm (t)z(t)
1+dmym (t)

muda completamente a dindmica do sistema: observa-se o comportamento peridédico e a

comportamento cadtico. J& em (3.2), a introducao de y,,, e do termo com 75 =0
criacao de novos padroes oscilatorios, mas nao ha presenga cadtica no regime. Isso pode ser
visto na figura 15. Em 15a vemos o movimento periddico se tornar cadtico, com algumas

janelas de periodo bem definido em 7 =9 e 7 = 14.
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Figura 14 — Retratos de Fase para o caso 71 =72 = 7. Em 14a, 7 = 0, em 14b, 7 = 0,2, em 1l4c, 7 = 5, e em 14d,
7 = 15. Em todos os casos, a = 0, 05.

Fonte — Autor.

O comportamento observado nas figuras 14 mostra a possibilidade da formacao
de varios ciclos limite com periodos diferentes em contraste ao ponto fixo estavel para
delays nulos ou para os resultados obtidos em [23], com ciclos limite bem definidos.
Como explicitado anteriormente, a presenca de um ciclo limite esta relacionada ao regime
oscilatorio do sistema, e por conseguinte a presenca de varios ciclos limite tendem a indicar

a ciragao de varias érbitas com oscila¢oes erraticas conforme evolui sua dindmica.

De maneira semelhante ao que ocorre em 15a, a presenca do segundo delay e
da nova equagao presentes no sistema (3.2) modifica o padrao oscilatério da dindmica
radicalmente como visto em 16, gerando uma série de novas bifurca¢oes dependentes do
delay para a resposta imunolégica, uma caracteristica semelhante ao apontado em [23]
como caracteristica de um regime caotico, possivelmente originado por meio de dobras de

periodo.
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Figura 15 — Mdxima amplitude de z(t) como uma fun¢do de 7 para o modelo (3.1) (15a) e como fungdo de 71,
mantendo 72 = 0 para o modelo (3.2) (15b).

Fonte — Autor.
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Figura 16 — Mdximos de z(¢) como funcao de 71 para 72 fixo. A presenga de 72 nao nulo leva o modelo (3.2) ao
comportamento cadtico. Em (16a), 72 = 5. Em (16b), 72 = 10. Em (16¢), 72 = 15. Em (16d), 72 = 20.

Fonte — Autor.
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4 Conclusao

De maneira geral, o objetivo desse trabalho foi sugerir um modelo como tentativa de
descrever fisicamente como ocorre uma infecgao viral. Especificamente, nos concentramos
nos aspectos tecnicos que ele poderia apresentar — pontos de equilibrio condizentes com a
realidade, condigoes de estabilidade, oscilagoes periddicas de flutuagoes que se apresentam
como caracteristicas das infec¢oes, bifurcagoes e emergéncia de regimes cadticos em sua
dindmica.

A resposta nao instantanea e a frequente nao-linearidade dos processos naturais
demandaram o uso de técnicas mateméaticas sofisticadas para a modelagem, justificando
assim o uso do tempo de retardo nas equagoes diferenciais; entretanto, a dificuldade
advinda dessa introdugao e o parco desenvolvimento da Teoria das Bifurcagoes permitem
muito pouco além das analises numéricas realizadas quando um sistema nao se relaciona

diretamente com uma forma canonica pré-estabelecida.

Cabe destacar que os resultados mostram a emergéncia de caos na dinamica do
sistema e a troca da estabilidade com o aumento do tempo de retardo; de acordo com a
literatura utilizada, é frequente o regime cadtico na Natureza, sendo cadticos alguns dos

modelos mais aproximados.

Uma parte desses resultados foi submetida a publicagdo no periédico internacional
Physica A, com o titulo A nonlinear delayed model for the immune response. Durante a
realizagdo do trabalho, firmou-se a parceria internacional com o Professor Dr H.E. Stanley,

professor na intituicdo Boston University, Estados Unidos.

Como perspectivas, cabe um maior desenvolvimento deste modelo — a titulo de
exemplo, podemos estimar regimes cadticos por meio dos expoentes de Lyapunov, ou
mesmo calcular a dimensao fractal de seus atratores. A elaboracao de outros modelos, tendo
em vista agentes infecciosos como bactérias, protozoarios pode ser um produtivo caminho
para também fazer uso das equagoes diferenciais com retardo e axpandir o conhecimento
de como ele influencia as dinAmicas de um sistema. Adicionalmente, buscar a realizacao
de parcerias com laboratorios de biologia capazes de efetuar medidas e tratar informagoes

necessarias para confirmacao experimental.
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