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Resumo

A modificagdo de propriedades 6pticas devido a interagdo da luz com a matéria é objeto
de estudo da Optica nao linear. A possibilidade da polarizacdo de um meio responder
com poténcias da amplitude do campo aplicado d& surgimento a uma gama de fendémenos
fisicos de grande interesse cientifico e tecnoldgico. Junto a isso, temos que a estruturacao
da luz, ou seja, seu controle espacial, permite estuda-la em sistemas bastante particulares.
Nesta dissertagao de Mestrado, investigamos a interacao de luz estruturada com um meio
nao linear no contexto de mistura por duas ondas. Inicialmente apresentamos a mistura
nao linear de feixes Laguerre-Gauss (LG) de ordens radiais nulas e momento angular
orbital inteiro e fracionario. Observa-se que o meio nao linear age como um acoplador dos
diferentes graus de liberdade deste feixe estruturado, possibilitando a relagdo entre a carga
topolégica dos feixes incidentes com ordens radiais do feixe gerado a partir da interagdo nao
linear com a matéria. Em seguida, como primeiro resultado dessa dissertacao, realizamos
uma extensao desse tipo de mistura ao considerarmos feixes Laguerre-Gauss de ordens
radiais nao nulas e discorremos sobre suas implicacoes. Posteriormente, apresentamos
a mistura de feixes LG contendo carga topoldgica fracionaria e, com isso, observamos
o surgimento do voértice e de ordens radiais no campo gerado a partir dessa mistura.
Posteriormente, utilizando uma superposi¢ao de modos Hermite-Gauss (HG) como mistura
incidente, realizamos o processo inverso. Especificamos o feixe desejado que resulta da
mistura e buscamos encontrar a superposi¢ao incidente. Dessa forma, pudemos realizar a
conversao de modos entre diferentes bases paraxiais. Por fim, realizamos um estudo acerca
da mistura nao linear por duas ondas de modos Ince-Gauss (IG), determinando sua regra
de selecao e analisando a transi¢ao da mistura entre modos LG e HG, que se revelam como

casos particulares dos modos aqui estudados.

Palavras-Chave: Optica Nao Linear, Momento Angular Orbital, Luz Estruturada.



Abstract

The modification of optical properties due to light-matter interaction is object of study of
Nonlinear Optics. The possibility of the polarization of a material to respond with powers
of the applied field’s amplitude gives rise to many physical phenomena of great scientific
and technological interests. Together with it, structuring light, meaning the application of
custom light fields, allow us to study it in very particular systems. In this dissertation,
we investigate the structured light interaction with a nonlinear media in the context of
two-wave mixing. Initially we present the nonlinear mixture of Laguerre-Gaussian (LG)
beams of null radial order and arbitrary orbital angular momentum. It is observed that the
nonlinear media acts as a coupler between different degrees of freedom of this particular
structured beam, enabling the relation between the topological charge of the incoming
beams with the radial orders of the generated beam through its nonlinear interaction with
matter. Next, as a first set of results of this dissertation, we extend this type of mixture by
considering LG beams of non-null radial order and discuss about its implications. Later
we show the mixture of LG beams carrying fractional topological charge and, with it,
showing the birth of a vortex and radial orders in the generated beam. Subsequently, using
a superposition of Hermite-Gaussian (HG) modes as initial beams, we perform the inverse
process. We specify the desired output beam that results from the nonlinear mixture and
find the incoming beams mode superposition. In this way, we were able to perform optical
mode conversion of different paraxial basis. Lastly, we perform a study of the two-wave
nonlinear mixture of Ince-Gaussian (IG) modes, obtaining its selection rule and analyzing
the transition between the mixture of LG and HG modes, that reveals itself as particular

cases of the modes here considered.

Keywords: Nonlinear Optics, Orbital Angular Momentum, Structured Light.
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1 Introducao

A modificacao de propriedades opticas devido a interacao da luz com a matéria é
objeto de estudo da éptica nao linear. A possibilidade da polarizacdo de um meio responder
com poténcias da amplitude do campo aplicado d& surgimento a uma gama de fendmenos
fisicos, tais como segundo harménico (MIDWINTER; WARNER, 1965), autofocaliza-
¢ao(AKHMANOV; SUKHORUKOV; KHOKHLOV, 1968), efeito Kerr(IMOTO; HAUS;
YAMAMOTO, 1985), para citar alguns. Junto a isso, temos que a estruturagao da luz,
ou seja, seu controle espacial, permite estuda-la em sistemas bastante particulares. Nesta
dissertacao de Mestrado, investigamos a interacao de luz estruturada com um meio nao

linear no contexto de mistura por duas ondas.

Inicialmente, no Capitulo 2 apresentamos uma base teérica definindo o tipo de luz
estruturada aqui utilizada, mais especificamente os modos paraxiais da luz. Em seguida,
introduzimos ao leitor diferentes fendmenos 6pticos que surgem ao consideramos respostas
da polarizagdo de um material com ordens da amplitude do campo aplicado. Por fim, ainda
neste capitulo, apresentamos a motivacao inicial dos trabalhos aqui apresentados, que
consiste na mistura nao-linear de feixes contendo vértices 6pticos. Nesse trabalho(PEREIRA
et al., 2017), os autores investigaram a mistura modos Laguerre-Gauss (LG) de ordem
radial nula e momento angular orbital (MAOQO) arbitrario. Observou-se o acoplamento,

advindo da mistura nao linear, entre os diferentes graus de liberdade destes modos.

Em seguida, no Capitulo 3, apresentamos o primeiro conjunto de resultados dessa
dissertacao. Extendemos a mistura de modos LG ao consideramos modos incidentes de
ordens radiais nao nulas e discorremos sobre suas implicagoes. Analisamos também o
surgimento de um voértice e de ordens radiais no campo gerado a partir dessa mistura ao

considerarmos feixes incidentes com carga topoldgica fracionéria.

Posteriormente, no Capitulo 4, realizamos o processo inverso. Consderamos a
mistura de feixes Hermite-Gauss e, especificando o feixe gerado como sendo um modo de

outra base paraxial, buscamos a superposcao incidente que gere tal feixe.

Por fim, no Capitulo 5, analisamos pela primeira vez a mistura de feixes paraxiais
elipticos no contexto ndo linear aqui estudado. Consideramos modos Ince-Gauss (IG)
com paridadade definida e modos IG helicoidais, que carregam MAQO. Partindo de uma
abordagem numérica, determinamos a regra de selecao desse tipo de mistura e examinamos
a transicdo entre a mistura de feixes de simetria cilindria (Laguerre-Gauss) e feixes de
simetria cartesiana (Hermite-Gauss) ao alterarmos o pardmetro de excentricidade destes

modos elipticos.
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2 Modos dpticos e efeitos nao lineares

Neste capitulo iremos introduzir os principais conceitos necessarios para o entedi-
mento do objeto de estudo dessa dissertacao: a mistura nao linear por duas ondas de feixes
paraxiais. Com este objetivo, partiremos das Equagoes de Maxwell em condigdes especificas
e demonstraremos o conjunto de feixes paraxiais que sao utilizados ao longo deste trabalho,
sao eles: feixes Laguerre-Gauss (Segao 2.1.2.2), Hermite-Gauss (Segao 2.1.2.2) e Ince-Gauss
(Segao 2.1.2.3). Em seguida, na Segdo 2.2, iremos apresentar a equacao da onda na matéria.
Na Secao 2.3, discutiremos sobre os processos nao lineares relevantes para este trabalho.

Por fim, na Secao 2.4 discorremos sobre a motivacao desse trabalho.

2.1 Equacao da Onda

No estudo da optica, estamos basicamente interessados em saber como quatro
quantidades se comportam e se relacionam, sao elas o campo elétrico E(r, t), a indugao
magnética B(r,t), o deslocamento elétrico D(r,t) e o campo magnético H(r,t). A teoria
fundamental dos campos eletromagnéticos que descreve as relagoes entre estas quantidades
é expressa na forma das Equacoes de Maxwell. No entanto, ao consideramos os campos
eletromagnéticos no vacuo, as quantidades D(r,t) e H(r,t) ndo estdo presentes. Em
futuras segoes iremos considerar os campos eletromagnéticos na matéria e estudar o
surgimento de efeitos nao lineares, mas por agora, buscamos apenas definir os feixes
utilizados ao longo deste trabalho. Dessa forma, iremos restringir nossa discussao aos
fendmenos eletromagnéticos no vacuo e na auséncia de fontes (cargas e correntes). Nestas

condicoes, as Equagoes de Maxwell sao escritas como

V . E(r,t) =0, (2.1
V - B(r,t) =0, (2.2)
V X E(r,t) = —6]3;:’”, (2.3)
V X B(r,t) = eopo OE(r,t) (2.4)

ot
onde gy ¢é a permissividade elétrica e pg a permeabilidade magnética do vacuo.

Maxwell foi o primeiro que notou que estas equagoes possuem solugoes na forma de

ondas que se propagam (MAXWELL, 1864). Esta solu¢ao pode ser demonstrada tomando
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o rotacional das Equacoes 2.3 e 2.4:

0B(r,t
V XV X E(r,t) =V X [— 6(? )1, (2.5)
OE(r,t
V X V x B(r,t) = V X |2 g; >1. (2.6)
Trocando a ordem das derivadas do lado direito ds equagoes acima, temos
0
V XV X E(,t)= —a[v X B(r,t)], (2.7)
0
V X V X B(r,t) = eouoa[v X E(r,t)]. (2.8)
Substituindo as equacoes 2.4 e 2.3, respectivamente, nas equacoes acima,
O*E(r,t
V XV X E(I‘,t) = —Eoﬂoaig’), (29)
0*B(r,t
V x V x B(r,t) = —60,u06g’). (2.10)
Fazemos agora uso da identidade vetorial
V X [V xv]=V[V.v] - V3. (2.11)
Dessa forma, podemos reescrever as equagoes 2.9 e 2.10 como
O*E(r,t
V[V . E(I‘, t)} — V2E<I', t) = —Souoaigﬁ, (212)
O*B(r,t
VIV -B(r,t)] — V?B(r,t) = _50%81(;7)’ (2.13)
porém, devido a auséncia de fontes (Equagoes 2.1 e 2.2), os primeiros termos se anulam,
restando
*E(r, ¢
V2E(r,t) — eouow =0, (2.14)
ot?
’B(r,
V?B(r,t) — eouoaag’) =0, (2.15)

que caracterizam equagoes da onda vetoriais para os campos eletromagnéticos E e B com

velocidade ¢ = 1/,/eopi0.

Como E e B obedecem a equacao da onda vetorial, cada componente de ambos

campos obedecem uma equacao escalar idéntica. Assim, por exemplo, E, obedece a equagao

O?E,(r,t)

2B, (r,t) —
V (I‘, ) Eolto 8t2

=0 (2.16)
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Dessa forma, é possivel resumir o comportamento de todas as componentes dos
campos eletromagnéticos E e B através de uma tnica equacgao da onda escalar,
2
0°U(r,t)
ot?

onde U(r,t) representa qualquer uma das componentes dos campos. Esta aproximagao

V32U (r,t) — goto =0 (2.17)

sO € valida consderando efeitos de polarizacao despreziveis, e um meio linear, isotrépico,
homogéneo e nao dispersivo (GOODMAN, 2005). Todas estas aproximagoes sao validas

em nosso contexto.

2.1.1 Equacao de Helmholtz

Vamos agora restringir nossa discussao para campos ondulatérios monocromaticos.

Para uma onda monocromatica, podemos expressar o campo escalar da seguinte forma:
U(r,t) = A(r) cos(2mwt — ¢(r)) (2.18)

onde A(r) denota a amplitude da onda no ponto r num tempo t e ¢(r) a fase, enquanto w
é a frequéncia dessa luz. Uma forma mais conveniente de escrever esta equacao é utilizando

a notagao complexa. Utilizando-se da identidade de Euler,
e = cos(x) + isin(x), (2.19)
podemos escrever 2.18 como
U(r,t) = Re{u(r) exp(i2mwt)} (2.20)

onde Re{x} significa tomar a parte real da quantidade complexa z, e A(r) é a amplitude

complexa, também chamada de fasor
u(r) = A(r) exp(io(r)) (2.21)

Se a perturbagao U(r,t) representa uma onda 6ptica, ela deve satisfazer a equagao

da onda,
0?U (r,t)
ot?

Como separamos a parte temporal, temos que u(r,t) serve como uma descrigdo adequada

V2U(r,t) — otto = 0. (2.17)

da perturbagao. Substituindo u(r,t) na equac¢ao da onda temos

V32U (r) + K*U(r) =0 (2.22)

2

sendo k = 5F, conhecido como niimero de onda, e A ¢ o comprimento de onda.

Esta equacao diferencial descreve de forma independente do tempo uma pertubacao
ondulatéria escalar e é conhecida como Equacao de Helmholtz. Na proxima secao iremos

discutir como, utilizando a aproximacao paraxial, podemos obter solugoes para a mesma.
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2.1.2 Aproximacao paraxial

A aproximacao paraxial consiste em assumir que o envelope do campo varia
lentamente transversalmente ao longo da sua propagacdao em z. Com isso, buscamos

solugdes da Equacao de Helmholtz para campos U(r) que podem ser escritos como

U(r) = u(r)e™. (2.23)
onde u(r) varia lentamente transversalmente ao longo de z. Aplicando 2.23 na equagao de
Helmholtz (Eq. 2.22), temos:

Ou(r)
0z

V2u(r) + 2ik = 0. (2.24)

Para que esta aproximagao seja valida, é necessario que u(r) varie pouco em relagao a z

na ordem do comprimento de onda, ou seja

ou

— 2.2
A 5 < ul (2.25)
d%u ou

A segunda derivada de u(r) em relagdo a z é, portanto, desprezivel. A equagao 2.24 se

simplifica para a forma
u(r)
0z

onde V2 denota o laplaciano transversal, que muda de acordo com o sistema de coordenadas

V3 u(r) + 2ik

-0, (2.27)

utilizado. A equacao 2.27 é conhecida como equacao paraxial da onda e descreve uma

onda que se propaga de forma altamente direcional ao longo do eixo z.

Dependendo do sistema de coordenadas utilizado para resolver a Equacao 2.27,
diferentes classes de solugoes podem ser obtidas. Nas Secoes 2.1.2.2, 2.1.2.2 e 2.1.2.3,
iremos apresentar tais solugoes para os sistemas de coordenadas retangular, cilindrico e
eliptico, respectivamente. Estas solu¢oes compoem o conjunto de feixes utilizados ao longo
deste trabalho.

2.1.2.1 Modos Hermite-Gauss

A primeira classe de solucoes que iremos apresentar sao os Modos Hermite-
Gauss(HG). Eles sao obtidos a partir da solu¢do da equagdo paraxial da onda (Eq.

2.27) em coordenadas retangulares (x,y). Tais modos sdo expressos por:

22442 i 2?4y? >
HG (2,9, 2) :\F M(m; H, (ﬂx> H, <\/§y> ¢ Wy e k|5 e )}, (2.28)
T Wiz

w(z) w(z)

onde M,,,, ¢ uma constante de normalizagdo. O termo ¥pg(z) = (m+n+1)arctan (z/zg)

é a fase de Gouy, que é uma fase que o feixe adquire ao longo de sua propagacgao e depende
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Figura 1 — Distribuicao de intensidade para modos Hermite-Gauss junto da sua distribuicao
de fase. Aqui, os indices sdo da forma (m,n).

.

do que chamamos de ordem do modo, N, que para o caso de modos HG ¢ da forma

Nug = m + n. w(z) = woy/1 + 2%/22 é o didmetro do feixe. R(z) = 2 (1 +2%/2%) é o

raio de curvatura do feixe. Aqui, wy representa a cintura do feixe, ou seja, seu diametro

1l o™i

minimo. Por fim, zz é o comprimento de Rayleigh, que ¢ a disancia em que a area da

secao transversal do feixe dobra.

A Figura 1 mostra a distribuicdo de intensidade transversal de um conjunto de
modos HG para diferentes indices m e n.
2.1.2.2 Modos Laguerre-Gauss

Apresentados por Allen et. al.(ALLEN et al., 1992), outra classe de solugoes da
equagao paraxial pode ser obtida ao utilizarmos coordenadas cilindricas (7, ¢, z) para
resolvé-la. Tais solugoes levam o nome de modos Laguerre-Gauss(LG), cuja expressao é

dada por

Y 2 2 [ 2
M» l 2r - ~—Vra(2)+e
Gp(r, ¢, 2) ( ) Ll <w2(z)> e Ge |- ] (2.29)

aqui, M,; é uma constante de normalizacao, w(z) e R(z) sao definidos como anteriormente.

Uye = (2p+ |l|) arctan (z/zg) é a fase de Gouy para modos LG. A ordem destes modos ¢é
dada por N = 2p + |l|. Como a fase de Gouy depende dos indices do modo, é de se esperar
que uma superposi¢ao de modos LG mude sua distribuicao de intensidade transversal ao
longo da propagacao, visto que cada modo carrega uma fase de Gouy diferente, que muda

ao longo da propagagao, até que fique estaciondria (para z > z,). Note que estes modos
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Figura 2 — Distribuicao de intensidade para modos Laguerre-Gauss junto da sua distribui-
¢ao de fase. Aqui, os indices sao da forma (p, 1)

3
2

2

2
1,2
1,1

0,
.
010 .

carregam uma fase que depende da coordenada azimutal ¢ e do indice [. Este termo de

fase exp(il¢) é responsavel por criar uma frente de onda helicoidal, cujo sentido de rotacao
¢é dado pelo sinal de [. Em um caminho orientado que engloba o centro, a fase varia de
+27l dependendo do sentido de rotagao. Exatamente em seu centro, a fase é singular, ou
seja, nao podemos associar um valor a ela, visto que é indefinido. Com isso dizemos que
os feixes Laguerre-Gauss carregam singularidades de fase, com carga topoldgica [, que esta
associada a quantidade de momento angular orbital (MAO) que o feixe carrega(ALLEN et
al., 1992). Por outro lado, o indice p corresponde as ordens radiais do feixe e estd associada
ao numero de anéis no padrao de intensidade transversal, como pode ser visto na Figura 2.
Apo6s serem apresentados por Allen et. al.(ALLEN et al., 1992), os feixes Laguerre-Gauss
tém sido de grande interesse da comunidade cientifica e algumas aplicagoes importantes
podem ser citadas, como sua utilizacdo em pingas 6pticas (HE et al., 1995; SIMPSON;
HANNA, 2009; PADGETT; BOWMAN, 2011), transmissao de informagao (GIBSON et
al., 2004; TAMBURINT et al., 2012) e protocolos quanticos (AOLITA; WALBORN, 2007;
D’AMBROSIO et al., 2012), por exemplo. Alguns exemplos de modos LG podem ser vistos

na Figura 2.

2.1.2.3 Modos Ince-Gauss

Uma terceira familia de feixes paraxiais foi apresentada por Bandres et. al.(BANDRES;
GUTIERREZ-VEGA, 2004), que demonstrou que a equagao paraxial da onda também é
separavel num sistema de coordenadas eliptico, resultando nos modos Ince-Gauss (IG).

Observou-se que os modos Laguerre-Gauss com paridade definida e Hermite-Gauss sao
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Figura 3 — Distribui¢do de intensidade para modos Ince-Gauss junto da sua distribuicao
de fase. Aqui, os indices sdo (p, m, o), onde o0 = e, 0 é a paridade do modo.

casos particulares de modos Ince-Gauss, em que este tltimo, além de ter dois indices
que o determinam (p,m), possui um novo parametro, a excentricidade e. Variando este
parametro, podemos recuperar os modos LG ou HG como casos particulares, sendo € — 0

recuperando os modos Laguerre-Gauss, e € — oo recuperando os modos Hermite-Gauss.

Os modos Ince-Gauss podem ser escritos como

2
IG;,,(§,m,€) = C;;y(r?)uo C (i€, €)Cy(n, €) exp [w;(nz)] X exp i lkz + — 5R ke 2)1
(2.30)
Spm , —r?
(G610 = oS, 57 s | | wenwi 1+ g~ vl ]
(2.31)

onde p é a ordem do modo e m esta associado a carga topoldgica do feixe. Aqui, separamos
os modos IG em duas paridades, par (1G;,,) e impar (1G;,,). Cpm € Spm sdo constantes
de normalizagao. C7'(.,€) e SJ'(.,€) correspondem aos polinémios de Ince par e impar,
respectivamente, de ordem p e grau m. Alguns exemplos de modos Ince-Gauss sao mostrados

na Figura 3

2.2 Equacao da onda na matéria

Os resultados desta dissertacao devem-se primeiramente a interacao da luz com a
matéria, que da surgimento a efeitos nao lineares. Portanto, iremos mostrar nesta secao
como estes efeitos surgem. Primeiro, devemos fazer algumas modificagoes nas Equagoes de

Maxwell, introduzidas na Segao 2.1, pois agora estamos considerando a presenca, dentro
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do material, do deslocamento elétrico D(r,t) e do campo magnético H(r,t). As equagoes

tomam a forma

V-D(r,t) = p, (2.32)
V.B(r,t) =0, (2.33)
VxEmﬂ:—mgﬁx (2.34)
Vmew:Mgﬁ. (2.35)

Consideramos aqui um material nao magnético, portanto B = puoH. No entanto, por

estarmos tratando de um material nao linear, temos que D = ¢gE + P, de forma que P

depende nao linearmente da amplitude de E. Podemos agora fazer um procedimento similar

ao da Secao 2.1 e chegarmos a uma equagao de onda para os campos eletromagnéticos na

matéria. Para o campo elétrico, temos

OE(r,t)  OP(r,t)
o Mo

V2E(I', t) = —&plo (236)

Note que obtivemos uma equagao da onda similar a Eq. 2.14, sendo que agora, em
vez do caso homogéneo, temos um termo de fonte associado ao vetor P. A partir de
agora, por simplicidade, iremos considerar o vetor polarizacao e o campo elétrico como
quantidades escalares. Isto incorre em assumir um meio material sem perda, dispersao,
e que a polarizacao responde com o valor instantaneo da amplitude do campo elétrico
(BOYD, 1992). Dessa forma, podemos expandir a resposta da polarizagdo com o campo

elétrico em série de poténcia da seguinte forma

Optica linear Optica Néo-linear
—_———
Pt)=¢co | XVE{) +xPE*(t) + xOE3(t) + ... (2.37)
= PO+ PA#) + PO@#) + ... . (2.38)

Chamamos a quantidade y™ de susceptibilidade éptica de ordem n e ela depende
das propriedades do material em questao. Diversos fendmenos épticos estao associados a
presenca de diferentes ordens dessa susceptibilidade nos materiais. Estivéssemos conside-
rando apenas 6ptica linear, terfamos que Y™ = 0 para n > 2, limitando a polarizacdo a
respostas lineares com a amplitude do campo aplicado. Ao considerarmos susceptibilidades
6pticas de ordens mais altas (n > 2), permitimos o surgimento de diversos fenémenos que
s80 0 objeto de estudo da éptica néo linear. Associados & presenca de y® num material
estao efeitos como geracao de segundo harmoénico, geragdo soma-frequencia, oscilagao
paramética, para citar alguns. A presenca de contribuicao de terceira ordem da susceptibi-

lidade 6ptica dé surgimento a efeitos como geracao de terceiro harmoénico, efeito Kerr e
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espalhamento Raman estimulado (BOYD, 1992). Ao longo do presente trabalho, estamos
apenas interessados nas respostas referentes a contribuicao nao linear da susceptibilidade

éptica de segunda ordem y(?).

2.3 Processos nao lineares de segunda ordem

Vamos aqui considerar £ como sendo a superposi¢ao de dois campos monocromati-

cos de frequéncias wy e wsy
E(t) = E\(t) + Ey(t) = Bye ™" + Eye ™2 + c.c. (2.39)

onde c.c. denota o complexo conjugado do restante da equagdo para garantirmos que E(t)
seja uma quantidade real. Assumindo um material com contribuigdo de segunda ordem da
susceptibilidade 6ptica, x?, temos uma contribuicdo néo linear da polarizacio que é da

forma

PO(t) = g B*(1). (2.40)

Calculando E?(t) da Eq. 2.39, temos que a polarizagao nio linear de segunda ordem é

dada por

P(2) (t) _ 50X(2) (E%e_%wlt + E226—2iw2t + 2E1E26—i(w1+w2)t + 2E1E§6_i(wl_w2)t + C.C.) +
2e0X? (E\E; + EyE3) . (2.41)

Aqui podemos identificar diversos efeitos nao lineares, como geracao de soma-frequéncia
(w1 +ws), geracao de segundo harmoénico (2w;), geragao de diferenca de frequéncia (w; —ws)

e retificagao 6ptica (w; = 0).

2.4 Mistura nao-linear por duas ondas de feixes contendo vortices
opticos

Nesta secao apresentamos a motivagao inicial dos trabalhos que serao apresentados
nos capitulos posteriores. Os resultados que se seguem podem ser consultados em (PE-
REIRA et al., 2017). Os autores consderaram a mistura nao linear por duas ondas de feixes
contendo vortices 6pticos. Os feixes considerados foram os modos Laguerre-Gauss, aqui
apresentados na Secao 2.1.2.2, com carga topoldgica [ inteira arbitraria e modos radiais p
nulos. Observou-se a conservagao da carga topoldgica dos feixes incidentes e o surgimento

de ordens radiais devido a mistura de vortices contendo cargas de sinais opostos.

Iniciemos definindo os campos de interesse U; e Uy, como os campos incidentes

que se cruzam num cristal com resposta nao linear de segunda ordem, e U, 0 campo
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Figura 4 — Diagrama que ilustra o processo de mistura nao linear por duas ondas.

Uy
UQw
BBO U,

no segundo harmonico gerado através da mistura. E possivel expandi-los numa base

ortornormal u,; arbitriria da forma

Ei = Uie kiz— wlt)EA“ (242)
Wi P02
Ui = - S A (7 2), (2.43)
(2 p,l

onde o indice ¢ indica ¢ = 1,2 para os feixes incidentes e ¢ = 2w para o feixe no se-
gundo harmonico gerado a partir da mistura. Temos entao dentro do cristal, os campos

U; obedecem, na aproximacao paraxial, um conjunto de equagdes diferenciais parciais

acopladas
oU; xw? .
VU1+2]€162_ 7U2w2
2
V2 Uy + 2iks aaUQ - X0, (2.44)
z c
o 0Uy, w?
V3 Us + 2ika, =2 = —42 UL U

ao substituirmos a expansao dos campos U; (Eq. 2.42) nas equagoes 2.44, temos que as

amplitudes da expansao seguem o conjunto de equagoes acopladas

dA}

=g S A AL ()
p/ll plllll
dA? " *
= S A AL () (245)
dA

= i3S (M) Al A%

/l/ //l//
Onde introduzimos os parametros

X 203 000

S ey 9.46
g 2\ nyngng, 000 ( )

. RUY

wrr_ Alpprpr
Appryr = R000 7 (2.47)

000

wy 2 1 \*(. 2 * o2

Rpp Ip! = /Up;u (Up/l/> (up”l”) d r, (248)
Aqui, Rﬁ,plp,, é chamada de integral de recobrimento (overlap) de trés modos, e Apl;f;;

de integral de recobrimento normalizada. Até entao a escolha da base ortogonal wu,; foi
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considerada arbitraria. No presente trabalho, os autores optaram por trabalhar com a
base Laguerre-Gauss, restringindo-se aos modos de ordens radiais nulas (p’ = p” = 0).
As amplitudes dos campos da decomposicao da Eq. 2.43 sdo proporcionais a integral de
recobrimento e, com isso, ela possui um papel central nesse tipo de mistura nao linear. A
partir da mistura de U; e U, a integral de recobrimento seleciona os modos que surgirao
campo do segundo harmonico, Us,,. Em geral, a mistura dos campos gera uma superposicao
de modos neste campo. Os autores calcularam analiticamente esta integral considerando
modos LG de ordens radiais nulas, e, para misturas feixes com vortices que co-rotacionam
(I"-1" > 0), temos

anled (o) + i)

2.4
T 249

ll/ll/
ApOO = O 41

para p = 0 e zero para os outros casos. Aqui, §, = (wa,/ wu)2 foi utilizado para simplificacao
dos termos. Observa-se que d; 1 age como um filtro, selecionando apenas o modo que
obedece a conservagao do momento angular orbital (I =’ +{"”) e nenhuma ordem radial
adicional é criada, ja que Aﬁ(')lou se anula para p > 0. Um fendmeno mais interessante surge

quando consideramos feixes incidentes com cargas topolégicas de sinais opostos (I’ - I < 0)

—1)P | g)lel e
P—p\plp+ [+

ll/l//
APOO — 6l’ll+l//( (2.50)
para p < P e zero para os outros casos. Neste caso, P = min(|l'|,|l”|). Ou seja, aqui,
ordens radiais podem surgir no campo Us, a partir a mistura de campos de ordens radiais
nulas e vortices que contra-rotacionam. Este é um interessante resultado que mostra o
acoplamento entre diferentes graus de liberdade (angular [ e radial p) que surge devido a

mistura nao linear.

Nos proximos capitulos mostraremos resultados para o estudo desse tipo de mistura,
generalizando para modos LG de ordens radiais ndo nulas e [ fracionario (Capitulo 3).
No Capitulo 4, utilizaremos como base os modos Hermite-Gauss e feixes de entrada que
sao uma superposicao destes modos. Com isso, faremos o processo inverso: especificando
Us,,, quais seriam os modos dos feixes de entrada? No Capitulo 5 tomaremos como foco o

estudo dessa mistura nao linear considerando modos Ince-Gauss como feixes de entrada.
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3 Mistura nao-linear de feixes Laguerre-Gauss

Neste primeiro capitulo de resultados desta dissertagao, apresentamos uma gene-
ralizagdo da mistura nao linear por duas ondas de modos Laguerre-Gauss. Na secao 3.1
introduzimos o estudo da mistura nao linear de modos LG contendo carga topologica
inteira arbitraria e ordens radiais p nao nulas, discutindo suas implica¢oes. Na secao
3.2 apresentamos os resultados para a mistura nao linear de modos LG contendo carga
topoldgica fraciondria, e, assim, realizando uma analise do nascimento do vortice e de

ordens radiais através do processo nao linear ja apresentado anteriormente.

3.1 Mistura nao linear de modos Laguerre-Gauss de ordem radial

nao nula

Nos capitulos anteriores, apresentamos a base tedrica necessaria para compreender-
mos resultados dessa dissertacao. Na sec¢ao 2.4 introduzimos o conceito de mistura nao
linear por duas ondas de feixes Laguerre-Gauss contendo vértices épticos e ordens radiais
nulas (PEREIRA et al., 2017). Aqui, faremos uma extensao deste trabalho, levando em
conta ordens radiais nao nulas e suas implicagoes. De forma geral, nas futuras secoes,
especificando os modos de entrada, buscamos encontrar uma regra de sele¢cdo que nos
diz como que o resultado da mistura nao linear depende desses modos de entrada. Ou
ll/l’/
p'p
iniciais, que neste caso sdo (U; = LG,y e Uy = LG,y ). Tendo obtido o campo gerado Us,,

seja, devemos resolver a integral de overlap normalizada A’ , considerando certos modos
propagamos até a zona de Fraunhofer, obtendo assim a sua distribuicao de intensidade no

campo distante.

Para nossos resultados experimentais apresentados nessa dissertacgao, utilizamos
o arranjo experimental da Figura 5. Utilizamos um laser de Ti:Sapphire pulsado com
comprimento de onda centrado em 780 nm. Utilizamos a combinacao de uma placa de
meia onda (HWP) e divisor de feixes (beam splitter) polarizado (PBS) de forma a controlar
a intensidade do feixe que ilumina o modulador espacial da luz (sigla MEL, ou SLM, em
inglés), que controla apenas a fase. Lentes L1 e L2 de comprimentos focais fr; = 30 mm e
fr2 = 100 mm, respectivamente, funcionam como um telescépio, expandindo a largura do
feixe gaussiano inicial com o intuito iluminar uma area maior no MEL. Ao longo deste
trabalho, utilizamos luz estruturada e, para estrutura-la, ou seja, molda-la a ter certas
propriedades (principalmente amplitude e fase), utilizamos o MEL. Os modos apresentados
na introducao sao definidos por uma distribuicao especifica de amplitude e fase, como

pode ser visto nas equagoes 2.29, 2.28, 2.30 e 2.31. Existem diversos tipos de moduladores
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Figura 5 — Arranjo experimental utilizado para realizacdo da mistura nao linear por duas
ondas. Os comprimentos focais das lentes sao fr; = 30 mm, fr, = 100 mm,
fus = fua = 1000 mm e fi5 = 300 mm. SLM - Spatial Light Modulator
(Modulador Espacial da Luz, MEL). HWP - Half-Wave Plate (Placa de Meia
Onda). PBS - Polarized Beam Splitter (Divisor de Feixes Polarizado). PH -
Pin-hole (Filtro Espacial). M - Mirror (Espelho).
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espaciais da luz, mas eles se dividem, principalmente, entre moduladores de intensidade e
moduladores de fase. O primeiro funciona como um filtro que controla transversalmente a
amplitude do feixe. O segundo permite controlar a fase da luz, ou seja, a fase da ondulagao
monocromatica do feixe incidente, fazendo-a adiantar ou atrasar em seu ciclo de oscilagao.
Para construir nossos modos desejados, deveriamos utilizar um modulador espacial da luz
de combina esses dois niveis de controle, de amplitude e fase. No entanto, o tltimo tipo de
MEL, aquele que s6 controla a fase, é muito mais comum e versatil. Através da construcao
de méscaras de fase bem especificas, é possivel controlar tanto amplitude como a fase da
luz que incide nele. A construcao dessas méascaras de fase é um problema tao relevante
para a éptica que este tipo de estudo faz parte de uma subarea da mesma: Holografia.
Ao longo dos anos diversos métodos foram propostos para utilizar um MEL de fase e
estruturar amplitude e fase de um feixe (FORBES; DUDLEY; MCLAREN, 2016; SONG et
al., 2012; ARRIZ6N; LLAVE, 2002). Devido a sua praticidade e eficiéncia, neste trabalho
utilizamos o método da fase dupla (HSUEH; SAWCHUK, 1978), que consiste em separar
a imagem que forma o holograma em um formato de tabuleiro como indicado na Fig. 6.
O procedimento por tras deste método é bem direto. Tem-se o campo complexo a ser

codificado com amplitude A e fase ¢. Define-se a quantidade
Y =cos ! (A), (3.1)

e cria-se duas mascaras complementares em formato de tabuleiro (casas claras = 1, casas
escuras = (). Multiplica-se os tabuleiros pelo fator de fase exp{i (¢ £ 1)} e o resultado da
soma dos tabuleiros complementares é o holograma que codifica A e ¢. Experimentalmente,
a eficiéncia da conversdao da luz incidente no campo desejado sera sempre < 1. Boa parte

da luz nao sera modulada e ira interferir com o campo desejado. Para contornar este
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Figura 6 — Algoritmo para gerar holograma utilizando o método da fase dupla (HSUEH;
SAWCHUK, 1978)

—-— e o = = == P

Com carrier

problema, adiciona-se uma fase linear ao campo desejado da seguinte forma

U = A . gilaathy) (3.2)
S—~— —— ’
campo codificado no holograma campo desejado fase linear(carrier)

com « e [ sendo nimeros a serem determinados experimentalmente. Este fator de fase
fard com que o campo desejado apareca na primeira ordem de difracao do feixe refletido

do MEL. Utilizando um filtro espacial (pinhole) podemos bloquear a luz indesejada.

Utilizando o método de fase dupla (HSUEH; SAWCHUK, 1978), aplicamos um
holograma de fase no MEL que modula a amplitude e fase de uma superposicao dos feixes
iniciais U; e Uy com uma diferenca de fase linear entre eles, construindo, assim, dois feixes
iniciais que se separam ao longo da propagacao por terem vetores de onda diferentes.
Esta é uma caracteristica importante de nosso setup que o distingue de setups anteriores
propostos para realiza¢ao experimental dessa mistura nao linear(ROGER et al., 2013).
Como vimos anteriormente, é necessario que haja o casamento de fase entre os feixes
incidentes para que ocorra a mistura nao linear por duas ondas e, por usarmos um laser
pulsado, isto implica que os pulsos de cada feixe devem chegar em fase na face do cristal.
A solugao mais comum para gerar dois dois feixes a partir de um tnico bombeamento
laser ¢ separa-los usando um divisor de feixes, iluminando separadamente duas janelas no

MEL, e fazendo o ajuste dos pulsos utilizando um suporte mével com espelhos em um dos



Capitulo 3. Mistura ndo-linear de feizes Laguerre-Gauss 27

feixes. Aqui, eliminamos esta necessidade utilizando apenas uma iluminacao no MEL e
gerando uma superposicao dos dois feixes, que se separam ao longo da propagagao, com
isto, garantimos que o casamento dos pulsos de forma mais simples. Apés o MEL, temos
uma lente L3 (fL3 = 1000 mm), que focaliza o feixe refletido, para que, com o auxilio
do filtro espacial PH, possamos selecionar a ordem de difragdo que contém U; e Us. A
lente L4 (fry = 1000 mm) focaliza ambos feixes no cristal nao linear de Borato de Béario
(BBO) do tipo II, com dimensoes 10x10x3 mm. Utilizamos uma placa de meia onda (HWP)
para rotacionar a polarizacdo dos feixes incidentes otimizando-os para maior eficiéncia
no processo da mistura de ondas. Apds o cristal, temos um filtro espectral que permite
apenas a passagem do feixe no segundo harménico. No foco da lente L5 (fis = 300 mm)

capturamos a distribui¢do de intensidade na zona de Fraunhofer com um detector (CCD).

Agora, vamos analisar a regra de sele¢do advinda da integral de overlap normalizada

Agplp,, para dois feixes LG contendo cargas topoldgicas I’ e I” e ordens radiais nao nulas p/

ep.
A integral de overlap normalizada para voértices que co-rotacionam (I -1” > 0) e

ordens radiais p’ e p”, respectivamente, interagindo dentro do cristal nao linear é

p” u| z” N/ / 1 1\
e +m p-p (p + |l |> (p + |l |)
App p T = 041 Z Zf J plp+ I +1"))!

y (=)™ (m 4+ n)!(|I' + "] + m +n)!
il — 7 — 0]+ (] im0 — )

m=0n=0

(3.3)

para p < p'+p” e zero caso contrario. Aqui, £ = (ws,/ wj)Q. Podemos inferir que, para feixes
com a mesma helicidade, o feixe Uy, no segundo harmoénico vai obedecer a conservacao
de momento angular orbital (I = I’ 4+ 1”) e gerar um ntimero de anéis até a soma das
ordens radiais dos feixes incidentes (p’ e p”). Naturalmente, se os feixes incidentes tiverem

p' = p” =0, ordens radiais nao sdo criadas com a mistura.

Por outro lado, se vértices que contra-rotacionam (I’ - 1" < 0) forem utilizados como

feixes incidentes, a integral de overlap normalizada toma a forma

N Z zn:g 17 JP’W"(P + )" + |17])!

(p + [+ )]
(=)™ TP (P +m+n)!(JIl +1"| + P+m+n)!
minl(p/ —m)!(p” — )|V + m)! (1] + n)/(P +m +n —p)!’

m=0n=0

(3.4)

para p < P+ p + p” e zero caso contrario. Neste caso, P = min (||, [I”|). Agora, para
feixes com helicidades opostas, modos radiais p sao gerados a depender do valor das cargas
topoldgicas dos feixes incidentes. Mais especificamente, sao geradas ordens radiais até
a soma do valor minimo entre |I'| e |I”| e as ordens radiais dos feixes incidentes (p/, p”).
E interessante notar que o nimero de anéis na zona de Fraunhofer depende dos indices

radiais dos feixes incidentes. Se p’ = p” = 0, entdo devemos observar um P anéis adicionais,
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Figura 7 — Distribuigao de intensidade tedrica (esquerda) e experimental (direita) na zona
de Fraunhofer para vértices que co-rotacionam.
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como reportado em (PEREIRA et al., 2017). No entanto, uma andlise mais cuidadosa

deve ser feita ao considerarmos ordens radiais ndo nulas.

Analisando as regras de selecao advinda da integral de overlap normalizada descrita
pelas Equagoes 3.3 e 3.4, é claro que o niimero de anéis adicionais, na zona de Fraunhofer,
do feixe no segundo harmonico Us, é diretamente dependente das ordens radiais p’ e
p” também. Mostramos nas Figuras 7 e 8 as distribui¢oes de intensidade tedricas e
experimentais para as misturas nao linear de dois modos LG U e Us, com indices (I'; p')’
e (I";p")", respectivamente. Os tltimos indices (I;p) indicam a superposigao gerada no
campo Us,. Figura 7 corresponde aos resultados para mistura feixes LG com vortices que

co-rotacionam (I’ - I > 0). Resultados tedricos sao mostrados na primeira coluna, e, na
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segunda coluna, os resultados experimentais. Para os resultados tedricos, utilizamos a
Equagao 3.3 para calcularmos a superposicao do campo gerado Us,,, propagamos até a
zona de Fraunhofer e obtivemos sua distribuigao de intensidade. Utilizamos aqui ordens
radiais nao nulas nos feixes incidentes. Comparando as Figuras 7 (a,b) e (c,d), observa-se
que, mesmo que a superposi¢ao gerada seja contenha os mesmos modos (I = 3,p =0, 1),
os padroes de intensidade de campo distante sao diferentes. Neste caso, temos ' # [”
e trocamos apenas o valor de p’ por p”, obtendo dois padroes de insnteidade diferentes,
com a mesma superposi¢ao de modos. Nas Figuras 7 (e,f) e (g,h), realizamos a mesma
troca de p’ por p”, mas neste caso I = 1" e obtivemos padroes de intensidade sao iguais.
Isto se deve ao fato de que, ao realizarmos esta troca com I’ # [”, embora tenhamos a
mesma superposicao de modos, o termo interno aos somatorios da Equacao 3.3 atribui

pesos diferentes aos modos, enquanto no caso I’ = [”, estes pesos sao iguais.

A Figura 8 corresponde aos resultados para mistura de vértices que contra-
rotacionam (' - [” < 0), onde p < P + p’ + p”. Novamente, os resultados teéricos e
experimentais sao mostrados nas colunas esquerda e direita, respectivamente, seguindo a
notagao (I'; p'),(I";p")", (I; p) denotando os indices dos feixes Uy, Uy e Us,, respectivamente.
Para mistura de vortices que contra-rotacionam, ordens radiais adicionais sao geradas
além da soma das ordens dos feixes incidentes. Para Figura 8 (a,b), temos que a mistura
(2;0)" e (—=1;1)"” gera uma superposicao de modos radiais p < 2, onde esperarfamos 2
anéis (além do anel central da carga topoldgica), e é observa-se neste caso. Por outro
lado, ao trocarmos p’ por p”, o nimero de anéis decresce. Como no caso para vortices
ll/l”
pp'p
da mesma superposicdo. Isto significa que cada feixe adquire uma fase diferente ao longo

co-rotacionando, esta troca p’ <> p” com I’ £ ["” atribui pesos diferentes A’ aos modos
da propagacao, onde alguns anéis podem ser aniquilados. Para o caso em que I’ = [” isto

nao acontece, ja que a distribuicao de pesos entre os modos ¢ igual.

Os resultados desse trabalho sao tuteis para um melhor entendimento da criagao
de mais alta ordens radiais no processo de mistura por duas ondas. O controle preciso
da superposicao dos campos é um requerimento importante para aplicagoes tais como
medi¢oes de momento angular orbital, pingas épticas e propocolos de comunicagao, por

exemplo.

3.2 Mistura nao linear de modos Laguerre-Gauss com carga fracio-
naria

Até entao apresentamos os feixes Laguerre-Gauss e mostramos que eles possuem
um termo de fase azimutal exp (il¢), responsavel pela carga topologica [, considerando
possiveis apenas valores inteiros de [. Berry et al.(BERRY, 2004) generalizou, teoricamente,

esta nocao de carga topologica para valores de [ reais. Ele mostrou o surgimento de vortices
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Figura 8 — Distribuigao de intensidade teédrica (esquerda) e experimental (direita) na zona
de Fraunhofer para vértices que contra-rotacionam.
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se da quando o valor da carga topologica passa por valores semi-inteiros. Aqui, estendemos
o estudo até entao apresentado da mistura nao linear de feixes LG para valores de carga
fracionarios. Com isso, almejamos mostrar o surgimento do vértice e de ordens radiais no

processo de mistura nao linear por duas ondas.
Nao analisamos aqui o caso em que os vortices co-rotacionam (I’ -1” > 0), pois o
surgimento das ordens radiais adicionais p é independente das cargas topolégicas ' e I” | e

dependem apenas das ordens radiais dos feixes incidentes p’ e p”, portanto nenhum efeito

interessante surge ao considerarmos [’ e [” fracionarios.

Para vortices que contra-rotacionam (I’ - [” < 0), a mistura nao linear de feixes
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Figura 9 — Distribui¢ées de intensidade tedrica e experimental na zona de Fraunhofer
mostrando passo a passo o surgimento de um vortice.

I'=05,p =0 , I'=15p =0
I =—05,p" =0 Experiment I = —0.5,p" =0

LG carregando cargas fraciondrias ', l”, ordens radiais p’, p”, segue uma regra de selecao
b ) b )

similar ao caso para [’,[” inteiros

1 p p” M+ M_;'_ p/!p”! p/ + U l pl/ + " |
Alll "= (Sl,l’+l” Z ZghQ m£U2 n\l ( | |) ( | D

rp'p plp+ I+ 1")!
(=) P] +m+ ) + | + | P] +m +n)!
minl(p = m)!(p" = )T+ m) NPT+ ) H([P] 4+ n = p)l

m=0n=0

(3.5)

para p < |P| 4+ p' + p” e zero caso contrario. Aqui, nota-se que a fungdo piso | | atua
sobre P.

O nascimento do vértice a partir da mistura nao linear por duas ondas pode
ser observado quando a carga topoldgica de um dos feixes é acrescida suavemente. Em
nosso caso, utilizamos incrementos em [” de Al’ = 0.1. Iniciando de uma mistura onde os
feixes carregam carga topoldgica I’ = 0.5 e I” = —0.5, respectivamente. Inicialmente, o
campo gerado Uy, nao carrega MAO ja que, devido a conservacao da carga topoldgica,
[ =1 +1" = 0. Assim que incrementamos [’, observa-se a partir da Equagao 3.5 e
corroborada com os resultados experimentais, que o feixe resultante Us, ja adquire carga

topoldgica inteira. A Figura 9 mostra resultados tedricos e experimentais deste processo.
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Figura 10 — Distribui¢ao de intensidade (a) experimental, (b) tedrica e padrao de fase (c)
referente a Fig. 11 para [ = 0.4, indicando a presenca de carga topologica
liquida inteira antes de [ semi-inteiro.

1l—n
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Durante o acrescimo da carga topoldgica, observamos a assimetria no padrao de intensidade,

onde a singularidade, que ja surge apds o primeiro passo de I’ + Al’, se move do exterior
para o centro. Como esperado (JESUS-SILVA; FONSECA; HICKMANN, 2012), o campo
gerado Us, na zona de Fraunhofer apresenta carga topoldgica liquida igual a 1. Para
corroborar esta afirmacao, mostramos, na Figura 10 o padrao de fase para | = 0.4, onde
ja podemos observar uma carga topoldgica de forca 1, indicando que os passos da carga
liquida do feixe no segundo harménico ocorre em passos inteiros de I’ + 1" ([I' +1"]), e
nao semi-inteiros ([I' + 1" — 1/2]).

A formagao de anéis também pode ser estudada através da teoria aqui apresentada.
Para feixes incidentes com ordens radiais nulas (p' = p” = 0), a regra de selegdo (Equagao
3.5) nos diz que o surgimento de ordens radiais no processo de mistura nao linear é limitado
ao maior inteiro maior que, ou igual, ao valor minimo entre |I'| e |I”|. Neste caso, iniciaremos
com vértices carregando I’ = 1.5 e I” = —0.5 e sucessivamente decrescendo I de 0.1. Em
cada passo, o campo gerado U,, decresce a carga topoldgica [ e comeca a contribuicao
do anel externo em [” = —1.0. Neste passo, o valor minimo entre as cargas topoldgicas
dos feixes incidentes é igual a 1 e, pela Equacao 3.5, esperamos uma superposi¢cao p com
modos p =0 e p=1. Quando [” = —1.5, a mistura nao linear leva a um campo gerado
Us,, com um anel (referente ao modo p = 1) totalmente formado e carga topolégica nula,
jaque l =1"+1"=0. Aqui, a singularidade caminha do centro para o exterior apds cada
passo. Os resultados tedricos e experimentais deste processo podem ser observados na

Figura 11.
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Figura 11 — Distribui¢oes de intensidade tedrica e experimental na zona de Fraunhofer
mostrando passo a passo o surgimento de ordens radiais adicionais.

I'=15p =0 _ I'=15p =0
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4 Conversao de modos opticos

No presente capitulo iremos apresentar as regras de selecao para a mistura nao
linear de duas para modos do tipo Hermite-Gauss (HG) e Laguerre-Gauss (LG) com
paridade definida. Em seguida, na Secao 4.2, utilizaremos os modos HG como base para
protocolos de conversao de modos e argumentaremos a favor dessa escolha de base em

detrimento da base LG com paridade definida.

4.1 Mistura n3o linear de modos Hermite-Gauss

No capitulo anterior, apresentamos a mistura nao-linear de duas ondas onde os
campos incidentes eram modos LG contendo momento angular orbital e vimos que tal
mistura gera, em geral, uma superposi¢ao de modos p no segundo harmonico que obedecem
a conservagao da carga topolégica da mistura dos campos incidentes (I =1’ + ). Aqui,
tomaremos como foco a mistura de modos HG e LG de paridade definida. Por questoes de
praticidade, optamos por resolver a integral de overlap numericamente. Os modos LG sao

dados pela expressao

LGS (r, 2) :J (1+do ;4)p7i(p +1)! w(lz) (ZE:ZZZZ) <£T)> 1

2 2 e

(4.1)

Na expressao acima, w (z) = woy/1 4 (z/2g)” é a largura do feixe, R = z {1 + (ZR/Z)Q}
é o raio de curvatura da frente de onda e Wy g(z) = (2p+ |I| + 1) arctan (z/zg) é a fase
de Gouy. Como mostrado no capitulo anterior, a mistura nao linear de feixes LG que
carregam MAOQO resulta, de forma geral, em uma superposicdo de modos onde a carga
topolégica é conservada (I =14 1"), junto com a criagdo de ordens radiais p < p/ + p”
para vortices que corotacionam (I - 1" > 0) e p < p' 4+ p” + min (|I'[, |I”|) para vortices de
sentidos opostos (I - 1” < 0). Durante a propagagacao da luz, cada modo adiquire uma
diferente fase de Gouy, que resulta numa diferenca no padrao de intensidade entre o campo
proximo e campo distante, podendo haver uma diferenga no niimero de anéis entre estes
padroes. No entanto, os modos LG de paridade definida apresentam um comportamento
diferente. O campo gerado da mistura de modos LG paridades o', 0”, respectivamente,

cargas topologicas I, 1" e ordens radiais p’, p” é dado por

N-—1
2
O'/ o.// o pp/p// o
LGp’l/ * LGp//l// — Z Z All/l” LGpl7 (42)
=0 L={JV "], |V +1"|}
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Theory Experiment
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Figura 12 — Distribuicao de intensidade tedrica e experimental para o feixe Uy, gerado a
partir da mistura por duas ondas de modos Laguerre-Gauss. Aqui, os feixes
de entrada sao (a) U; = LGS, e Uy = LGY,, (b) U; = LGS, e Uy = LG{,,
(c) Uy = LG}, e Uy = LGY,. A associada superposicao de modos gerada ¢é
ilustrada nos histogramas da coluna central.
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onde 0 = mod (o' +0”,2) and N = N' + N" = 2(p' + p") + ' + I". Isto significa que
esperamos um campo gerado consistindo de uma superposicao de modos p até o valor
méximo de p permitido pela soma das ordens (N = N’ + N”). A integral de overlap é
responsavel por distribuir os pesos referentes aos possiveis modos LG gerados por esta
mistura. Adicionalmente, se a paridade dos modos incidentes forem iguais (diferentes),
a superposigao resultante contém modos LG de paridade par (impar). Note que, como
buscamos comparar os modos HG aos modos LG na mistura nao linear de duas ondas, usar
feixes LG que carregam MAO nao é uma boa escolha neste contexto, ja que a presenca de
OAM introduz graus de liberdade adicionais, que os modos HG nao possuem. No entanto,
modos LG de paridade definida e modos HG compartilham os mesmos graus de liberdade,

fazendo-os uma boa escolha no contexto aqui discutido. Consideremos agora os feixes



Capitulo 4. Conversao de modos dpticos 36

incidentes como sendo modos HG, que sao dados pela equagao 2.28

HGn (7, y, 2 \[TMM ( (2)> Hn <@f(_$> (2.28)

2 2
ik {g; \I/Hg(z)}
©)
X e ( )e ,

onde a largura do feixe w(z) e o raio de curvatura R(z) sdo definidos da mesma forma que
para modos LG. A fase de Gouy neste caso é dada por ¥yg = (m + n + 1) arctan(z/zg),
e a constande de normalizacao M,,, = \/27(m+7) /mlnl. No caso da mistura nao linear de
dois modos HG que carregam indices m’,n’ e m”,n”, o feixe resultante obedece a expressao
(ALVES et al., 2018)

m/+m// n/+n/
Il
HGm/n/ . HGm"TL” = Z X Z A:;Znnm//HGmn (43)
m= mod (m’+m’”,2) n= mod (n'+n",2)

Na expressdo acima, o indice m corre por valores pares, se mod (m' + m”,2) = 0,
ou valores impares, caso mod (m' +m”,;2) = 1. O mesmo ¢é valido para o indice n.
Considerando similaridades das equagoes 4.2 e 4.3, seria de se esperar um comportamento
similar dessas misturas independentemente da escolha do tipo de modo. No entantno,

quando analisamos a integral de overlap APPP para estes casos, a diferenca entre os modos

ac’a
HG e LG fica clara. A Figura 13 (a) ilustra a mistura de U; = HGg; e Uy = HGyg gerando
Us, = HGy;. Na Figura 13 (b), através da mistura de Uy = HGyg e Uy = HGy1, 0 modo
Us,HGop revela-se como modo dominante da superposi¢do. Na Figura 13 (¢), o modo
Us,, = HGay surge como dominante através da mistura de U; = HGy; and Uy = HGo;. Os
histogramas mostram que, para a mistura nao linear de modos HG, o modo dominante
da superposicao resultante é sempre aquele que carrega os incides m = m’ + m” and
n =n'+n". O mesmo nao ocorre com a mistura nao linear de modos LG. Neste caso, o
modo dominante pode ser qualquer um dentro dos indices permitidos pelo somatoério da
expressao 4.2. Na proxima segao sera mostrado como que a escolha dos modos HG como
base para mistura nao linear favorece a conversao de modos 6pticos de diferentes sistemas

de coordenadas, ja que a escolha dos modos incidentes pode ser feita com maior facilidade.

4.2 Conversio de Modos Opticos

Vimos na se¢ao anterior como prever o modo dominante de uma mistura nao linear
de modos HG. Este carrega indices que sdo a soma dos indices dos modos misturados
(m =m'+m" n=n'+n"). Partindo disso, iremos entdo buscar formas de misturar tais
modos com o objetivo de controlar os modos dominantes que aparecerao no feixe resultante

Us .

Aqui, em vez de utilizarmos um tinico modo como feixe incidente, uma superposicao

de modos HG é considerada. Isto significa que podemos escrever campos incidentes



Capitulo 4. Conversao de modos dpticos 37

Theory

ﬁ” Experiment
(a)

'

N W

—_

(=}

0o 1 2
n-

0o 1 2
!- o
0o 1 2

Figura 13 — Distribuicao de intensidade tedrica e experimental para o feixe Us,, gerado a
partir da mistura por duas ondas de modos Hermite-Gauss. Aqui, os feixes
de entrada sdo (a) Uy = HGg; e Uy = HGyy, (b) Uy = HGyg e Uy = HGyy,
(¢) Uy = HGyy e Uy = HGg;. A associada superposi¢do de modos gerada é
ilustrada nos histogramas da coluna central.

f==) [ [V} w >~ i

Ul = Z{m’n’} am’n’HGm’n’ € U2 = Z{m”n“} am”n”HGm”n” para COIljllIltOS {m/n,} € {m”n”}
especificados, com pesos a,,pn € B associados aos modos dessa superposicao. A mistura
nao linear de duas ondas de uma superposicao de modos, como aqui apresentado, pode ser
visto como a superposicao de uma mistura dos modos individuais, obedecendo a regra de

associatividade, por exemplo

(aHG nyny + WHG 1,0, ) X cHG i, = ac (HGoyny, X HGogng) + 0¢ (HGon, X HGongns)
(4.4)
onde X denota o processo de mistura nao linear de duas ondas. Esta propriedade segue

diretamente da distributividade integral de overlap,

2 o+ ) (ue) = [ 02 (o) (i) + 05 1) (i) - 09
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Os modos IG, LG e HG formam bases ortornormais, e a decomposicao destes
modos nas diferentes bases é possivel. Por exemplo, utilizando como base os modos HG,
podemos expandir o modo IG5, em termos de HGyy e HGgo. A conversao de modos aqui
proposta consiste em incidir superposi¢oes de modos Uy e U, de tal forma que sua mistura
nao linear U; x Uy gere um campo Uy, cuja superposi¢ao tenha como modos dominantes

a decomposicao de um modo IG ou LG na base HG.

4.2.1 Conversao para modos de paridade definida

Utilizando-se da dominancia do modo de maior ordem na mistura nao linear de
modos HG, devemos escolher cuidadosamente a superposi¢ao incidente em cada feixe U,
e Uy que explora esta propriedade. Por exemplo, o modo IG5, se decompde na base HG
termos de HGog e HGgy. Para que esta superposicao seja dominante em U,,,, devemos
escolher os campos incidentes como U; = a10HG1g + agtHGo1 € Us = B10HG1g + Bor HGor
com Pesos Wy € B & serem determinados. Para entendermos como calcular estes
pesos, vamos analisar cada paridade separadamente. Primeiro passo é expandirmos o modo
desejado na base HG. Usemos aqui IG5, como exemplo para modos de paridade impar.

Tal modo é expresso na base HG da forma
IG5, = A-HGy; + B - HGgs, (4.6)

com constantes A e B que dependem do pardmetro de excentricidade ¢ do modo. Com o
intuito de gerar esta combinagao de modos no campo gerado da mistura, podemos escolher

como modos incidentes

Ur = aHGay + ap2HGg, (4.7)
Uy = B HGo1, (4.8)

com constantes asg, gy € By a serem determinadas. Para determiné-las iremos assumir
que a mistura dos modos consiste apenas em um unico modo de maior ordem (m =

m' +m” ;n=n"+n"). Assim, o campo gerado é dado por
_ 101 321
Usw = 20801 A290HGoa1 + ag2801 AggoHGos- (4.9)

[gualando Eq. 4.9 a Eq. 4.6, temos entao um sistema linear pros pesos

OzQO/B()lA%g(l) = A, (410)
QogﬂolAggé = B, (411)
com uma possivel solucao sendo
A B
Q20 = o7 02 = 597> Po1 = 1. (4.12)

A220 000
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Figura 14 — Distribuigoes de intensidade exatos para os modos IG (a,d,g) comparados
com os resultados tedricos (b,eh) e experimentais (c,f,i) para feixes modos de
paridade par e impar.

Exact Theory Experiment
IG$, 1
©

Este prodecimento pode ser facilmente generalizado para qualquer modo de paridade

impar escrito na base HG:

IG), = > mnwHGm, (4.13)
{m/n’}
com feixes de entrada
Ul = Z O[m//n//HGm//nH, (414)
{m//n//}
U2 = HG01 ou U2 = HGlo, (415)
€ pesos
3 __Qmw (4.16)
m/ln// p— A’;"Ln’l;,;l’)’};/n// . .

Para modos com paridade par, usemos 1G§, como exemplo. Tal modo ¢é escrito na base

HG da seguinte forma

IGZQ - A : HG40 + B : HGQQ + C . HG04, (417)
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Figura 15 — Distribuigoes de intensidade exatos para os modos LG (a,d,g) comparados
com os resultados tedricos (b,eh) e experimentais (c,f,i) para feixes modos de
paridade par e impar.

Exact Theory Experiment
LG§; 1

onde A,B e C sao constantes reais que dependem do parametro de excentricidade € do
modo. Nesse caso, para que os modos dominantes da mistura sejam os mesmos da Eq.

4.17, devemos escolher como feixes de entrada

U1 = CVQ()HGQO + CY()QHGOQ (418)
U = BaoHGog + Bo2HGo2, (4.19)

com constantes awg,o2,020 € Po2 a serem determinadas. O campo gerado desta mistura,

considerando apenas os modos dominantes, é da forma

Usey = a0B20A\99HG o + o0 B2 A39aHGap + g2 B20A509HGan + g2 B2 Agaa HGos.  (4.20)

Podemos agrupar os dois termos de HGoy j& que A292 = A22). e entdo temos
220 2025

Usy = o020\ )99 HG 0 + (20802 + t2820) o9 HGoz + a2 B2 AgaaHGo4. (4.21)
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Igualando as Eq. 4.21 e 4.17, temos o seguinte sistema linear

0[20520/\2(2)(2) = A (422)
(20802 + 02820) N30 = B, (4.23)
O(()QB()QA%%% =C. (424)
(4.25)
Uma possivel solucao é dada por
B/A3S + \/(B/A3R)” — 4AC/ABALSE
Qg = 1, ap2 = 000 ) (4.26)
2A/A9%
A C
_ — . 4.27
0= o A 20

Selecionamos dois grupos de trés modos diferentes com paridade definida para
realizarmos a conversap. Os resultados para as conversoes de HG para IG e LG podem
ser vistos nas Figuras 14 e 15, respectivamente. A primeira coluna mostra o padrao de
intensidade analitico obtido através da expressao do modo, seja IG ou LG (Equagoes 2.29,
2.30, 2.31 respectivamente). A segunda coluna mostra o resultado tedrico que representa o
campo distante do feixe gerado Usw, que é calculado utilizando a integral de overlap e
assumindo apenas a existéncia dos modos dominantes da mistura. A terceira coluna mostra
os resultados experimentais. Utilizamos o arranjo experimental da Figura 5 e detalhado na
Secao 3.1. Os pesos da mistura incidente foram calculados de acordo com o procedimento

detalhado nesta secao e podem ser vistos na tabela 1.

A esfera de Poincaré na Figura 17 é uma visualizagao interessante para entendermos
conversoes de modos e a relagdo entre diferentes bases de modos paraxiais. Ao variarmos a
excentricidade do modo IG, ele percorre esta esfera transitando continuamente entre um
modo HG e um modo LG. Aqui, consideramos a conversao de modos HG para o modo
IGY, (Eq.4.17) com parametro de excentricidade e. Mostramos na equagao 4.26 que para
esta conversao é possivel encontrarmos uma mistura U; x U; com pesos apropriados que
compensem a integral de overlap. Dessa forma, realizamos a medida de diversos pontos
da esfera de Poincaré deste modo para mostrarmos a transicao entre um modo HG e
um modo LG, como pode ser visto na Figura 16. A Figura 16 mostra, teoricamente
e experimentalmente, a distribuicdo de intensidade do campo gerado Us,,, na zona de

Fraunhofer, para valores discretos de excentricidade entre 0 e 1000.

4.2.2 Conversdo para modos contendo MAO

A conversao de modos HG em modos IG ou LG com paridade definida, ndo carrega
MAQO. Isto porque modos que carregam MAQ, sdo uma superposicao de paridades diferentes

(par e impar) com uma diferenca de fase de exp{(im/2)} entre elas. A Figura 18 mostra
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Figura 16 — Distribuicao de intensidade do campo distante para valores discretos do
parametro de excentricidade do modo IGY,. Aqui mostramos a transi¢ao entre
os modos HG e LG ao variarmos este parametro

Theory

Figura 17 — Esfera de Poicaré para o modo I1G§, na base Hermite-Gauss (HG). Os pontos
indicam os diferentes valores de excentricidade da Fig. 16.

HGoy

um conjunto de feixes IG e LG contendo MAO, que resultam de uma mistura nao linear

de modos HG. Os feixes incidentes levam em conta a diferenca de fase necessaria para



Capitulo 4. Conversao de modos dpticos 43

Figura 18 — Distribuigdes de intensidade exatos para os modos LG (a,d) e IG (g,j) compa-
rados com os resultados teéricos (b,e,h k) e experimentais (c,f,i,]) para feixes
carregando MAO.

Exact Theory  Experiment

(b) ©

as combinar diferentes paridades em um feixe que contém MAQO. Os pesos desta mistura
podem ser consultados nas tultimas quatro linhas da tabela 1. Note que os resultados
experimentais e tedricos para o modo LGy da Figura 18 nao concordam com o mesmo
grau de fidelidade que o restante. Isto deve-se ao fato de que o sistema linear para os
pesos da mistura nao possui solugao (consultar Sec¢ao 4.3). No entanto, mesmo nao sendo
possivel obter precisamente o modo desejado, o campo gerado Us, ainda possui certo
grau de similaridade com o modo dejado e carrega MAQO. Para provar esta afirmacao,
medimos a carga topolégica dos feixes no segundo harmonico através do método de lente
inclinada(VAITY; BANERJI; SINGH, 2013). Na Figura 19 mostramos as distribuigoes de

intensidade para os feixes da Figura 18, que carregam MAQO, onde a carga topoldgica é
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Figura 19 — Distribui¢do de intensidade na zona de Fraunhofer para feixes carregando
MAO referente aos modos (a)LGog,(c)*LG12,(e)IGoy e (g)*1Gs;, junto da
medida da carga topolégica através do método da lente inclinada (b), (d),
(f) e (h), respectivamente. Modos marcados com * denotam aqueles no qual
nao é possivel encontrar uma solugdo para o sistema linear dos pesos (v, €
Bmme) que compensa a integral de overlap inerente a mistura nao linear de
duas ondas

OAM Beam Tilted Lens OAM Beam Tilted Lens 1

b) o <c>. (d) i
N »
(£) (2) (h)
AN y ‘s K I
0

igual a0 nimero de maximos dos lobulos centrais menos um.

Tabela 1 — Tabela com os modos de entrada U; e U, utilizados no processo de mistura
nao linear por duas ondas para realizacao conversao de modos 6pticos. Modos
indicados com * sao aqueles que nao podemos encontrar um conjunto de pesos
apropriados que compensem a integral de overlap (Consultar Segao 4.3).

Mode U, U,

IGS, HGp + 0.486HGo; 3.892HG o — 1.892HG,;
IGY, HGyy — 0.155HG —12.000HG9y — 25.843HG
IG5, | 2.072HGyy + 4.460HGs HGo;

LG, HGio + HGg; HGiy — HGy,

LG, HGyo + HGog HGyo — HGp2

LGY, HGy + HGop HGo,

LGg2 HGp — 1.017¢:HG, —2.828HG g + 2.779iHG;
*LG12 HG20 + HG02 HG20 — HG02 — iHGQQ
1Goy HGyy — 1.267tHG, —3.892HG1 + 0.726:HGq;
*1Gsp | 2.859HGog + 0.983HGgs 1.577tHG19 4+ 2.405HG¢;

4.3 Limitacoes do método

Aqui iremos discutir as limitagoes do método apresentado nas Segoes 4.2.1. Estamos
interessados em saber para quais casos de misturas U; e U; nao é possivel encontrarmos
expressoes para os pesos além do caso trivial. Diferentemente da mistura que gera modos

impares, nem sempre podemos encontrar uam combinagao U; e Us cujo campo gerado
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Us,, possui os modos dominantes desejados. Tomemos IGg, como exemplo. Tal modo se

decompoe na base Hermite-Gauss da seguinte forma
I1GG, = A-HGgo + B - HGyp + C - HGyy + D - HGg, (4.28)

em que A, B,C e D sao constantes reais que dependem do parametro de excentricidade e

do modo. Podemos escolher os feixes de entrada como sendo

Uy = ayoHGyp + g4 HGoy, (4.29)
U1 — 520HG20 —|— 602HG02. (430)

O sistema linear para 0s pesos Q. € By tem a forma

000
04405201\642 = A>
202
0640502/\440 = B,
440 _
0404520/\202 = C7

642
0404502/\000 =D,

que ¢ inconsistente e nao possui solucao.

Um comportamento similar ocorre com feixes que carregam OAM, como é o caso

do LGy da Figura 18 (d,c). Este modo se decompde na base HG da forma
LG12 = LGT2 + lLG({Q = HG40 — HG04 +1 (HGgl + HG13> (435)

onde vemos que temos uma decomposicao similar a Eq. 4.28, em que as constantes
multiplicativas A, B, C' e D sao todas diferentes. Isto significa que iremos obter um sistema
linear pros pesos igualmente inconsistente. Mesmo que nao possamos encontrar os pesos
apropriados que compensem a integral de overlap, é possivel encontrar uma combinacao

nn/n//
mm/’m

dos feixes de entrada que geraria LG, exatamente se A » fossem todos iguais. Os

campos incidentes teriam a forma

U1 == HGQO -+ HG02 - iHGll, (436)
U2 == HGQO -+ HGOQ. (437)

O campo gerado Us, seria dado por
Us,, = APIHGy0 + A9 HGoy — AS20HG o — AgiaHGoy — iA39HG3; — iATAHG 3. (4.38)

e ~ ~ . . . . . . ~ . . ~
Como A"' ™, nao sao todos iguais, isto significa que a mistura nao linear impoe pesos
diferentes aos modos que gerariam exatamente LGiy. Mesmo nao sendo possivel gera-
lo exatamente, o campo Uy, possui similaridade com o modo desejado e carrega carga

topoldgica, como pode ser visto na Figura 19.
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Por outro lado, mesmo nao sendo possivel encontrar pesos adequados que compen-
sem a integral de overlap, é possivel otimiza-los numericamente utilizando diversos métodos
de minimizagao de fungoes de varias variaveis(LAGARIAS et al., 1998; BROYDEN, 1970).
No nosso caso, estamos tentando encontrar os pesos Qs € Bups Para que o campo
resultante Uy, se aproxime do modo 1G], desejado com um valor para excentricidade € e
paridade ¢. Isso é obtido ao minimizar a quantidade »>,; [Us, — IG7,,|, onde os indices 4, j

variam sobre todos os pontos do campo discretizado.
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5 Mistura nao-linear de feixes Ince-Gauss

Possivelmente devido a complexidade de se tratar analiticamente com polinomios
de Ince, os modos Ince-Gauss nunca foram considerados no contexto da mistura nao linear
por duas ondas. Neste capitulo, partindo de uma abordagem numérica, apresentaremos os
resultados da mistura nao linear por duas ondas de feixes Ince-Gauss (IG), determinando
pela primeira vez sua regra de selecao. Através de resultados tedricos e experimentais,
apresentamos na sec¢ao 5.1 a mistura nao linear de modos IG de paridade definida, junto da
analise do parametro da excentricidade do modo. Na secao 5.2, apresentamos os resultados
para a mistura de modos IG helicoidais (HIG), ou seja, modos IG que carregam MAO.
Dessa forma, completamos a anélise das trés familias fundamentais de feixes paraxiais

(LG, HG e IG) no contexto da mistura nao linear por duas ondas.

5.1 Mistura nao linear de modos Ince-Gauss de paridade definida

Os modos Ince-Gauss, introduzidos na se¢ao 5.2, que servem como uma generalizacao
que contém os modos Hermite-Gauss e Laguerre-Gauss como casos particulares, sao dados

pelas equacoes 2.30 e 2.31.

IG;,,(r,€) :ZZZ(; C (i€, €)CL (n, €) exp LU_Z?(“Z)} exp i [kz + — 2R( ] — Yr1a(z )1 . (2.30)
1G,,,(r;€) :521;0) S, (i€, €)S)" (0, €) exp [w_QZZ)] expi lk‘z +— 2R( ) —Yra(z )] . (2.31)

onde C, S sao constantes de normalizacao, e,o0 representam as paridades par e
impar, respectivamente. O termo ¥;g(z) = (p + 1) arctan (z/zg) é a fase de Gouy. Os

modos IG sao ortnormais em relacao aos indices e paridades, ou seja
/ 1G7, TGS = 0010 O (5.1)

onde a barra indica a operagao de complexo conjugado, o = {e, 0} é a paridade do modo
(par ou impar, respectivamente), § é o delta de Kronecker e dS o elemento diferencial de
superficie.

Para estudaros os feixes Ince-Gauss teoricamente no contexto da mistura nao linear

mm/m//

por duas ondas, calculamos numericamente a integral de overlap normalizada A7
;np@m - /IGU IG /IGp//m//dS (52)
mm’m" _ ;’;”Zm
pp'p” T T Q000 (5.3)

000
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Figura 20 — Distribuicao de intensidade tedrica e experimental para o feixe gerado Us,
através da mistura nao linear por duas ondas de modos Ince-Gauss com
paridade definida junto dos feixes de entrada para cada caso. Aqui, (a) U; =
1G5, Uz = IGS; e (b) Uy = IG5, Uy = IGS;. A superposiciao de modos que
compoem Uy, é mostrada no histograma da coluna central.

Theory ﬁp Experiment
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A mistura nao linear de dois feixes IG de paridade definida, cada um com indices

(p',m') e (p”,m"), paridades o’ e ¢”, respectivamente, obedece a relagao

/ " p p/+p// ! "
IGZ/m/ X IGZ//m// - Z Z ZJ/Z/W IGZm, (54)
m=mo p=po
onde x denota o processo de mistura nao linear por duas ondas, my = pp = mod (p'+p”,2)
eo =e, caso 0 = o’ ou o = o, caso 0’ # ¢”. Os somatério em p corre por indices

pares ou impares seguindo a paridade da operagdo mod (p’ + p”,2). Como consequéncia,
o somatério em m deve seguir a paridade de p devido a restri¢do nos indices (p, m) de um

modo Ince-Gauss.

Dentro desse processo nao linear, o cristal age como um seletor de modos e associa a
cada modo um certo peso. Para os resultados tedricos, realizamos a mistura de dois modos
IG seguindo a Eq. 5.4 e propagamos a superposicao resultante até a zona de Fraunhofer.
Para os resultados experimentais, utilizamos o mesmo arranjo experimental da figura 5 e

detalhado na se¢ao 3.1.

Aqui consideramos a mistura de todas possiveis combinagoes de paridades de
modos IG. Na Figura 20 consideramos misturas par-par, onde os modos de entrada sao (a)
Uy = 1G5, Us = 1GS; e (b) Uy = IG5, Uy = 1G§,. Misturas par-impar sdo apresentadas
na Figura 21, onde utilizamos (a) U; = 1GS,, Uy = IG3; e (b) Uy = 1G5, Uy = 1G§,. Por
fim, na Figura 22, para misturas impar-impar, utilizamos em (a) Uy = 1G3,, Uy = IG5, e
(b) Uy = 1G5, Uy = IG3,. Em todas Figuras 20, 21 e 22 mostramos na coluna central o
histograma da superposicao de modos gerada pela mistura U; x Uy, numa escala simétrica

mm/m/”’

normalizada, indicando quais modos tém peso A7V7™ positivo (branco) ou negativo (preto).
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Figura 21 — Distribuicao de intensidade tedrica e experimental para o feixe gerado Us,
através da mistura nao linear por duas ondas de modos Ince-Gauss com
paridade definida junto dos feixes de entrada para cada caso. Aqui, (a) U; =
1G5, Uz = IG3; e (b) Uy = IG5, Uy = IGS;. A superposi¢ao de modos que
compoem Uy, é mostrada no histograma da coluna central.
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Figura 22 — Distribuicao de intensidade tedrica e experimental para o feixe gerado U,
através da mistura nao linear por duas ondas de modos Ince-Gauss com
paridade definida junto dos feixes de entrada para cada caso. Aqui, (a) Uy =
IG35, Uy = 1G5, e (b) Uy = 1G5, Us = 1G3,. A superposigao de modos que
compoem Uy, é mostrada no histograma da coluna central.

Theory Experiment

S = N W e OO

S = N W et

E notével a concordéncia entre os resultados teéricos e experimentais. Com o intuito de
mostrar a transigao entre os modos LG e HG ao variarmos o pardmetro de excentricidade e
do modo IG, apresentamos na Figura 23 resultados tedricos e experimentais para 8 valores
discretos € entre 0 e 1000.
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Figura 23 — Distribuicdo de intensidade tedrica e experimental para diferentes valores
de excentricidade dos modos IG de entrada U; = IG5, e Uy = IG3;. Aqui
mostramos a transi¢ao entre modos LG e HG variando este parametro de 0
até 1000.

Theory

5.2 Mistura nao linear de modos Ince-Gauss Helicoidais

Modos LG que carregam MAO sao caracterizados pela singulairidade de fase
denotada pelo fator exp{+il¢} em sua expressao, no qual rotaciona circularmente ao redor
de um ponto no eixo de propagacao. Podemos escrever tais feixes como uma superposi¢ao
defasada de modos LG com paridade definida, tal como LG,; = LG, (r) £iLG;,(r). De
forma andloga, podemos definir modos Ince-Gauss Helicoidais (HIG) como (BANDRES;
CUTIERREZ-VEGA, 2004)

HIG,, (r,e) = IGS,, (v, €) £41GY, (r,¢€), (5.5)

que agora rotaciona elipticamente ao redor de uma linha que passa pelo centro, e no
sentido definido pelo sinal + na Equacao 5.5. Aqui, o niimero de anéis externos é expresso

pela relacao 14 (p — m)/2 e a carga topoldgica é igual a m.
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Tabela 2 — Regras de selecao para feixes paraxiais no processo de mistura nao linear por
duas ondas. Aqui, P = min(|l'[, [I"]).

’ Base ‘ Ordem ‘ Regra de Selecao ‘
ne < nl, +n (mod 2)
ny < ny +ny (mod 2)
l=1+1"
LG, | N=2n+|l| n<n+n"{"-1">0)
n<P+4+n+n"({'-1"<0)
l — {‘l/ _ l//|7 |l/ + l//|}
n<((N'+N")—=1)/2
o _ p<p +p
1Gin N=» mod(p’ + p”,2) < m < p (mod 2)
p<p +p
HIG;km N=p mod(p’ + p”,2) <m < p (mod 2)
Myet = m' +m”

Hanny N =n, +n,

Distribuigoes transversais de intensidade referentes a mistura nao linear de modos
HIG obtidas teoricamente e experimentalmente sao mostradas na Figura 24. Para misturas
de modos HIG que co-rotacionam, utilizamos os modos de entrada (a) U; = HIG],
U, = HIGS, e (b) Uy = HIGS,, Uy = HIGS,. Referente as misturas de modos HIG que
contra-rotacionam, utilizamos como modos de entrada (c) U; = HIGS,, Uy = HIG, e (d)
U, = HIG;,, U, = HIG{,. Na coluna central mostramos os respectivos histogramas da
superposicao de modos de Us, numa escala simétrica normalizada indicando quais modos
possuem peso positivo (branco) ou negativo (preto). Ainda referente aos histogramas
centrais, separamos a contribuicao dos modos com singularidades que rotacionam no

sentidos antihorario(positivo) e horario(negativo), como indicado pela Eq. 5.5.

Baseado no principio da conservagao do MAO, ¢é esperado que a carga topoldgica seja
conservada dentro do processo de mistura nao linear por duas ondas, i.e. mrya = m' +m”.
No entanto, o campo gerado Usy,, e uma superposicao de modos, métodos convencionais
para medir a carga topoldgica nao se aplicam aqui, como difra¢ao por uma abertura [REFs]
ou lente inlcinada [REFs], por exemplo. Estudamos a conservac¢ao da carga topolégica
contando as singularidades da distribui¢cao de fase associada a cada campo gerado Us, da
Figura 24 na zona de Fraunhofer. A Figura 25 mostra tais distribui¢oes de fase, onde as
cargas positivas foram marcadas com circulos s6lidos vermelhos e cargas negativas com
circulos tracejados azuis. Somando todas as cargas considerando seus respectivos sinais,

nota-se valida a conservacao do MAO, mrta = m’' +m”.

Neste momento, resumido na Tabela 2, podemos afirmar que obtivemos a regra de
selecao para todas familias de feixes paraxiais no processo de mistura nao linear por duas

ondas.
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Figura 24 — Padroes de intensidade tedrico e experimental para o campo gerado através
da mistura por duas ondas de modos IG helicoidais, juntamente com os
campos iniciais utilizados em cada caso. Aqui, os modos inciais foram (a) U; =
HIG{,eU, = HIGH,, (b) U; = HIG;, e Uy, = HIGS,, (c) Uy = HIGS, e Uy =
HIG,, e (d) U; = HIGj, e Uy = HIG]; A superposigao de modos gerados ¢
mostrado através dos histogramas para vortices com sentido positivo (HIG;m)
e negativo (HIG,,,) situados na coluna central.
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Figura 25 — Distribuigoes de fase calculadas numericamente para feixes HIG referentes
a Figura 24. Aqui, os circulos solidos vermelhos indicam singularidades de
carga positiva, enquanto os circulos tracejados azuis indicam singularidades
de carga negativa.
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6 Conclusao

Nessa dissertacao de Mestrado estudamos a interacao da luz estruturada com a
matéria e apresentamos resultados referentes a mistura nao linear por duas ondas de feixes

paraxiais.

Inicialmente, no Capitulo 2, apresentamos uma base teérica definindo o tipo de luz
estruturada aqui utilizado, mais especificamente os modos paraxiais da luz, que vimos como
sendo solucao da equagao paraxial da onda em diferentes sistemas de coordenadas. Junto
a isso, introduzimos ao leitor os diferentes fenomenos fisicos que surgem ao consideramos
respostas da polarizacao de um material com ordens da amplitude do campo aplicado e

discorremos sobre motivacao de nosso trabalho.

Em seguida, no Capitulo 3, por meio de uma analise tedrica e experimental,
apresentamos o primeiro conjunto de resultados dessa dissertacao. Extendemos a mistura
de modos LG ao consideramos modos incidentes de ordens radiais nao nulas, levando a
uma discussdao mais profunda acerca do papel das cargas topoldgicas I, 1" e das ordens
radiais p’, p” dos campos incidentes na distribuicao de intensidade do feixe gerado na
zona de Fraunhofer. Observou-se que a anélise dos modos radiais na zona de Fraunhofer
contando apenas os anéis da distribuicao de intensidade é efetiva apenas no caso em que
p = p” = 0. Ao considerarmos p’,p” # 0, temos que a distribuigdo de intensidade da
mistura muda fazendo a troca p’ <> p” com |I'| # |I”|. Ambas misturas possuem os mesmos
modos gerados, porém com pesos diferentes. Isto significa que uma contagem dos anéis
na distribuicao de intensidade pode levar a conclusao errada acerca da composicao dos
modos do feixe gerado. Ainda neste capitulo, abordamos o feixes incidentes LG com [, [”
fracionarios e analisamos o surgimento do vértice e de ordens radiais no campo gerado. Ao
variarmos gradualmente a carga topoldgica de um dos feixes iniciais, podemos observar na
distribuicao de intensidade do campo distante tanto o nascimento de um vértice quando a
formacao de anéis adicionais. Onde foi observado que os vértices surgem em passos inteiros
del=10+1".

Posteriormente, no Capitulo 4, realizamos o processo inverso. Consderamos a
mistura de feixes Hermite-Gauss e, especificando o feixe gerado como sendo um modo de
outra base paraxial, buscamos a superposc¢ao incidente que gerasse tal feixe. Determinamos
que a base Hermite-Gauss é a mais apropriada entre as bases paraxiais para realizacao de
protocolos de conversao de modos, pois sua mistura nao linear resulta sempre em um modo
dominante cujo indice é a soma dos indices dos modos incidentes. Aqui consideramos pela
primeira vez nessa dissertacao a superposicao de modos nos feixes incidentes. Explorando a

dominéncia do modo de maior ordem da mistura de modos HG, determinamos expressoes
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para os pesos dessa superposicao de tal forma que o campo gerado fosse o modo desejado.

Por fim, no Capitulo 5, analisamos pela primeira vez a mistura de feixes paraxiais
elipticos no contexto nao linear aqui estudado. Consideramos modos Ince-Gauss (IG) com
paridadade definida e modos IG helicoidais (HIG), que carregam MAQ. Partindo de uma
abordagem numérica, determinamos a regra de sele¢ao desse tipo de mistura e examinamos
a transigao entre a mistura de feixes com simetria cilindria (Laguerre-Gauss) e feixes com
simetria cartesiana (Hermite-Gauss) ao alterarmos o pardmetro de excentricidade destes

modos elipticos.
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