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ResumoEm estudos de tranporte eletr�ni
o é notável e ne
essário o surgimento de novos ingre-dientes 
ontidos nos modelos, visando 
ada vez mais a 
ompreensão e aprimoramento do
onhe
imento sobre o 
omportamento das partí
ulas e quasipartí
ulas em diversos siste-mas. Abordagens teóri
as 
apazes de in
orporar interações em sistemas de muitos 
orposnão são nada fá
eis. Entretanto, trabalhos re
entes envolvendo sistemas de baixa densi-dade eletr�ni
a tem revelado aspe
tos físi
os relevantes que auxiliam o entendimento daspropriedades de sistemas 
om partí
ulas interagentes de densidade �nita. Dentro deste
ontexto, nós investigamos o papel da interação entre partí
ulas e/ou quasipartí
ulas emsistemas de baixa dimensionalidade. Tratamos sistemas de baixa densidade de elétronsou ex
itações elementares através de métodos numéri
os destinados à solução da equaçãode S
hrödinger independente e dependente do tempo. Sendo um pou
o mais espe
í�
o,o primeiro trabalho leva em 
onsideração a interação entre duas ex
itações magnéti
as\(mágnons\) em uma 
adeia 
om desordem 
orrela
ionada de longo al
an
e. Tomando uma
adeia de spins S = 1/2, a interação é adotada ao assumirmos a proibição de dupla ex
i-tação num úni
o sítio. Outros dois trabalhos são destinados ao papel da interação entredois elétrons de spins opostos. Considerando uma interação on-site, são investigados osaspe
tos inerentes à interação quando os dois elétrons estão em 
adeias 
ristalinas e 
omdesordem 
orrela
ionda. Além disso, nos dois sistemas são apresentados a in�uên
ia deum 
ampo elétri
o externo sobre a dinâmi
a dos pa
otes de onda. Por �m, são tratados aação de outro tipo de interação sobre a dinâmi
a do pa
ote de onda eletr�ni
o. Assumindoque os íons da rede possuem um pequeno movimento os
ilatório em torno do ponto deequilíbrio, surge uma interação da função de onda eletr�ni
a 
om esta rede que possuiestes modos de vibração, dando origem a um tipo de interação 
onhe
ida usualmente
omo interação elétron-f�non. Esta interação, 
apaz de propor
ionar o aprisionamento dopa
ote de onda 
onhe
ido 
omo self-trapping, é apresentada em dois diferentes 
ontextos:apresenta-se a 
omparação deste auto-aprisionamento (self-trapping) entre redes 2D deorganização at�mi
a tipo quadradas e honey
omb; enquanto que no outro apresenta-se ain�uên
ia da interação 
oulombiana entre dois elétrons de spins opostos sobre o fen�menode self-trapping em uma 
adeia 
ristalina.Palavras-
have: 1. Elétrons interagentes. 2. Transporte eletr�ni
o. 3. Elétron-elétron. 4. Elétron-f�non. 5. Mágnon.
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Abstra
tIn studies of ele
troni
 transport is remarkable and requires the development of newingredients 
ontained in the models, aiming at in
reasing the understanding and impro-vement of the knowledge about the behavior of parti
les and quasiparti
les in severalsystems. Theoreti
al approa
hes able to in
orporate intera
tions in many-body systemsare not easy. However, re
ent studies involving low-density ele
troni
 systems has reve-aled important physi
al aspe
ts that help to understand the properties of systems withintera
ting parti
les of �nite density. Within this 
ontext, we investigated the role of in-tera
tions between parti
les and/or quasiparti
les in low dimensional systems. We treatsystems with low density of the ele
trons or elementary ex
itations by using numeri
almethods for the solution of time dependent and dependent S
hrödinger equation. Beinga little more spe
i�
, the �rst study 
onsiders the intera
tion between two magneti
 ex-
itations (magnons) in a 
hain with long-range 
orrelated disorder. Taking a 
hain ofspin S = 1/2, the intera
tion is taken to assume the prohibition of double ex
itation inone spin. Two other studies are intended for the role of intera
tion between two ele
-trons opposite spins. By using an on-site intera
tion, we are investigated aspe
ts relatedto the intera
tion when two ele
trons are in 
rystalline 
hains and 
hains with 
orrelateddisorder. Moreover, in both systems are shown the in�uen
e of an external ele
tri
 �eldon the wave pa
kets dynami
s. Finally, We are treated an another type of intera
tionon the dynami
s of ele
tron wave pa
ket. Assuming that the latti
e ions have a smallos
illatory motion around the equilibrium point, arises an intera
tion of the ele
troni
wave fun
tion with this latti
e that has these modes of vibration, resulting in a kind ofintera
tion usually known as ele
tron-phonon intera
tion. This intera
tion, able to trapthe wave pa
ket is known as self-trapping is presented in two di�erent 
ontexts: we o�erthe 
omparative study of this self-trapping between latti
es of 2D atomi
 organizationtype square and honey
omb, while the other shows the in�uen
e of Coulomb intera
tionbetween two ele
trons of opposite spins on the phenomenon of self-trapping in a 
rystal
hain.Keywords: 1. Intera
ting ele
trons. 2. Ele
troni
 transport. 3. Ele
tron-ele
tron.4. Ele
tron-phonon. 5. Magnon.
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1IntroduçãoEstudos sobre as propriedades de transporte envolvendo as interações entre elétronstêm sido relatadas desde a dé
ada de 1930[1℄. Estes estudos foram motivados por re-sultados experimentais da 
ondutividade em amostras de óxidos de metais de transição(
omo óxido de níquel NiO e óxido 
uproso Cu2O)[2℄. Embora fosse previsto um 
ompor-tamento metáli
o, observou-se experimentalmente um 
omportamento isolante. Algunsanos depois, em 1949, N. F. Mott1 prop�s um modelo 
apaz de expli
ar os resultados ex-perimentais obtidos para óxidos de metais de transição[3℄. Nestes 
ompostos, a formaçãode um gap de energia, impedindo a 
ondução, pode ser entendida 
omo uma 
ompetiçãoentre o poten
ial Coulombiano U dos elétrons na 
amada 3d e o hopping entre os átomosvizinhos.Abordagens teóri
as 
apazes de in
orporar a interação elétron-elétron em sistemas demuitos 
orpos não são nada fá
eis. O modelo mais simples de partí
ulas interagentes emuma rede, 
apaz de expli
ar as teorias dos isolantes de Mott, é o modelo de Hubbard[4℄.Embora simples, a obtenção de sua solução para o estudo das propriedades físi
as dosistema não é trivial. Algumas das di�
uldades en
ontradas tem origem na natureza nãopertubativa do problema, uma vez que, em geral, o termo de interação não é pequenosu�
iente para ser um parâmetro na expansão perturbativa. Outras di�
uldades são de-vido o 
res
imento exponen
ial do esforço 
omputa
ional para a té
ni
a de diagonalizaçãoexata, uma vez que o número de 
on�gurações eletr�ni
as 
res
e exponen
ialmente 
omo tamanho do sistema. Apenas em uma dimensão são en
ontradas soluções exatas parao problema 
om interação elétron-elétron em sistemas de muitos 
orpos[5, 6, 7, 8, 9℄.Neste 
ontexto, um modelo baseado em apenas duas partí
ulas interagentes[10℄ tem sidomuito explorado por apresentar aspe
tos físi
os relevantes que auxiliam o entendimentodas propriedades de sistemas 
om partí
ulas interagentes de densidade �nita, prin
ipal-mente no que diz respeito a sistemas de elétrons interagentes na presença de desordem[11, 12, 13, 14℄. Os trabalhos aqui apresentados seguem a mesma linha de ra
io
ínio dostrabalhos a
ima, pois visamos observar aspe
tos físi
os relevantes presentes em sistemasde muitos 
orpos através de sistemas de pou
as partí
ulas interagentes.1Sir Nevill Fran
is Mott ganhou o Prêmio Nobel de Físi
a em 1977 por seu trabalho sobre a estruturaeletr�ni
a de sistemas magnéti
os e desordenados, espe
ialmente semi
ondutores amorfos. O prêmio foi
ompartilhado 
om a P. W. Anderson e J. H. Van Vle
k, que tinha desenvolvido estudos independentes.1



2 IntroduçãoOutras duas 
lasses de estudo que tem sido amplamente estudadas é a in�uên
ia dadesordem e da não linearidade sobre a dinâmi
a eletr�ni
a. O 
omportamento eletr�ni
odo sistema sofre in�uên
ia signi�
ativa na presença de desordem, visto que este ingredienteé 
apaz de promover a lo
alização do pa
ote de onda eletr�ni
o [15, 16, 17, 18℄. A presençadeste ingrediente dá origem a aspe
tos físi
os importantes, levando-nos a uma des
riçãoum pou
o mais perto da realidade, visto que uma estrutura 
ristalina perfeita e homogêneados sólidos en
ontrados na natureza ou mesmos daqueles produzidos em laboratório éimpossível até o presente momento. Por outro lado, dentro do 
ontexto de transporteeletr�ni
o, a não linearidade surge da existên
ia de um termo vibra
ional da rede noHamiltoniano de transporte eletr�ni
o numa rede, simbolizando a interação elétron-f�non[19, 20℄. Seu papel sobre a dinâmi
a eletr�ni
a tem se apresentado relevante, visto queeste a
oplamento elétron-f�non é 
apaz de promover a lo
alização da função de ondaeletr�ni
a, fen�meno este 
onhe
ido 
omo sef-trapping (auto-aprisionamento)[21, 22, 23,24, 25, 26, 27, 28, 29℄.Do ponto de vista experimental, o rápido avanço em pesquisas envolvendo átomosultrafrios2 realizados em experimentos de redes ópti
as tem mostrado que tais sistemassão promissores �simuladores quânti
os� para os sistemas anteriormente mensionados. Otermo �simuladores quânti
os� está diretamente rela
ionado ao fato de que tais expe-rimentos tem apresentado vários 
on
eitos e propriedades bási
as de físi
a da matéria
ondensada, permitindo o 
ontorle de parâmetros 
omo: a interação em sistemas fermi�-ni
os de muitos 
orpos em uma rede [30, 31℄; espaçamento de rede e distribuição de váriospoten
iais 
om 
ontrole quase 
ompleto [32℄.Outra 
ara
terísti
a presente nos estudos apresentados nesta tese é que todos são de-senvolvidos em sistemas de baixa dimensionalidade. Com o advento da te
nologia demanufaturação de materiais em es
ala nanos
ópi
a, os sistemas de baixa dimensionali-dade deixaram de ser problemas de interesse a
adêmi
o para serem sistemas �si
amenterealizáveis. A te
nologia atual é 
apaz de fabri
ar estruturas em que uma ou mais dimen-sões são 
on�nadas de tal maneira que os graus de liberdade transversais en
ontram-se
ongelados em temperaturas su�
ientemente baixas [33, 34, 35℄. Uma fonte de grandeinteresse por esses sistemas é o estudo das propriedades de transporte.Desta forma, os trabalhos apresentados nesta tese bus
am 
ontribuir para o enten-dimento de aspe
tos físi
os de sistemas interagentes 
om baixa densidade de partí
ulase/ou ex
itações, por a
reditar que tais aspe
tos físi
os são relevantes no entendimento daspropriedades de sistemas interagentes 
om maior densidade de partí
ulas. O 
orpo destatese está dividida da seguinte maneira:O 
apítulo 2 é destinado a fundamentação teóri
a para todos os estudos apresenta-dos nos 
apítulos seguintes. Serão apresentados alguns modelos utilizados em estudos detransporte eletr�ni
o 
omo o modelo de Blo
h, Anderson e Hubbard. Cada um dos mode-los será 
ontextualizado 
om estudos teóri
os e experimentais desenvolvidos, apresentandoos seus respe
tivos aspe
tos físi
os 
ara
terísti
os.O 
apítulo 3 serão apresentados estudos sobre ex
itações 
oletivas de spin S = 1/2em sistemas unidimensionais. Mais espe
i�
amente, nós trataremos um sistema quânti
o2Átomos ultrafrios (em inglês Ultra
old atoms) é um termo usado para des
rever átomos que são man-tidos em temperaturas próximas ao zero absoluto, onde suas propriedades quânti
as tornam-se relevantes.Tese de Doutorado



3de spins ferromagnéti
os 
ujos a
oplamentos entre os spins apresentam uma distribuiçãoaleatória 
om 
orrelação de longo-al
an
e. São estimuladas duas ex
itações ou dois �spin-�ips�, dando origem a duas ex
itações 
oletivas, 
onhe
idas 
omo mágnons. Os efeitosde interação surgem ao proibirmos a dupla ex
itação em um úni
o spin, visto que setrata de um sistema de spin S = 1/2. Nossos estudos são ini
ialmente dire
ionados à
ara
terização da natureza dos auto-estados de dois mágnons. Para isto, é resolvida aequação de S
hrödinger independente do tempo. Em seguida é investigado a evoluçãotemporal de um pa
ote de onda formado por dois �spin-�ips� tomando uma distân
iaini
ial entre eles dada por d0.No 
apítulo 4 são apresentados estudos sobre sistemas de elétrons interagentes emsistemas unidimensionais. A interação entre os dois elétrons de spins opostos é de origem
oulombiana e on-site, ou seja, a interação o
orre somente quando os dois elétrons estãono mesmo sítio at�mi
o. Avaliamos os estados eletr�ni
os e o aspe
to dinâmi
o dos pa-
otes de onda eletr�ni
o em 
adeias 
ristalinas e 
om desordem 
orrela
ionada de longoal
an
e na distribuição dos poten
iais. Isto é possível mediante as soluções das equaçõesde S
hrödinger independente e dependente do tempo. Mostraremos a 
oexistên
ia de autoestados extendidos e lo
alizados próximos ao 
entro da banda, quando o sistema possuidesordem na distribuição dos poten
iais. A interação promove uma distribuição dos es-paçamentos de níveis tipo Poisson, independente do grau de interação. Além disso, emambas as 
adeias, nós investigamos a in�uên
ia de um 
ampo elétri
o externo 
onstantesobre o 
omportamento dinâmi
o dos pa
otes de onda.No 
apítulo 5 são investigados a ação de outro tipo de interação sobre a dinâmi
ado pa
ote de onda eletr�ni
o. Como dito anteriormente, assumindo que os íons da redepossuem um pequeno movimento os
ilatório em torno do ponto de equilíbrio, torna-sene
essário levar em 
onsideração a existên
ia de modos vibra
ionais da rede, ou seja, aexistên
ia de f�nons. A interação da função de onda eletr�ni
a 
om esta rede que possuiestes modos de vibração dá origem a um tipo de interação, 
onhe
ida usualmente 
omointeração elétron-f�non. Esta interação, após ex
eder um valor 
ríti
o, promove uma lo
a-lização do pa
ote de onda eletr�ni
o 
onhe
ido 
omo auto-aprisionamento (self-trapping)[21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29℄. Dentro deste 
ontexto, nossos estudos foram dire
io-nados a dois modelos. No primeiro nós realizamos um estudo 
omparativo do fen�menode self-trapping em redes 2D quadradas e hexagonais (honey
omb). Considerando sis-temas 
ristalinos, nós mostramos a dependên
ia do fen�meno 
om a topologia da rede.Mostramos que o parâmetro 
ríti
o da interação elétron-f�non que governa o self-trappinges
ala linearmente 
om a função parti
ipação ini
ial independente do tipo de rede. Alémdisso, mostramos que o número de 
oordenação da rede é um parâmetro topológi
o im-portante para a transição estendido/self-trapped. No segundo modelo nós investigamos a
oexistên
ia de interação elétron-elétron e interação elétron-f�non numa 
adeia 
ristalina.Considerando um sistema de dois elétrons de spins opostos, nossos resultados mostramque a magnitude da interação elétron-f�non ne
essária para promover o self-trapping émenor quanto maior for o valor da interação elétron-elétron.O 
apítulo 6 apresentamos uma síntese dos resultados, suas 
on
lusões e perspe
tivas.
Instituto de Físi
a - UFAL



2Fundamentação Teóri
aAs propriedades de transporte eletr�ni
o em sólidos tem o
upado uma posição de des-taque no estudo da Físi
a da Matéria Condensada desde o �m do sé
ulo XIX. Ao longodos anos foram 
onstruídos modelos baseados nas formulações da me
âni
a estatísti
ae me
âni
a quânti
a visando o entendimento das propriedades apresentadas por 
ertosmateriais. Em linhas gerais, podemos dizer que estes modelos são apresentados 
om o in-tuito de expli
ar propriedades 
ara
terísti
as de 
ertos materiais ou prever 
ara
terísti
asou fen�menos não observados. Dentro deste 
ontexto, neste 
apítulo serão apresentadosmodelos que 
ontribuiram para o entendimento do 
omportamento do pa
ote de ondaeletr�ni
o na presença de 
ertos ingredientes, 
omo periodi
idade da estrutura 
ristalina,desordem na estrutura 
ristalina e interação entre elétrons.2.1 Os primeiros modelos de 
onduçãoO estudo das propriedades eletr�ni
as em estruturas 
ristalinas é um 
ampo de bas-tante relevân
ia na Físi
a do Estado Sólido. A des
oberta do elétron1 motivou os estudossobre os me
anismos da 
ondução elétri
a nos sólidos. Os modelos 
lássi
os ini
iais trata-vam os elétrons 
omo partí
ulas 
lássi
as 
olidindo 
om os íons da rede, agindo 
omo um�jogo de pinball�. O primeiro deles foi proposto por P. Drude, em 1900, para expli
ar aspropriedades de transporte de elétrons em materiais (espe
ialmente em metais)[36, 37℄.O Modelo de Drude, baseado na teoria 
inéti
a dos gases, assume que os elétrons da
amada de valên
ia movem-se livremente pelo metal enquanto os íons (positivos) permane-
em imóveis. No 
ontexto metáli
o, estes elétrons são 
hamados de elétrons de 
ondução.Desta forma, o modelo de Drude apresenta dois tipos de partí
ulas, diferente dos mode-los de gases simples. Diferente do modelo do gás 
lássi
o, os elétrons de 
ondução não
olidem entre si (
onhe
ida 
omo aproximação de elétrons independentes), mas sim 
omos íons positivos. Este íons formados por elétrons que estão fortemente ligados ao nú
leoagem 
omo esferas sólidas, entidades indivisíveis e inertes. Desta forma, o metal é visuali-zado 
omo um arranjo tridimensional regular de íons 
om um grande número de elétronslivres para se moverem por todo o seu volume. Todos os elétrons movem-se 
om umavelo
idade dada pela distribuição de Maxwell-Boltzmann. A velo
idade média do elétron1O elétron foi des
oberto por J. J. Thomson em 1897 no Laboratório Cavendish, da Universidade deCambridge, enquanto estudava o 
omportamento dos raios 
atódi
os.4



2.1 Os primeiros modelos de 
ondução 5imediatamente após a 
olisão é zero.Os prin
ipais su
essos do modelo de Drude 
onsistiram, prin
ipalmente, na dedução dalei de Ohm da 
ondução elétri
a e na obtenção da relação entre as 
ondutividades elétri
ae térmi
a, lei de Wiedemann-Franz-Lorentz2[38℄. Entretanto, 
ertas in
ongruên
ias 
omresultados experimentais, 
omo por exemplo a dependên
ia errada na temperatura paraa 
ondutividade elétri
a, motivaram a bus
a por modelos mais pre
isos.Com o iní
io da teoria quânti
a e surgimento do prin
ípio de ex
lusão de Pauli3, oselétrons em metais não mais poderiam ser tratados 
omo partí
ulas 
lássi
as. Sommerfeldapli
ando as idéias de me
âni
a quânti
a aos prin
ípios do modelo de Drude para metais,resolveu alguns problemas de predição das propriedades térmi
as do modelo[39℄. Grossomodo, podemos dizer que Sommerfeld substituiu a distribuição de velo
idades eletr�ni
ade Maxwell-Boltzmann pela distribuição de Fermi-Dira
. No Modelo de Sommerfeldo 
ristal é assumido 
omo um grande número de elétrons em uma �
aixa de energia po-ten
ial� em que sua parede possui um poten
ial muito alto para que os elétrons estejamrestritos a permane
er no interior do 
ristal, mas livre para se mover dentro de seus limi-tes. Este 
on�namento dos elétrons na �
aixa de energia poten
ial� representa a atraçãoCoulombiana entre elétrons e íons da rede.Embora o modelo de Sommerfeld eliminasse algumas in
ongruên
ias do modelo an-terior, existiam pontos que 
ontradiziam a observação experimental, 
omo por exemplo:O 
oe�
iente Hall, apresentado teori
amente 
om um valor 
onstante, mas experimental-mente depende do 
ampo magnéti
o e da temperatura; A dependên
ia da temperaturada 
ondutividade DC elétri
a não apresentada teori
amente; A previsão teóri
a de quea 
ondutividade elétri
a é diretamente propor
ional a 
on
entração de elétrons, emboraexistam metais divalentes e trivalente que apresentam menor 
ondutividade que metaismonovalentes. Além disso, algumas questões fundamentais não são expli
adas, 
omo porexemplo: O que determina o número de elétrons de 
ondução e o que expli
a algunselementos sólidos serem metais e outros serem isolantes.Diante dos questionamentos existentes, mais uma vez se fez ne
essário a formulação deum modelo de 
ondução. Um dos pontos �ata
ados� pela nova formulação foi a in�uên
iados íons sobre os elétrons, uma vez que a interação elétron-íon é desprezada entre as
olisões (
onhe
ida 
omo aproximação de elétron livre) nos modelos anteriores. De fato,os elétrons em um metal não movem-se em um poten
ial 
onstante, e sim em um poten
ialperiódi
o 
uja periodi
idade é igual ao da rede4. Assim, abandonando a aproximaçãode elétron livre, F. Blo
h apresentou um modelo quânti
o que leva em 
onsideração ainteração dos elétrons 
om os íons da rede[40℄.2Assim 
onhe
ida devido aos seus des
obridores Gustav Wiedemann, Rudolph Franz e Ludvig Lorenz.G. Wiedemann e R. Franz mostraram em 1853 que a razão entre a 
ondutividade térmi
a e da 
ondu-tividade elétri
a tem aproximadamente o mesmo valor para diferentes metais na mesma temperatura.Ludvig Lorenz mostrou em 1872 que a razão entre a 
ondutividade térmi
a e da 
ondutividade elétri
aé propor
ional a temperatura.3O prin
ípio de ex
lusão de Pauli é um prin
ípio da me
âni
a quânti
a formulado por Wolfgang Pauli(1900 - 1958) em 19254Após a des
oberta dos raios X foi possível a 
omprovação de vários 
ál
ulos e previsões teóri
assimples sobre o espaçamento at�mi
o médio, também 
hamado de parâmetro de rede.Instituto de Físi
a - UFAL



6 Fundamentação Teóri
a2.2 Periodi
idade da rede e o teorema de Blo
hA des
oberta dos raios X propor
ionou vários estudos na área 
ientí�
a, prin
ipalmenteno estudo da estrutura da matéria. Por meio de raios X foi estabele
ido a estruturaperiódi
a e ordenada dos 
ristais. Assumir esta 
ara
terísti
a em seu modelo apresentaser um dos papéis fundamentais na des
rição do movimento de elétrons de 
onduçãoapresentado no modelo de Blo
h[40℄. Uma vez que a periodi
idade da rede possui otamanho típi
o do 
omprimento de onda de de Broglie para um �elétron de Sommerfeld�,usar a perio
idi
idade da rede, a interação elétron-íon e a me
âni
a quânti
a em seumodelo foram seus triunfos.Considere um sólido de Na. Cada átomo 
ontém 11 elétrnos, porém 10 destes elé-trons estão su�
ientemente ligados ao seu nú
leo, formando um íon de 
arga positiva +e.Quando os átomos estão próximos, formando o sólido, a superposição dos orbitais faz
om que seja 
onsiderado a existên
ia de elétrons 
ompletamente lo
alizados e elétrons de
ondução. Dentro deste 
enário, Blo
h adota, em seu modelo, a aproximação de elétronsindependentes, ou seja, as interações entre elétrons são desprezadas. Assim, o �elétronde Blo
h� interage somente 
om os íons de rede, representado por um poten
ial de in-teração U(r). Devido a periodi
idade da rede (todos os átomos são iguais e igualmenteespaçados), temos
U(r) = U(r+ a), (2.1)onde a é um vetor da rede de Bravais, 
omo representado na �gura 2.1.Figura 2.1: Representação padrão de um poten
ial periódi
o U(r) para um 
ristal unidimensi-onal.

U(r)

rFonte: C. Kittel, 1976 (referên
ia [41℄).Estas 
onsiderações fazem 
om que a função de onda eletr�ni
a deva satisfazer aequação de S
hrödinger
Hψ =

[

− ~
2

2m
∇2 + U(r)

]

ψ = Eψ (2.2)Em função da periodi
idade da rede, esta equação permane
e a mesma ao substituirmos
r por r+a nos operadores que agem sobre ψ. O teorema de Blo
h mostra que as soluçõesda equação 2.2 devem ter a forma

ψn,k(r) = un,k(r)e
ik·r (2.3)onde uk(r) tem a perio
idi
idade da rede, 
om uk(r) = uk(r+ a). O subes
rito k indi
aque a função uk(r) depende do vetor de onda k. O subes
rito n 
ara
teriza as multiplasTese de Doutorado



2.2 Periodi
idade da rede e o teorema de Blo
h 7soluções (En(k)) para um dado k. Funções do tipo 2.3 são 
onhe
idas 
omo funções deBlo
h. Em amostras ma
ros
ópi
as, o espaçamento entre níveis de energia são in�nitesi-mais, de maneira que o espe
tro de energia En(k) aproxima-se de uma função 
ontínua,sendo assim 
onhe
ida 
omo banda de energia. Podemos notar que estas soluções são
ompostas de ondas planas moduladas por uma função de onda periódi
a, 
uja perio-di
idade é igual a da rede. Elas representam o elétron que propaga através do 
ampopoten
ial dos íons da rede.A equação 2.3 é sempre apresentada uma vez que ela permite uma 
onexão maisdireta 
om o modelo de elétrons livres, sendo U(r) = 0 e uk(r) → constante. Entretanto,a equação 2.3 
ombinada 
om uk(r) = uk(r+ a) impli
a que
ψn,k(r+ a) = eik·aψn,k(r) (2.4)Esta igualdade é 
onhe
ida 
omo teorema de Blo
h (ver apêndi
e A1).Através deste modelo em que um elétron está 
ontido em uma rede periódi
a e interagesomente 
om os íons da rede, vários fatos importantes foram 
ompreendidos e revelados.Um destes fatos é que a função de onda do elétron se estende por todo o sistema. Ou-tra importante 
onsequên
ia foi a expli
ação da diferença entre 
ondutores, isolantes esemi
ondutores, proposta ini
ialmente por Wilson[42℄. A distinção fundamental entreisolantes sólidos e metais pode ser obtida através da apli
ação da estatísti
a de Fermi-Dira
 e prin
ípio da Ex
lusão de Pauli aos estados de Blo
h do 
ristal. A expli
ação estárela
ionada ao surgimento de bandas de energia proibidas devido a estrutura periódi
a do
ristal, proposta ini
ialmente por Morse[43℄ e Peierls[44℄. Num 
ristal, em que um grandenúmero de átomos se en
ontram ligados muito próximos uns dos outros, os níveis de ener-gia dos átomos transformam-se em bandas de energia permitidas. Assim, os elétrons sãoorganizados em bandas de energia, sendo estas bandas separadas por regiões em energiaque nenhum orbital eletr�ni
o existe (
onhe
ido 
omo gap de energia).Em linhas gerais, o 
ristal 
omporta-se 
omo isolante quando as bandas de energiaestão totalmente preen
hidas ou vazias - os elétrons mais energéti
os não podem serex
itados fa
ilmente para níveis de energia superiores, pois a diferença de energia entreas bandas é de algumas dezenas de eV . O 
ristal 
omporta-se 
omo 
ondutor se umaou mais bandas são par
ialmente preen
hidas - os elétrons mais energéti
os podem serex
itados fa
ilmente para níveis de energia superiores, tornando-se elétrons de 
ondução.Num semi
ondutor a diferença de energia entre a banda preen
hida e a banda vazia émenor que a observada nos isolantes (
er
a de 1 eV ) - desta forma os elétrons maisenergéti
os podem ser ex
itados fa
ilmente para níveis de energia superiores. Além disso,a 
ondutividade nos semi
ondutores não é 
ausada apenas pelos elétrons que 
onseguirampular para a banda de 
ondução. Os bura
os, também 
hamados de la
unas, que elesdeixaram na banda de 
ondução também dão 
ontribuição importante. Tão importanteque este bura
os são tratados 
omo partí
ulas normais 
om 
arga positiva, oposta à doelétron[45℄.In
ontestávelmente, Felix Blo
h5 foi uma �gura históri
a no desenvolvimento da fí-5Felix Blo
h (1905-1983) foi um físi
o Suíço laureado, juntamente 
om Edward Mills Pur
ell, 
om oNobel de Físi
a em 1952, pelo �desenvolvimento de novos métodos de medição pre
isa do magnetismoInstituto de Físi
a - UFAL



8 Fundamentação Teóri
asi
a no sé
ulo XX. Não se pode negar a relevân
ia dos seus �primeiros esforços em teoriaquânti
a dos metais e sólidos� (modelo de Blo
h) no 
ontexto de Físi
a do Estado Sólido.É importante observar que o presente modelo 
onsidera o elétron num sistema 
ristalinoperfeito, homogêneo, além de desprezar a interação entre elétrons de 
ondução. Entre-tanto, a estrutura 
ristalina dos sólidos en
ontrados na natureza, e mesmos os produzidosem laboratório, não é perfeita e homogênea. Deve-se lembrar também que os elétrons
ontidos num sólido qualquer estão sujeitos a interações Coulombianas não só 
om osíons, mas também 
om os demais elétrons da rede. Veremos a seguir modelos espe
í�-
os utilizados nos estudos das propriedades de transporte eletr�ni
o na presença destesingredientes (desordem e interação entre elétrons).2.3 Desordem, interação e transição metal-isolanteSabemos que não existe uma estrutura 
ristalina perfeita e homogênea dos sólidosen
ontrados na natureza ou mesmos daqueles produzidos em laboratório. Além disso,devemos lembrar que as propriedades de 
ondução de um material são asso
iadas aotransporte de 
argas elétri
as. Num sólido existem um número grande de elétrons, daordem do número de Avogrado, de maneira que a interação entre estes deve ser levada em
onta em questões envolvendo as propriedades de 
ondução. De fato, o 
omportamentodo pa
ote de onda eletr�ni
o sofre in�uên
ia signi�
ativa na presença de desordem [15,16, 17, 18℄ e interação elétron-elétron[3, 4, 46, 47℄. Estes ingredientes podem fazer 
omque o sistema apresente um 
omportamento típi
o de isolante, em que a função de ondaeletr�ni
a torna-se lo
alizada numa região �nita da rede.Diante dos ingredientes a
ima apresentados, podemos dizer que existem outros doistipos de isolantes:1. Isolante de Anderson.2. Isolante de Mott.Ao primeiro podemos asso
iar aos efeitos da distribuição dos íons da rede, enquantoque o segundo à interação Coulombiana elétron-elétron. Vejamos a seguir os modelosque estudam a in�uên
ia destes ingredientes, separadamente, sobre a função de ondaeletr�ni
a.2.3.1 Existên
ia de desordem e o isolante de AndersonEm 1958, P.W. Anderson6 apresentou à 
omunidade 
ientí�
a um modelo que levaem 
onsideração os efeitos de desordem sobre a função de onda eletr�ni
a [15℄. Andersonapontou que a função de onda eletr�ni
a pode ser alterada na presença de desordem,sendo possível observar a ausên
ia de difusão eletr�ni
a, ou seja, a existên
ia de um
aráter isolante do material.nu
lear e des
obertas a�ns�, nomeadamente a ressonân
ia magnéti
a nu
lear (RMN).6Philip Warren Anderson (1923-): Físi
o Norte-Ameri
ano laureado 
om o Nobel por suas 
ontribui-ções às teorias da lo
alização, antiferromagnetismo e super
ondutividade de alta temperatura.Tese de Doutorado



2.3 Desordem, interação e transição metal-isolante 9O termo desordem está vin
ulado a estrutura 
ristalina, 
ara
terizando imperfeiçõesestruturais da rede (distribuição dos átomos não seguindo uma periodi
idade espa
ial) ouimperfeições 
omposi
ionais (existên
ia de diferentes átomos ou la
unas), 
omo pode servisto na representação apresentada na �gura 2.2.Figura 2.2: Representação de uma rede quadrada 2D 
om diferentes tipos de desordem. (a)Rede 
ristalina perfeita; (b) Va
ân
ias ou la
unas distribuídas aleatoriamente; (
) Deslo
amentosde rede; (d) Diferentes átomos distribuídos aleatoriamente.
Fonte: Autor, 2011.No modelo teóri
o apresentado na seção anterior (teoria de Blo
h-Peierls-Morse-Wilson),um sólido é um isolante se 
ada banda está 
ompletamente 
heia ou 
ompletamente vazia.Neste 
aso, a Energia de Fermi EF está entre as bandas de valên
ia e 
ondução, existindoum gap de energia separando as mesmas. Uma vez que funções de onda são funções deBlo
h, podemos dizer que estas tem uma �extensão� 
onsiderável ao longo do 
ristal. Emoutras palavras, podemos dizer que a função de onda eletr�ni
a nas vizinhanças da EF
orrespondem a estados estendidos.Ao lidarmos 
om o isolante de Anderson, temos estados eletr�ni
os lo
alizados, ou seja,a função de onda pode tornar-se 
on
entrada numa região 
omposta de alguns átomos darede, 
om amplitude desprezível no restante do sólido. Este 
omportamento é ilustradona �gura 2.3, onde o envelope da função de onda de
ai exponen
ialmente no espaço
ψ(r) ∼ exp(r− r0)/ξ. O parâmetro ξ, 
onhe
ido por 
omprimento de lo
alização, é usadopara 
ara
terizar a função de onda eletr�ni
a.Figura 2.3: Representação da função de onda típi
a de um estado lo
alizado, 
om 
omprimentode lo
alização ξ.
Fonte: P.A. Lee, 1985 (referên
ia [17℄).Para 
apturar a essên
ia do transporte eletr�ni
o na presença de desordem, Andersonprop�s um hamiltoniano 
ontendo somente um termo 
inéti
o que des
reve o hoppingdo elétron entre sítios vizinhos e um termo de poten
ial que des
reve a energia de 
adaInstituto de Físi
a - UFAL



10 Fundamentação Teóri
aFigura 2.4: Amostra de um distribuição de poten
ial desordenado para uma 
adeia de 1000sítios e largura de desordem (a) W = 1.0; (b) W = 2.0 e (
) W = 3.0.

Fonte: Autor, 2011.sítio da rede. O hamiltoniano em questão, 
onhe
ido 
omo hamiltoniano de Anderson,expresso numa representação de segunda quantização, é dado por:
H =

∑

i

ǫic
†
ici +

∑

i 6=j

tijc
†
icj (2.5)onde ǫi é a energia do sítio i e tij é 
hamado de integral de transferên
ia entre os sítios ie j, também 
onhe
ido 
omo a amplitude de hopping. Os termos c†i e ci são operadoresde 
riação e aniquilação de elétrons no sítio i. Anderson introduziu o efeito de desordem
onsiderando as energias ǫi sendo números aleatoriamente distribuídos num intervalo delarguraW , sendo este último parâmetro 
hamado de largura da desordem (ver �gura 2.4).É fá
il per
eber que este tipo de distribuição representa uma desordem 
omposi
ional,
omo se o 
ristal fosse formado por diferentes átomos aleatoriamente distribuídos.O 
omportamento da lo
alização da função de onda pode ser entendido 
omo um espa-lhamento das ondas de Blo
h no poten
ial aleatório. Em seu artigo, Anderson apresentaa lo
alização da função de onda apenas quando o sistema apresenta-se 
om um grau dedesordem si�
ientemente alto. Neste 
aso, podemos entender 
omo o espalhamento dasondas de Blo
h no poten
ial aleatório 
ausando uma perda da 
oerên
ia de fase su�
ientepara a lo
alização da função de onda. Para um grau de desordem fra
o, a função de ondaeletr�ni
a 
ontinua estendida, porém sem 
oerên
ia de fase sobre o 
omprimento de es
alado livre 
aminho médio (ver �gura 2.5). Para graus de desordem intermediários o sistemaapresenta uma transição metal-isolante, ou seja, a função de onda deixa de ser estendidae passa a ser lo
alizada.Figura 2.5: Representação da função de onda típi
a de um estado extendido 
om livre 
aminhomédio l.

Fonte: P.A. Lee, 1985 (referên
ia [17℄).Tese de Doutorado



2.3 Desordem, interação e transição metal-isolante 11A transição metal-isolante oriunda da desordem pode ser fa
ilmente per
ebida ao
onsiderarmos dois limites. No primeiro limite, 
onsideremos que todas as energias ǫi sãoes
olhidas 
om mesmo valor, ou seja, W = 0. Como resultado nós obtemos funções deBlo
h estendidas por toda a rede. O outro limite, 
onsideremos tij = 0, ou seja, nenhumdos sítios são 
one
tados. É óbvio que não observa-se transporte eletr�ni
o neste 
aso,o que resulta em autoestados lo
alizados. Desta forma, podemos ver que o modelo deAnderson des
reve uma transição metal-isolante que é governada, ao menos par
ialmente,pela razão W/t. Em outras palavras, Anderson mostra que, após W/t ex
eder um valor
ríti
o, os estados da banda de valên
ia são lo
alizados.Após o resultado de Anderson, o tema lo
alização devido a presença de desordemfoi rapidamente e amplamente abordado por diversos autores. Entre os diversos autoresda área Sir Nevill Mott7 mere
e destaque por seu empenho e desenvolvimento de váriose importantes estudos[48, 49℄. Em um destes trabalhos, Mott, juntamente 
om Twose,sugeriram que a transição metal-isolante dependia da dimensão do sistema. Isto porque,os seus resultados mostravam que, independente do grau de desordem, todos estadosno modelo de Anderson unidimensional são lo
alizados[50℄. Embora os autores tenhamutilizado o modelo de Kronig-Penney desordenado, seus resultados são 
orroborados pelosestudos de Borland que 
onsiderou uma distribuição aleatória de funções delta[51℄. Motttambém sugeriu que mesmo para um grau de desordem fra
o, existem estados lo
alizadospara as energias perto das extremidades de uma banda [52℄. Ele prop�s o 
on
eito de umaFigura 2.6: Densidade de estados em uma banda par
ialmente lo
alizada, ou �banda de An-derson�. O mobility edge Ec separa as regiões de estados lo
alizados (área ha
hurada) e estadosextendidos.
E

N(E)

E
c

E
c

localizado

extendidoFonte: Autor, 2011.energia 
ríti
a Ec que separa energeti
amente estados lo
alizados de estados extendidos,
omo representado na �gura 2.6. Esta energia 
ríti
a 
onhe
ida atualmente por mobilityedge8 representa esta energia 
ríti
a para a transição de um estado extentido (metáli
o)para um estado lo
alizado (isolante). Expressando de maneira simplória a 
ondutividade7Sir Nevill Mott (1905-1996): Físi
o Inglês que ganhou o Prêmio Nobel de Físi
a em 1977 por seu tra-balho sobre a estrutura eletr�ni
a de sistemas magnéti
os e desordenados, espe
ialmente semi
ondutoresamorfos. O prêmio foi 
ompartilhado 
om a Philip W. Anderson e J.H. Van Vle
k, que realizaram seusestudos sobre as propriedades eletr�ni
as dos sólidos independentemente.8Termo implatado por Cohen e 
olaboradores em 1969[53℄Instituto de Físi
a - UFAL



12 Fundamentação Teóri
aem termos de Ec temos:
σ(E) = 0 (E < Ec) e σ(E) > 0 (E > Ec)Em termos da energia de Fermi EF , se EF > Ec o sistema é metáli
o e a 
ondutividade

σ aumenta quando T → 0. Por outro lado, se EF < Ec a 
ondutividade σ → 0 quando
T → 0.A transição de um região em que EF > Ec para uma região em que EF < Ec apresentavárias di�
udades na des
rição das propriedades do sistema na vizinhança do �pontode transição�. A analogia 
om problemas de transição de fase possibilitaram apli
aralguns métodos da área ao estudo de lo
alização de Anderson. Um destes métodos foi atransformação de es
ala de fen�menos 
ríti
os, método este que foi o pilar prin
ipal paraum dos mais importantes, se não o mais importante trabalho rela
ionado ao modelo deAnderson: A teoria de es
ala da lo
alização.2.3.2 Teoria de Es
ala da lo
alizaçãoA bus
a por um resultado 
onsistente sobre o lo
aliação de Anderson fez 
om queThouless estudasse o modelo de Anderson utilizando 
on
eitos de transformação de es
alade fen�menos 
ríti
os[54, 55, 56℄. A idéia de Thouless se baseia no fato de que umaautofunção lo
alizada deve se tornar insensível às 
ondições de 
ontorno à medida que otamanho da amostra é aumentado para além do seu 
omprimento de lo
alização, enquantoque o estado estendido seria sempre sensível, independentemente do tamanho da amostra.Desta forma, Thouless prop�s uma reformulação do modelo de Anderson[55℄ utilizando-sedos seguintes 
on
eitos:

• Um sítio at�mi
o i do modelo de Anderson 
orresponde a um �blo
o� do material
ontendo muitos sítios. Este blo
o possui volume Ld, sendo d a dimensão e L o ladodo blo
o. O sólido é formado por vários destes blo
os a
oplados uns aos outros.
• As energias 
ara
terísti
as do modelo de Anderson W e t são mapeadas em outrasduas grandezes. A largura de desordemW 
orresponde a∆E ≈W/N que representao espaçamento médio entre os níveis de energia dentro do blo
o. O hopping tij
orresponde a δE que representa o deslo
amento δE 
ausado por mudanças nas
ondições de 
ontorno na interfa
e do 
ubo.
• A razão W/t do modelo de Anderson que nos ofere
e uma medida do grau de desor-dem é agora mapeado na razão ∆E/δE que possui uma 
ara
terísti
a de parâmetrode desordem.Desta forma, o grau de lo
alização da funções de onda está rela
ionado a sensibilidade dosníveis de energia à variação nas 
ondições de 
ontorno. Esta variação dos níveis de energiadevido as 
ondições de 
ontorno é expressa em termos da 
ondutân
ia. Considerando queo elétron realiza um movimento browniano dentro da 
aixa, podemos es
rever

tD =
L2

D
(2.6)Tese de Doutorado



2.3 Desordem, interação e transição metal-isolante 13sendo D a 
onstante de difusão. Através de um elegante argumento eurísti
o, baseado noprin
ípio da in
erteza (δtδE ≥ ~), podemos exprimir
δE =

~

tD
(2.7)sendo tD o tempo ne
essário para um pa
ote de onda eletr�ni
o difundir até os 
ontornosda 
aixa de lado L. Conhe
endo a relação de Einstein entre a 
ondutividade e as pro-priedades de difusão, temos σ = e2Dn(E) (sendo n(E) a densidade de estados média).Combinando esta última 
om as equações 2.7 e 2.6, temos:

δE =
σ~

e2L2n(E)
, (2.8)ou seja, podemos es
rever δE em função da 
ondutividade σ no limite ma
ros
ópi
o.Uma vez que podemos es
rever a densidade de estados média 
omo função do espaça-mento médio entre os níveis

n(E) =
1

Ld∆E
(2.9)rees
revemos a expressão 2.8 
omo

δE

∆E
=

~

e2
σLd−2 (2.10)Visto que σLd−2 pode ser interpretado 
omo a 
ondutân
ia de 
ubo d-dimensional de lado

L, podemos dizer que G(L) dado por
G(L) =

δE

∆E
=

~

e2
σLd−2, (2.11)pode ser visto 
omo a 
ondutân
ia generalizada expressa em unidades de e2/~. Estaúltima expressão nos forne
e uma medida do grau de desordem no sistema, análoga àrazão t/W no modelo de Anderson tradi
ional. Estados estendidos que são sensíveis asmudanças nas 
ondições de 
ontorno (δE > ∆E), enquanto que estados lo
alizados nãosão (δE < ∆E).O modelo proposto por Thouless [55℄ serviu 
omo base para um trabalho 
onsistentesobre a teoria de Anderson: a teoria de es
ala da lo
alização [16℄. Apresentado em 1979,o trabalho proposto por Abrahams, Anderson, Li

iardello e Ramakrishman, exp�e adepedên
ia da transição metal-isolante 
om a dimensão do sistema. Baseada no modelo deThouless des
rito anteriormente, a teoria de es
ala da lo
alização de�ne uma 
ondutân
iageneralizada admensional g(L) dada por

g(L) =
G(L)

e2/~
=

~

e2
G(L) (2.12)Esta 
ondutân
ia generalizada é uma função de es
ala que será investigada 
om respeitoa sua dependên
ia em relação ao 
omprimento de es
ala utilizado. Supondo g0 
omo aInstituto de Físi
a - UFAL



14 Fundamentação Teóri
a
ondutân
ia generalizada para um sistema 
omposto por 
aixas a
opladas de volume Ld
0,temos g0 = g(L0) = δE(L0)/∆E(L0). A teoria de es
ala assume que, dada a existên
iaFigura 2.7: Representação grá�
a da teoria de es
ala da 
ondutân
ia generalizada.

g
0 g(g ,b)

0L0
L0b

B

Fonte: Autor, 2011.de uma 
ondutân
ia generalizada g0 para um es
ala de 
omprimento L0, pode-se obteruma 
ondutân
ia generalizada g para uma es
ala maior L = bL0. Nessa nova es
ala, a
ondutân
ia generalizada g é 
ompletamente determinada pelo valor de g0 e b, sendo esteúltimo um fator de es
ala.Se o fator de es
ala b for tratado 
omo uma transformação 
ontínua, o 
omportamentode es
ala de g pode ser determinado pela função
β(g) =

d ln g(L)

d lnL
(2.13)Nesta última equação, podemos per
eber que a quantidade β > 0 re�ete o 
res
imentode g 
om o 
res
imento de L, enquanto que β < 0 re�ete o de
res
imento de g 
om oaumento de L. A �gura 2.8, proposta no trabalho de Abrahams, Anderson, Li

iardelloe Ramakrishman [16℄, apresenta o 
omportamento de β(g) para d = 1, 2 e 3. A análisedo 
omportamento qualitativo da função β(g), que nos leva ao melhor entendimento da�gura 2.8, pode ser determinado tomando os seus limites assintóti
os (g → ∞ e g → 0)na equação 2.13.

g → ∞: Para grandes valores de g(L), relativo a um baixo grau de desordem, a
ondutân
ia generalizada é dada pela teoria ma
rostópi
a de Thouless, de maneira que
G(L) é dado pela expressão 2.11. A análise da função 2.13 nos revela que:

lim
g→∞

β(g) ≈ d− 2 (2.14)ou seja, 
omo g 
res
e 
om o aumento de L (ver expressão 2.11), temos
β(g → ∞) ≈







+1 para d = 3

0 para d = 2

−1 para d = 1

(2.15)Estes limites podem ser vistos no lado direito da �gura 2.8.
g → 0: Para pequenos valores de g(L), a 
ondutân
ia generalizada apresenta umadependên
ia exponen
ial do tipo g ∼ e−L/ξ. Isto é re�exo do elevado grau de desordemque faz 
om que os estados eletr�ni
os sejam lo
alizados. Neste 
aso, devemos lembrarque a função de onda eletr�ni
a apresenta um de
aimento exponen
ial no espaço ψ(r) ∼Tese de Doutorado



2.3 Desordem, interação e transição metal-isolante 15Figura 2.8: Comportamento qualitativo da função de es
ala β(g) em função das dimensões
d = 1, 2 e 3 na teoria de es
ala apresentada em [16℄.

Fonte: E. Abrahams, 1979 (referên
ia [16℄).
exp(r − r0)/ξ, sendo ξ o 
omprimento de lo
alização (ver página 9). Temos assim um
omprimento de lo
alização ξ muito menor (ξ ≪ L) que o tamanho da amostra. A análiseda função 2.13 nos revela que:

lim
g→0

β(g) ≈ ln g (2.16)Como a 
ondutân
ia generalizada g(L) diminui 
om o aumento de L (g ∼ e−L/ξ), atravésda última equação vemos que β(g) se aproxima de −∞ quando g tende a zero, indepen-dente da dimensão.Observa-se que a �gura 2.8 ao apresentar o 
omportamento de β(g), revela a dependên-
ia da transição de Anderson 
om a dimensão do sistema. Embora tenhamos desenvolvidoo 
omportamento qualitativo da função β(g), para um determinado grau de desordem,
g(L) evolui lentamente e monotoni
amente entre as equações 2.14 e 2.16, esboçando as
urvas da �gura 2.8. Espera-se que β(g) seja 
ontínuo visto que esta função des
reve a
ondutân
ia de um sistema �nito evoluindo em função da es
ala. Assumir a monotoni-
idade garante que a forma da 
ondutân
ia para elevados graus de desordem interpolelentamente ao valor assintóti
o de grau de desordem fra
o.A teoria de es
ala propõe que o modelo de Anderson para d ≤ 2, todos os estadossendo lo
alizados independente do grau de desordem do sistema, visto que β é semprenegativo. Isto signi�
a que se 
onhe
emos g(L0) = g0 para algum L0, para todo L nósobteremos g(L) ∼ e−L/ξ quando L → ∞. O resultado en
ontrado para d = 1 
on
orda
om os trabalhos de Mott [50℄ e Borland [51℄. Em d = 2, embora tenha sido mostrado que
β(g → ∞) ≈ 0, todos os estados são lo
alizados. Isto porque, para g grande, a função
β|2d está tão perto do eixo β = 0, que g diminui muito lentamente 
om o aumento L. O
omprimento de lo
alização pode ex
eder em muito as dimensões da amostra analizada emsistemas 2d desordenados. Desta forma, a teoria de es
ala prevê que para um 
omprimentode es
ala su�
ientemente grande, mesmo para graus de desordem pequenos, os estadosInstituto de Físi
a - UFAL



16 Fundamentação Teóri
aeletr�ni
os em um sistema 2d são lo
alizados. Em d = 3 a teoria de es
ala prevê aexistên
ia de 
omportamentos distintos para β(g) < 0 e β(g) > 0. Existe um ponto
ríti
o gc que separa a região em que o sistema 
omporta-se 
omo um isolante (β < 0)da região em que o sistema apresenta um 
aráter metáli
o (β > 0). Maiores detalhessobre o ponto 
ríti
o e o 
omportamento do sistema perto do ponto 
ríti
o podem seren
rontrados na referên
ia [57℄.A teoria de es
ala foi responsável por deixar evidente alguns fatores importantes datransição metal-isolante proposta por Anderson. De fundamental importân
ia para a fí-si
a do estado sólido de sistemas amorfos, a lo
alização de Anderson e a teoria de es
alapropor
ionaram o desenvolvimento de inúmeros estudos teóri
os e experimentais de trans-porte eletr�ni
o, que podem ser en
ontrados sumarizados em artigos de revisão [17, 58, 59℄e em livros [60, 61, 62, 63℄. Além disso, embora a proposta ini
ial de Anderson tenha sidoelaborada no 
ontexto de lo
alização da função de onda eletr�ni
a, o fen�meno de lo
ali-zação na presença de desordem tem sido observado em diversos meios, 
omo por exemplo:Ondas eletromagnéti
as: Arya e Birman dis
utiram a propagação de uma onda op-ti
a através de um dielétri
o possuindo uma distribuição de partí
ulas metáli
as aleatóriasno seu interior. Eles mostraram que a lo
alização a
onte
e em virtude da 
on
entraçãode partí
ulas [64℄. Drake e Gena
k estudaram a difusão ópti
a através da transmissão depulsos de pi
osegundos em uma amostra 
om esferas de titânio no ar[65℄. Seus resultadosforam 
orroborados pelos estudos de E
onomou e Soukolis, que indi
am uma lo
alizaçãoópti
a em um sistema de esferas de titânio no ar [66℄. Mais re
entemente, Wiersma e
o-autores observaram o fen�meno de lo
alização de Anderson para a luz em experimen-tos de ópti
os através de um experimento realizado em amostras de Arsenieto de Gálio.Seus resultados mostram que o 
oe�
iente de transmissão diminui exponen
ialmente emrelação a espessura de uma amostra [67℄. S
hwartz e 
o-autores relataram a observaçãoexperimental da lo
alização de Anderson 
ausada por �utuações aleatórias em uma redefot�ni
a bidimensional (ver �gura 2.9). Foi demonstrado que um transporte balísti
o setorna difuso na presença de desordem, e que a lo
alização de Anderson o
orre para umelevado nível de desordem [68℄. Nas
imento, Moura e Lyra investigaram vários aspe
tosFigura 2.9: Resultados experimentais para a propagação de luz em redes fot�ni
as desordenadas.A distribuição da intensidade de luz medida experimentalmente para uma rede (a) sem desordem,(b) 
om 15% de desordem e (
) 45% de desordem.
Fonte: T. S
hwartz, 2007 (referên
ia [68℄).de es
ala do espe
tro de transmissão em meios dielétri
os de multi
amadas 
om desordemposi
ional. Seus resultados demonstram que a desordem induz dois aspe
tos opostos so-bre o 
omportamento de transmissão: para frequên
ias em que o 
omprimento ópti
o deTese de Doutorado
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ada 
amada é um múltiplo inteiro de meio 
omprimento de onda, o prin
ipal efeito dadesordem é promover a lo
alização exponen
ial dos modos, ex
eto na ressonân
ia; Já naregião de freqüên
ias proibidas, 
onhe
ido 
omo band gap fot�ni
o, a desordem promove oapare
imento de estados que promovem uma pequena transmissão, mas �nita em sistemas�nitos. [69℄. Outros trabalhos na área podem ser en
ontrados no artigo de revisão [70℄.Ondas a
ústi
as: Alguns estudos foram dire
ionados a propagação do ter
eiro som(�third sound �) sobre substratos desordenados de super�uido de 4He. Entre eles, Condate Kirkpatri
k, através de estudos teóri
os, propuseram um sistema experimental para aobservação da lo
alização de ondas a
ústi
as em sistemas 1d [71℄, enquanto que Cohen eMa
hta apresentaram análises teóri
as do modelo para sistemas 2d [72℄. Re
entemente, F.Shahbazi e 
olaboradores estudaram a lo
alização de ondas a
ústi
as em meios altamenteheterogêneos, e formularam um método de teóri
o para investigar o problema em meiosque são 
ara
terizados por uma ampla distribuição de 
onstantes elásti
as [73℄. Os autoresdemonstram que há uma transição, induzida pela desordem, para o regime lo
alizado,para qualquer dimensão. Outros trabalhos na área, tanto teóri
os quanto experimentais,podem ser en
ontrados no artigo de revisão [74℄;Ondas de Matéria (matter waves): Estudos re
entes tem demonstrado a 
riaçãode estruturas periódi
as em 1d, 2d e 3d nas quais átomos podem ser aprisionados, 
oma possibilidade de manipulação da rede periódi
a. Condensados de Bose-Einstein dentrodestes poten
iais periódi
os induzidos por luz, 
onhe
idos 
omo redes ópti
as, 
omparti-lham muitas 
ara
terísti
as 
om elétrons em sólidos [32℄. Do ponto de vista experimental,a manipulação de gases ultra frios nestas redes ópti
as tem se mostrado muito importan-tes, 
om a perspe
tiva de que tais sistemas sejam utilizados 
omo simuladores quânti
ospara responder a algumas perguntas em aberto da matéria 
ondensada [75℄. Dentro do
ontexto de sistemas 
om desordem, Damisky e 
o-autores estudaram um sistema 
ons-tituído de um gás de Bose ultra frio em redes ópti
as. Seus resultados revelam que oapare
imento de uma pequena perturbação do poten
ial da rede pode resultar em umatransição de um regime de super�uido para um regime lo
alizado. Esta transição o
orreem es
alas de tempo experimentalmente viáveis e pode ser fa
ilmente 
ontrolada, per-mitindo uma análise detalhada de transições induzidas por desordem [76℄. Do ponto devista experimental, estudos re
entes revelaram a observação da lo
alização de Andersonem 
ondensados de Bose-Einstein em redes ópti
as[77, 78℄. Outros trabalhos sobre redesópti
as e lo
alização de Anderson em ondas de matéria podem ser en
ontrados nos artigosde revisão [32, 75℄Ex
itações 
oletivas: O movimento vibra
ional 
oletivo de 
adeias harm�ni
as de-sordenadas unidimensionais também podem ser mapeados no modelo de Anderson [79℄.A maioria dos modos normais de vibração estão lo
alizados. Entretanto, existem algunsmodos delo
alizados de baixa frequên
ia, 
ujo número é da ordem de √N , 
aso em que as
adeias desordenadas se 
omportam 
omo um sistema livre de desordem [79, 80℄. Tambémé possível mapear o Hamiltoniano de Heisenberg asso
iado a ex
itações de um mágnonatravés de modelo eletr�ni
o [81℄. Em geral, demonstra-se que os estados de energia�nita são exponen
ialmente lo
alizados em qualquer grau de desordem. No entanto, o
omprimento de lo
alização típi
o 
res
e à medida que se aproxima do limite inferior dabanda [82, 83, 84℄. Além disso, foi demonstrado que uma ex
itação de spin ini
ialmenteInstituto de Físi
a - UFAL



18 Fundamentação Teóri
alo
alizada pode apresentar um 
omportamento super-difusivo na presença de desordem[84℄.Podemos ver que, embora 
ontenha várias simpli�
ações, o modelo de Anderson é
onsiderado até hoje a estratégia mais e�
iente para estudar os efeitos da desordem sobrepropriedades de transporte eletr�ni
o. Muitos dos estudos sobre lo
alização de Andersontem sido feitos em termos de pro
edimentos de es
ala, revelando resultados que 
on
or-dam 
om a teoria de es
ala: no modelo de Anderson, para d = 1 e d = 2 não existetransição metal-isolante, enquanto que em d = 3 há um ponto 
ríti
o (mobility edge)para a transição metal-isolante. Entretanto, a presença de determinados �ingredientes�no modelo de Anderson dá origem a resultados não previstos na teoria de es
ala. Veremosa seguir um pou
o mais sobre estes modelos.2.3.3 Ex
eções da teoria de es
ala: existên
ia de aperiodi
idadee 
orrelaçãoA teoria de es
ala da lo
alização apresentada anteriormente revela o 
omportamentoisolante em sistemas 1d e 2d para qualquer quantidade de desordem e a possibilidadede um 
omportamento metáli
o em sistemas 3d, ou seja, uma transição metal-isolante.Entretanto, uma série de trabalhos têm sido apresentados nas últimas dé
adas, nos quaisa distribuição de desordem é feita de forma a respeitar sequên
ias pseudo-aleatórias ouapresentando 
orrelações. A presença destes ingredientes na distribuição da desordem sãoresponsáveis por um 
omportamento não previsto pela teoria de es
ala para o modelo deAnderson.Aperiodi
idadeAo �m dos anos 70 e iní
io dos anos 80 foram apresentados os primeiros modelosde baixa dimensionalidade que revelaram uma transição metal-isolante. Estes modelosapresentam poten
iais in
omensuráveis, tendo 
omo uma das suas 
ara
terísti
as o 
om-portamento intermediário entre os 
asos periódi
o e aleatório [85, 86, 87, 88℄. M. Ya.Azbel, utilizando o modelo de Kromig-Penney, demonstrou que os auto-estados podemser estendidos e lo
alizados, separados por mobility edges. Foi estabele
ida também umarelação entre o modelo estudado e as propriedades eletr�ni
as de estruturas lineares depoten
iais 
om períodos in
omensuráveis 
onhe
idas na épo
a [85℄. J.B.Sokolo� , moti-vado pelo trabalho de Azbel, estudou a lo
alização eletr�ni
a num modelo tight-binding
ontendo um poten
ial 
om período in
omensurável de modulação periódi
a [86℄. Em seumodelo, a equação de S
hrödinger é apresentada 
omo
fn+1 + fn−1 + V0(cos qn)fn = Efn (2.17)sendo fn o 
oe�
iente de expansão para a função tight-binding [ψ(x) =

∑

n fnφ(x− na)],enquanto φ representa um orbital at�mi
o. As demais grandezas estão em unidades deamplitude de hopping. A in
omensurabilidade se dá ao assumirmos q 
omo irra
ional.Neste trabalho foi mostrado que a teoria apresentada por Azbel prevê a existên
ia demobility edges próximos de ±(2− V0). O autor apresentou a existên
ia de uma transiçãoTese de Doutorado
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ial aperiódi
o 
al
ulado a partir da equação 2.18. Os parâmetros 
ara
te-rísti
os do poten
ial apresentam os seguintes valores: V = 1.5, πα = 1 e (a) ν = 0.5; (b) ν = 1.0;(
) ν = 1.5.
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Fonte: Autor, 2011.metal-isolante em uma dimensão para um valor 
ríti
o V0. Motivados pelo modelo estu-dado por Sokolo�, Soukoulis e E
onomou investigaram a natureza dos auto-estados em
ristais unidimensionais, sendo que a distribuição do poten
ial para os sítios era in
omen-surável [87℄. Os autores utilizaram três diferentes métodos para determinar a naturezados auto-estados e 
on
luíram que a presença de in
omensurabilidade produz, em geral,mobility edges em sistemas unidimensionais.Griniasty and Fishman investigaram o 
omprimento de lo
alização do modelo tight-binding Vnfn + fn+1 + fn−1 = Eun [89℄. Em seu modelo, a distribuição do poten
ial Vn éregido pela equação
Vn = V cos k|n|ν (2.18)tendo k = πα, α é um número irra
ional para que Vn seja um poten
ial in
omensurável.Caso α seja um ra
ional e o parâmetro ν assuma o valor ν = 1, Vn tomará forma deum poten
ial periódi
o. O parâmetro V fun
iona 
omo uma amplitude da distribuiçãode poten
iais, onde 2V representa a largura de desordem. Exemplos de distribuições depoten
ial regido pela equação 2.18 podem ser vistos na �gura2.10. Através de 
ál
ulosnuméri
os e usando teoria de perturbação para V ≪ 1, os autores observaram umasimilaridade 
ada vez maior entre o poten
ial da eq.(2.18) e poten
iais aleatórios, à medidaque aumenta-se o valor de ν. Constatou-se a existên
ia de estados estendidos para V < 2,estados lo
alizados para V > 2. Além disso, foi visto que para ν ≥ 2, todos os estadoseram lo
alizados, enquanto que o 
aso 0 < ν ≤ 1 existiam estados estendidos. Para

1 < ν < 2 en
ontrou-se uma dis
ordân
ia entre os resultados previstos pelo métodode teoria de perturbação e os resultados numéri
os, tendo o autor sugerido uma maiorinvestigação do problema.S. Das Sarma e 
olaboradores[90℄, assim 
omo Griniasty e 
olaboradores [89℄ e Thou-less [91℄, investigaram a lo
alização de um modelo tight-binding unidimensional, tendo opoten
ial regido pela equação 2.18. Os resultados apresentaram a existên
ia de estadosestendidos e lo
alizados dependente da largura de desordem e dos valores de ν.
• Quando 0 < ν < 1 e V < 2 : Haverá estados estendidos na faixa−2+V < E < 2−VInstituto de Físi
a - UFAL
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ae estados lo
alizados nas faixas 2− V < E < 2 + V e −2− V < E < −2 + V .
• Quando 0 < ν < 1 e V > 2: Todos os estados são lo
alizados.
• Quando ν = 1 e V < 2: Todos os estados estendidos
• Quando ν = 1 e V > 2: Todos os estados são lo
alizados.
• Quando 1 < ν < 2: Todos os estados são lo
alizados, mas o expoende de Lyapunovse aproxima de zero no 
entro da banda.
• Quando ν > 2: O sistema se 
omporta 
omo ummodelo de Anderson unidimensionale todos os estados são exponen
ialmente lo
alizados.Em outro trabalho, S. Das Sarma e 
olaboradores desenvolveram uma té
ni
a semi-
lássi
a assintóti
a para 
al
ular, no limite termodinâmi
o, a densidade de estados e oexpoente de Lyapunov para o modelo tight binding unidimensional 
om poten
ial on-siteregido pela equação 2.18 [92℄. Além disso, realizaram estudos numéri
os envolvendo adiagonalização direta e 
ál
ulos re
ursivos de matriz de transferên
ia para 
ompreenderas propriedades de lo
alização do modelo. Os resultados analíti
os estão exatamente dea
ordo 
om os resultados numéri
os, diferentemente da té
ni
a utilizada por Griniastyand Fishman [89℄, que possui limitações. Neste último foi apresentado a existên
ia deuma transição metal-isolante no modelo uni-dimensional para V < 2 e ν < 1, 
om osmobility edges �xos para energias Ec = ±|2− V |.Assim 
omo o modelo de Anderson, distribuições determinísti
as tem sido abordadasem diversos estudos. Como exemplo, temos o trabalho de Costa e Moura, que estudaramnumeri
amente a propagação de ondas a
ústi
as em um sistema unidimensional 
om umadistribuição elasti
idade pseudo-aleatórios, similar à equação 2.10. Seus resultados indi-
am a presença de ondas a
ústi
as estendidas, 
om uma frequên
ia diferente de zero, paraum grau aperiodi
idade su�
iente [93℄. Xiaoming Cai e 
olaboradores estudaram a tran-sição da fase super�uida para a fase vítrea de Bose (Bose-glass ou isolante de Anderson)para um gás de Bose fortemente repulsivo, em uma rede ópti
a aperiódi
a 1d. Seus re-sultados demonstram a existên
ia de uma transição de fase super�uido para isolante [94℄.Nas
imento, Moura e Lyra investigaram a transmissão de ondas eletromagnéti
as planasatravés de uma estrutura 1d de multi
amadas de dielétri
os que apresentam seqüên
iasaperiódi
as de índi
es de refração [95℄. A aperiodi
idade é introduzida ao 
onsiderar asequên
ia de índi
es de refração seguindo uma função senoidal 
uja fase φ varia 
omouma lei de potên
ia do índi
e da 
amada, φ ∝ iν . Seus resultados revelam que no regimepseudo-aleatório (ν > 1), a lo
alização de Anderson dos modos eletromagnéti
os levaa uma grande la
una no espe
tro de transmissão, 
om bandas de transmissão estreitas
entradas na ressonân
ia de Bragg. No regime de ν < 1, existe uma dependên
ia nãomonot�ni
a da transmissão espe
tral média 
om o expoente da aperiodi
idade α. Em umsistema ferromagnéti
o quânti
o unidimensional 
om uma distribuição de a
oplamentosaperiódi
a, Moura apresentou a existên
ia de uma fase de ondas de spin estendidas naregião de baixa energia [96℄.De maneira geral, os estudos rela
ionados ao modelo de Anderson que possuem umadistribuição aperiódi
a, apresentam 
ara
terísti
as entre o modelo periódi
o de Blo
h eTese de Doutorado



2.3 Desordem, interação e transição metal-isolante 21o modelo aleatório de Anderson. Embora a teoria de es
ala tenha previsto uma transi-ção metal-isolante (ou extendido-lo
alizado para sistemas análogos) em 3d, os trabalhosapresentados anteriormente e inúmeros outros revelam que algumas distribuições deter-minísti
as são responsáveis por atribuir ao modelo uma transição não prevista pela teoriade es
ala. Além disso, do ponto de vista numéri
o, é importante ressaltar que se trata deuma distribuição determinísti
a, não sendo ne
essários 
ál
ulos de valores médios (sobreamostras) das grandezas investigadas. Isto quer dizer que, do ponto de vista experimental,todas as amostras devem apresentar a mesma distribuição de poten
iais (
aso eletr�ni
o),elasti
idade (
aso de ondas a
ústi
as), índi
es de refração (
aso de onda em meios demulti
amadas), não sendo ne
essárias medidas em diversas amostras.CorrelaçõesComo foi brevemente falado no iní
io desta seção, a presença de 
orrelações na distri-buição da desordem também é responsável por 
omportamentos não previstos no modelode Anderson de baixa dimensionalidade. Flores mostrou que o Hamiltoniano de Andersonunidimensional, tendo a presença de desordem na distribuição do poten
ial e da amplitudede hopping, pode apresentar uma energia 
ríti
a (Ec), onde a transmissão (delo
alização)da função de onda o
orre quando são introduzidas 
orrelações entre as energias dos sítiose os termos de hopping [97℄. Dunlap, Wu e Phillip apresentaram um estudo sobre uma
adeia 
omposta por uma liga binária, 
onhe
ida na literatura 
omo modelo do dímeroaleatório (random-dimer model) [98℄. Nesta liga as energias dos sítios do sistema podemassumir os valores de ǫA e ǫB, 
om probabilidades p e 1− p respe
tivamente. Além disso,os sítios 
om energia ǫA sempre apare
em aos pares (ver representação na �gura 2.11).Considerando uma distribuição 
om o maior grau de desordem (p = 1/2) e t a amplitudeFigura 2.11: Distribuição de poten
iais em uma rede de 40 sítios 
om desordem diagonal dotipo dímero aleatório. As energias dos sítios do sistema podem assumir os valores de ǫA = 1.0e ǫB = 2.0, 
om probabilidades p e 1 − p respe
tivamente. Os sítios 
om energia ǫA sempreapare
em aos pares, sendo (a) p = 0.2, (b) p = 0.4 e (
) p = 0.6.
Fonte: Autor, 2011.de hopping, os autores demonstraram a existên
ia de um transporte superdifusivo para
−2t < ǫA − ǫB < 2t, difusivo para ǫA − ǫB = ±2t e lo
alizado para outros valores. Osresultados apresentados por Dunlap, Wu e Phillips foram 
orroborados por Bovier [99℄.Além disso, Wu e Phillips apresentaram o modelo de dímeros aleatórios 
om desordemfora da diagonal (desordem no termo de hopping), relatando que este modelo é 
apaz deInstituto de Físi
a - UFAL



22 Fundamentação Teóri
aexpli
ar a transição metal-isolante da polianilina 9 [100℄. Sán
hez, Ma
iá e Domínguez-Adame também observaram uma supressão da lo
alização de Anderson ao 
onsiderarimpurezas do tipo dímero no modelo de Kronig-Penney [101℄. Estudos experimentais daspropriedades eletr�ni
as de super-redes de GaAs-AlGaAs 
om desordem 
orrela
ionadaapresentam evidên
ias que as 
orrelações espa
iais inibem a lo
alização de estados emsistemas desordenados de baixa dimensionalidade [102, 103℄Todos os trabalhos des
ritos anteriormente relatam que a existên
ia de 
orrelaçõesde 
urto-al
an
e, na distribuição da desordem induz o apare
imento de estados exten-didos. Entretanto, no limite termodinâmi
o, a densidade de estados revela a ausên
iade mobility edges separando estados lo
alizados de estados estendidos. Por outro lado,mobility edges podem surgir em modelos de baixa dimensionalidade ao introduzir 
orre-lações de longo-al
an
e na distribuição da desordem [104, 105℄. Moura e Lyra introdu-ziram uma 
orrelação de longo al
an
e nos elementos da diagonal do Hamiltoniano deAnderson 1d, representando uma desordem somente nos poten
iais dos sítios da 
adeia[104℄. Diferentemente do modelo de Anderson usual, que exibe valores para os termosFigura 2.12: Poten
ial 
om desordem 
orrela
ionada de longo al
an
e, baseado na distribuiçãoutilizada na referên
ia [104℄. Foi 
onsiderado uma 
adeia de 1000 sítios e parâmetros (a) α = 0.0;(b) α = 1.5 e (
) α = 3.0.
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Fonte: Autor, 2011.da diagonal não 
orrela
ionados 
om um espe
tro tipo ruído bran
o (S(k) ∝ k0), os au-tores 
onsideraram as energias on-site sendo regidas por uma sequên
ia que des
reve otraço de um movimento Browniano fra
ionário, 
om uma densidade espe
tral espe
i�
ada(S(k) ∝ 1/kα). Este modelo apresenta uma fase de estados eletr�ni
os extendidos para
α > 2, diferente dos resultados anteriores para 
orrelações de 
urto al
an
e, que apre-sentavam estados extendidos para determinadas energias ressonantes. Izrailev e Krokhinapresentaram outro modelo 
om 
orrelações de longo al
an
e no termo diagonal do Ha-miltoniano de Anderson, também apresentando uma fase de estados extendidos [105℄. Osresultados apresentados por este último foram 
orroborados por Kuhl e 
olaboradores[106℄. Os autores, explorando a analogia entre a partí
ula quânti
a e a onda eletromag-néti
a já demonstrada anteriormente [107℄, demonstraram a existên
ia de mobility edgeem 1d utilizando um guia de onda retangular. Seu experimento 
onsiste em analisar apropagação de luz através de arranjos periódi
os de espalhadores. Os autores utilizaram9Polianilina é um polímero 
ondutor da família dos polímeros �exíveis.Tese de Doutorado



2.3 Desordem, interação e transição metal-isolante 23Figura 2.13: Guia de onda utilizada por Kuhl e Stö
kman. Todas as dimensões estão emmilímetros.
Fonte: U. Kuhl, 1998 (referên
ia [107℄).
100 espalhadores 
ilíndri
os, de raio r = 2.5mm e distantes de d = 20.5mm, introduzi-dos no guia de onda de maneira que as profundidades podiam variar, fun
ionando 
omoparafusos (ver �gura 2.13).Estudos realizados posteriormente estabele
eram a a�rmativa que 
orrelações de longo-al
an
e podem realmente induzir uma transição metal-isolante em sistemas de baixadimensionalidade. Como exemplo, temos o trabalho de Carpena e 
olaboradores queapresentaram estudos numéri
os utilizando um modelo unidimensional tight-binding 
om
orrelações de longo-al
an
e. Com 
orrelações de longo al
an
e introduzidas em sóli-dos binários desordenados, observou-se que no limite termodinâmi
o o sistema pode se
omportar 
omo um 
ondutor para uma determinada faixa de energia [108℄. Costa eMoura demonstraram que a propagação de ondas a
ústi
as em sistemas de baixa dimen-sionalidade apresentam uma fase de ondas a
ústi
as estendidas para um meio 
om umadistribuição de elasti
idade 
om 
orrelações de longo al
an
e [109℄.Dentro deste 
enário, estudos preliminares sobre a presença de 
orrelação de longoal
an
e na distribuição da desordem nos dire
ionoram a investigação de um modelo deum elétron em uma rede quadrada 2D. Neste modelo, os temos diagonais foram tomados
omo energia de referên
ia (ǫn,m = 0) e os termos de hopping apresentando uma desordem.Os termos de hopping ao longo da direção y eram determinados por uma superposição deum termo aleatório não 
orrela
ionado e um termo desordenado 
om 
orrelações de longoal
an
e, enquanto que os termos de hopping ao longo da direção x foram tomados 
omounitários. A distribuição 
orrela
ionada de longo al
an
e introduzida ao longo da direção
y foi determinada segundo uma densidade espe
tral 
om um 
omportamento tipo lei depotên
ia 1/kα [104℄, de maneira que

ty = tanh(νy + ρy) + 〈ty〉 (2.19)sendo vy = ζ(α)
∑L=2

k=1
1

kα/2 cos(
2πky
L

+ φk), onde φk são L/2 fases aleatoriamente distri-buídas no intervalo [0, 2π], ζ(α) é a 
onstante de normalização onde es
olhemos ter umavariân
ia unitária, 〈νy〉 = 0. ρy é des
rito por L números aleatórios independentes dis-tribuídos uniformemente no intervalo [−W/2,W/2], sendo 〈ty〉 = 2 para evitar termos dehopping negativos. Através do método da matriz de transferên
ia vemos que o sistemaapresenta uma transição metal isolante pou
o 
onven
ional, tipo Kosterlitz-Thouless (verInstituto de Físi
a - UFAL
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aFigura 2.14: (a) Comprimento de lo
alização rees
alado Λ = λ(E)/M 
omo função da energiapara α = 2 e M = 20, ..., 120. Observa-se o 
olapso das 
urvas para E < Ec ≈ 3, 
ara
terizandouma transição metal isolante em E = Ec. (b)Fit do 
omprimento de lo
alização extrapoladoapresenta λ∞ ∝ exp(C/
√
E − Ec), 
om Ec = 3.00(5). O rápido de
aimento do 
omprimento delo
alização (observe es
ala do eixo E) quando deslo
al-se sutilmente do ponto de transição parao regime isolante é típi
o de uma transição Kosterlitz-Thouless.

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [110℄).�gura 2.14). O rápido de
aimento do 
omprimento de lo
alização (observe es
ala do eixo
E da �gura 2.14a) quando deslo
a-se sutilmente do ponto de transição para o regimeisolante é típi
o de uma transição Kosterlitz-Thouless. Isto o
orre quando a distribuiçãoapresenta um expoente de 
orrelação α > 1. Este resultado apresenta um novo fator,
ontrastando 
om os resultados exibidos por meios desordenados 2D 
om desordem não
orrela
ionada, que não apresentam uma transição isolante-metal para qualquer quan-tidade de desordem. Os resultados deste modelo foram publi
ados na revista Physi
sLetters A (referên
ia [110℄), 
omo pode ser visto no anexo A.Todos os estudos apresentados nesta seção até o presente momento foram dire
ionadosa transição extendido-lo
alizado (
onhe
ida 
omo transição metal-isolante para sistemasde transporte eletr�ni
o) induzida pela desordem. Embora a desordem apresente umpapel importante nas propriedades de transporte de sistemas eletr�ni
os, ela não é oúni
o fator 
apaz de dar origem a uma transição metal-isolante. A interação elétron-elétron, desprezada no modelo de Anderson e nos modelos vistos anteriormente nestaseção, apresenta aspe
tos relevantes sobre as propriedades de transporte eletr�ni
o [3, 4,46, 47℄. Veremos a seguir as prin
ipais 
ara
terísti
as da presença da interação elétron-elétron.2.3.4 Interação elétron-elétron e o isolante de MottVimos anteriormente que a distinção bási
a entre os metais e os isolantes foi propostoe 
riado nos primeiros anos da me
âni
a quânti
a (ver seção 2.2). Embora a representaçãoda estrutura de bandas tenha apresentado expli
ações 
om uma grande satisfatoriedadepara vários fen�menos, in
lusive a distinção entre isolantes e 
ondutores, alguns relatos nãoTese de Doutorado
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on
ordam 
om as previsões da teoria de bandas. Por exemplo, embora seja previsto um
omportamento metáli
o para amostras de óxidos de metais de transição (
omo óxido deníquel NiO e óxido 
uproso Cu2O), observou-se experimentalmente um 
omportamentoisolante ao estudar-se experimentalmente a 
ondutividade destas substân
ias [2℄.A análise do modelo de Blo
h nos leva a per
eber que uma das simpli�
ações exis-tentes no modelo é a ausên
ia de interação elétron-elétron. Por este lado, visto que aspropriedades de 
ondução de um material estão asso
iadas ao transporte de 
argas elétri-
as e, em geral, o número de elétrons em um sólido é da ordem do número de Avogrado,é razoável pensar na existên
ia de interação elétron-elétron quando se estuda as propri-edades de 
ondução de um dado sistema. Diante desta 
onsideração, o 
omportamentonão previsto pela teoria de bandas para óxidos de níquel NiO e óxido 
uproso Cu2O [2℄motivaram os primeiros estudos dire
ionados a interação entre elétrons [1℄. Neste últimotrabalho, Mott e Peierls atribuíram o 
omportamento isolante dos óxidos de metais detransição 
itados anteriormente a forte interação 
oulombiana entre os elétrons. Algunsanos depois, em 1949, N. F. Mott prop�s um modelo 
apaz de expli
ar os resultados ex-perimentais obtidos para óxidos de metais de transição [3℄. Nestes 
ompostos, a formaçãode um gap de energia impedindo a 
ondução pode ser entendida 
omo uma 
ompetiçãoentre o poten
ial Coulombiano U entre os elétrons na 
amada 3d e o hopping entre osátomos vizinhos.Isolante de Mott e o modelo de HubbardIni
ialmente, o prin
ipal esforço foi 
ompreender 
omo sistemas 
om bandas par
ial-mente preen
hidas poderiam ser isolantes. No modelo de bandas apresentado na seção2.2, a distinção entre um sistema metáli
o ou isolante, à temperatura zero, era determi-nada apenas pelo preen
himento de sua estrutura eletr�ni
a. Para o 
aso de isolantes,a banda de valên
ia é totalmente preen
hida (ver �gura 2.15a), enquanto que os metaisapresentam uma banda par
ialmente preen
hida (ver �gura 2.15b). Em termos do nívelde Fermi, num isolante este nível estaria lo
alizado em um gap, enquanto que num metalestaria lo
alizado inter
eptando a banda. Embora alguns óxidos de metais de transiçãoapresentem uma banda d par
ialmente o
upada, o seu 
aráter isolante é expli
ado de-vido à interação eletr�ni
a. Ao in
luí-la, a banda que estaria par
ialmente preen
hida nomodelo de elétrons não interagentes, é separada em duas sub-bandas (ver �gura 2.15
).Agora o nível de Fermi está lo
alizado em um gap, o que resulta em um 
aráter isolante.A fase isolante em muitos sistemas é atribuída as interações elétron-elétron e temsido fundamentais para a investigação e entendimento de vários estudos rela
ionados atransporte eletr�ni
o. Esta fase isolante atribuída a interação elétron-elétron é 
onhe
idade isolante de Mott. No isolante de Mott, a energia de interação Coulombiana entreos elétrons é um parâmetro que 
ontrola o 
omportamento do sistema 
omo isolante ou
ondutor. O isolante de Mott pode ser des
rito de maneira que 
one
te 
om o quadro degaps de energia apresentado na �gura 2.15. Considere uma rede 
om pou
os elétrons epense na energia ne
essária para adi
ionar um elétron a esta rede. Como a probabilidadede en
ontrar um outro elétron é pequena, este 
usto energéti
o não envolve uma repulsão
oulombiana. Entretanto, quando tivermos a banda semi-preen
hida (um elétron porInstituto de Físi
a - UFAL
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asítio da rede), o 
usto de adi
ionarmos um elétron deve ser aumentado de U , já queinevitavelmente um elétron adi
ionado deve �
ar em um sitio que já possui outro elétron.Isto expli
a o gap de Mott apresentado na �gura 2.15
.A re�exão do 
omportamento isolante devido a existên
ia de interação elétron-elétronpode ser feita, em pou
as palavras, também da seguinte maneira. Consideremos ummodelo em que tratamos um elétron itinerante numa rede, tendo 1 elétron para 
ada sítioda rede (
onhe
ido na literatura de modelo half-�lling). O elétron ao se mover para umdeterminado sítio, poderá en
ontrar um outro elétron no mesmo sítio. Existindo doiselétrons num mesmo átomo, observa-se uma repulsão Coulombiana entre eles. Assim, seo 
usto energéti
o desta dupla o
upação (energia da repulsão Coulombiana) for grandeo su�
iente para inibir a propagação do elétron, o sistema apresenta um 
omportamentoisolante. Entendemos assim a transição metal-isolante devido a interação entre elétrons,também 
onhe
ida 
omo transição de Mott [3, 47℄.Figura 2.15: Representação grá�
a da densidade de estados para modelo de elétrons não inte-ragentes para um sistema (a) isolante e (b) 
ondutor. (
) Densidade de estados para o modelode elétrons fra
amente interagentes.
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Fonte: Autor, 2011.Podemos ver que o modelo de Mott trata de uma 
ompetição entre termo 
inéti
odo elétron (hopping) e o termo de interação Coulombiana (interação elétron-elétron). Omodelo de Mott deu origem ao hamiltoniano
H = −t

∑

i,j

(c†i↑cj↑ + c†i↓cj↓) + U
∑

i

c†i↑ci↑c
†
i↓ci↓ (2.20)proposto por J. Hubbard [111, 112, 113℄. O trabalho de Hubbard 
onsiste em elétrons emuma rede, 
om hopping t do sítio j para o sítio vizinho i, 
om um 
usto energéti
o lo
al

U quando dois dos elétrons o
upam um mesmo sitio. Neste modelo, i e j são sítios darede, c†i↑ é o operador 
riação de um elétron 
om spin up para o sítio i, cj↓ é o operadoraniquilação de um elétron 
om spin down no sítio j.Neste modelo vemos duas es
alas de energia importantes: a interação 
oulobiana on-site U e a largura da banda W = 2zt, sendo z o número de primeiros vizinhos. O
omportamento do sistema pode apresentar 
omportamentos bem distintos em função darazão W/U . Se esta razão é muito grande, o modelo de elétrons independentes expli
arazoavelmente bem o 
omportamento metáli
o do sistema. O outro limite, em que W ≪
U , o 
omportamento do sistema é dominado pelas 
orrelações eletr�ni
as que inibem oTese de Doutorado



2.3 Desordem, interação e transição metal-isolante 27hopping eletr�ni
o. Embora aparentemente simples, este modelo é 
apaz de des
rever atransição metal-isolante proposto por Mott.A transição metal-isolante em função da interação elétron-elétron ainda hoje despertamuito interesse [46℄. Experimentalmente, as propriedades in
omuns do estado metáli
onas proximidades da transição metal-isolante tem sido mais extensivamente estudadasem sistemas d-eletroni
os [46℄. Além disso, sistemas de elétrons interagentes tambémsão utilizados no estudo de ferromagnetismo de metais de transição e super
ondutividadea altas temperaturas [46, 114, 115℄. Experimentos em baixas temperaturas em redesópti
as tem mostrado importantes fatores nos estudos de sistemas interagentes. Estefato foi salientado por Jaks
h e 
olaboradores, que sugeriram que a dinâmi
a de átomosbos�ni
os em redes ópti
as são bem des
ritos por um hamiltoniano de Hubbard [116℄.A razão entre a interação U on-site e o termo de hopping podem ser 
ontroladas porparâmetros do laser: 
om o aumento da profundidade do poten
ial ópti
o, a função deonda at�mi
a torna-se mais lo
alizada e a interação on site aumenta, enquanto que o termode hopping é reduzido [116℄. As idéias propostas levaram à observação experimental datransição de uma fase de super�uido para uma isolante de Mott para bósons, usando um
ondensado de Bose-Einstein em uma rede ópti
a tridimensional [117, 118℄.Embora o modelo de Hubbard pareça simples, a obtenção de sua solução para o estudodas propriedades físi
as do sistema não é trivial. Algumas das di�
uldades en
ontradastem origem na natureza não pertubativa do problema, uma vez que, em geral, o termode interação não é pequeno su�
iente para ser um parâmetro na expansão perturbativa.Outras di�
uldades são devido o 
res
imento exponen
ial do esforço 
omputa
ional para até
ni
a de diagonalização exata, uma vez que o número de 
on�gurações eletr�ni
as 
res
eexponen
ialmente 
om o tamanho do sistema. Apenas em uma dimensão são en
ontradassoluções exatas para o problema 
om interação elétron-elétron em sistemas de muitos
orpos [5, 6, 7, 8, 9℄. Dentro deste 
ontexto, um modelo baseado em apenas duas partí
ulasinteragentes [10℄ tem sido muito explorado por apresentar aspe
tos físi
os relevantes queauxiliam o entendimento das propriedades de sistemas 
om partí
ulas interagentes dedensidade �nita, prin
ipalmente no que diz respeito a sistemas de elétrons interagentesna presença de desordem [119, 120, 121, 122℄.2.3.5 Duas partí
ulas interagentesComo vimos anteriormente, sistemas que apresentam interação elétron-elétron rele-vante não são bem des
ritos pelo modelo de bandas 
riado para elétrons não interagentes.A bus
a de entendimento em anéis mesos
ópi
os foram dire
ionados à 
oexistên
ia deinteração elétron-elétron e desordem [119, 120, 121, 122℄. D. L. Shepelyansk, em 1994,prop�s um modelo de duas partí
ulas que apresentava um termo de interação on-site deHubbard em um poten
ial desordenado [10℄. Seus estudos mostram que a in�uên
ia dainteração é pequena sempre que as partí
ulas estejam su�
ientemente distantes, quando
omparadas ao 
omprimento de lo
alização de uma úni
a partí
ula. Entretanto, quandoas duas partí
ulas estão separadas por uma distân
ia próxima ao 
omprimento de lo
aliza-ção de uma partí
ula, independentemente do sinal da interação, existe a possibilidade depropagação das duas partí
ulas movendo-se 
oerentemente. Seu 
omprimento de lo
aliza-Instituto de Físi
a - UFAL



28 Fundamentação Teóri
ação ξ2 é muito maior que o 
omprimento de lo
alização de uma partí
ula ξ1, obede
endouma lei de es
ala
ξ2 ∝ U2ξ21 (2.21)Embora seja um modelo simpli�
ado, pois se trata de um problema de duas partí
ulas,seus resultados resgatam efeitos físi
os importantes 
ontidos em problemas de muitaspartí
ulas [119, 120, 121, 122℄.A proposta de Shepelyansk motivou uma série de estudos. Os primeiros estudos foramdire
ionados à 
on�rmação do enfraque
imento da lo
alização de Anderson e re�namentoda expressão 2.21. Vários destes estudos 
on�rmaram o fen�meno [123, 124, 125, 126, 127,128, 129℄. Entretanto, para alguns deles, a relação entre o 
omprimento de lo
alização deuma partí
ula (ξ1) e o 
omprimento de lo
alização de duas partí
ulas (ξ2) revelam valoresdiferentes do apresentado na equação 2.21 [126, 127, 128, 129℄. Maiores detalhes podemser en
ontrados na referên
ia [62℄.Posteriormente, a in�uên
ia da interação sobre as propriedades de propagação de doiselétrons interagentes 
om spins opostos em 
adeias 
uja distribuição de poten
iais é de-terminísti
a também foi investigada [130℄. Através da solução numéri
a da equação deS
hrödinger dependente do tempo, foi apresentado que distribuições de poten
iais tipoFibona

i e Thue-Morse apresentam propagação super-difusiva, reforçada pela interação.Outro estudo 
onsiderou duas partí
ulas interagentes em uma estrutura periódi
a uni-dimensional sujeita a um 
ampo magnéti
o [131℄. Foi mostrado que a lo
alização forteinduzida pelo 
ampo magnéti
o é destruída em virtude da interação entre as partí
ulas.Mais re
entemente, alguns estudos em sistemas de muitos 
orpos foram dire
ionadosaos efeitos da 
oexistên
ia de desordem e as interações repulsivas. Os trabalhos temrevelado que o efeito des
rito por Shepelyansk para sistemas de duas partí
ulas tambémé observado em sistemas muitas partí
ulas, ou seja, a presença de interação entre aspartí
ulas enfraque
e a lo
alização de Anderson induzida pela desordem [132, 133, 134,135℄. Dentro deste 
ontexto, os estudos realizados, que serão apresentados nos 
apítulosseguintes, tem 
omo objetivo 
ontribuir para o entendimento no 
ampo de ex
itaçõeselementares e elétrons interagentes.

Tese de Doutorado



3Dois mágnons em 
adeias ferromagnéti
as
om desordem 
orrela
ionadaNeste 
apítulo serão apresentados estudos sobre ex
itações 
oletivas de spin S = 1/2em sistemas unidimensionais. Mais espe
i�
amente, nós trataremos um sistema quânti
ode spins ferromagnéti
os 
ujos a
oplamentos entre os spins apresentam uma distribuiçãoaleatória 
om 
orrelação de longo-al
an
e. Neste sistema, são estimuladas duas ex
itaçõesou dois �spin-�ips�, dando origem a duas ex
itações 
oletivas, 
onhe
idas 
omo mágnons1.Os efeitos de interação surgem ao proibirmos a dupla ex
itação em um úni
o spin, vistoque se trata de um sistema de spin S = 1/2. Nossos estudos são ini
ialmente dire
ionadosà 
ara
terização da natureza dos auto-estados de dois mágnons. Para isto, é resolvidaa equação de S
hrödinger independente do tempo. Em seguida é investigado a evoluçãotemporal de um pa
ote de onda formado por dois �spin-�ips� para uma distân
ia ini
ialentre eles dada por d0. Estes resultados são revelados após a solução numéri
a da equaçãode S
hrödinger dependente do tempo. Em resumo, nossos resultados demonstram que osistema apresentam ex
itações de dois mágnons estendidas para valores de energia �nitaquando os a
oplamentos entre os spins são fortemente 
orrela
ionados. Asso
iados aestes estados estendidos, o pa
ote de onda de dois mágnons apresenta um 
omportamentobalísti
o. Além disso, em de
orrên
ia do spin S = 1/2 não permitir um duplo �spin-�ip�nos spins da 
adeia ferromangéti
a, os pa
otes de onda de um úni
o spin apresentam umaspe
to assimétri
o. Este trabalho foi publi
ado em 2009 na revista Journal of Magnetismand Magneti
s Materials, referên
ia [136℄ (ver anexo B).3.1 Ferromagnetismo e modelo de HeisenbergUm dos primeiros relatos históri
os sobre o magnetismo são de 800 a.C, realizadosna região da Gré
ia 
hamada Magnésia. Estes relatos dizem respeito a um minério,hoje 
onhe
ida 
omo magnetita, que tinha a propriedade de atrair pedaços de ferro.Entretanto, é possível que antes dos gregos, os 
hineses não só tivessem 
onhe
imentodo fen�meno, mas também tivessem apli
ado te
nologi
amente na invenção da bússola.Contudo, os materiais magnéti
os só passaram a ter importân
ia signi�
ativa a partir dosé
ulo XIII, 
om o uso extensivo da bússola no período das grandes navegações. A partir1O nome mágnon é derivado da analogia 
om fótons e luz, f�nons e os
ilações da rede.29



30 Dois mágnons em 
adeias ferromagnéti
as 
om desordem 
orrela
ionadadeste período, estes materiais magnéti
os passaram a ser mais explorados, tanto do pontode vista té
ni
o, 
omo também 
ientí�
o.Em alguns materiais observa-se um momento magnéti
o ma
ros
ópi
o mesmo na au-sên
ia de um 
ampo magnéti
o, possuindo assim uma magnetização espontânea. Taismateriais são 
onhe
idos 
omo ferromagnéti
os. Estes materiais foram estudados no �-nal do sé
ulo XIX por Pierre Curie ao se investigar medidas de magnetização em funçãoda temperatura. As substân
ias ferromagnéti
as apresentam uma temperatura 
ríti
a detransição, a
ima da qual as substân
ias perdem o seu 
omportamento ferromagnéti
o.Somente em 1907, Weiss elaborou o primeiro modelo para o ferromagnetismo [137℄. Elepostulou a existên
ia de um 
ampo mole
ular que surge a partir da interação mútua entreos elétrons que tendem a alinhar os momentos magnéti
os uns 
om os outros. Assim,para temperaturas abaixo da temperatura de Curie o efeito do 
ampo mole
ular superaas �utuações térmi
as e a substân
ia pode se 
omportar ferromagneti
amente.A magnetização de um sistema está inteiramente ligada à presença de momentos mag-néti
os que podem ser induzidos pela presença de um 
ampo magnéti
o externo ou não.Hoje sabemos que o magnetismo na matéria é expli
ado essen
ialmente por argumen-tos de me
âni
a quânti
a. A me
âni
a quânti
a antiga expli
ou a origem dos momentosmagnéti
os at�mi
os 
om o modelo de Bohr. A me
âni
a quânti
a nova, 
om a formu-lações de S
hrödinger, Heisenberg e Dira
, estabele
eram uma base que foi apli
ada 
omsu
esso em sólidos e me
âni
a estatísti
a. Heisenberg [138, 139℄ e, independentemente,Dira
 [140, 141℄, mostraram que a origem do 
ampo mole
ular proposto por Weiss estavanuma interação de tro
a (
onhe
ido também 
omo interação de ex
hange, ou só mesmoex
hange) entre os spins dos elétrons. Esta interação de ex
hange, de natureza quânti
a,expli
a interação 
oletiva entre os momentos magnéti
os que é responsável pelo ordena-mento magnéti
o.Supondo que os elétrons da 
amada de valên
ia estejam su�
ientemente lo
alizados, demaneira que seja possível asso
iar um spin a 
ada átomo, podemos utilizar o hamiltoniano
H = −

∑

i,j

Jij ~Si · ~Sj (3.1)para des
rever a interação entre os átomos do sistema. Neste hamiltoniano, 
onhe
ido
omo hamiltoniano de Heisenberg, Jij representa a 
onstante de tro
a (ex
hange), ~Si e ~Sjsão operadores de spin que agem nos sítios i e j respe
tivamente. Para um ordenamentoferromangéti
o, ou seja, todos os spins alinhados paralelamente uns aos outros, a 
onstantede tro
a deve ser positiva. Para um ordenamento antiferromagnéti
o, ou seja, todos osspins alinhados antiparalelamente uns aos outros, a 
onstante de tro
a deve ser negativa.Considerando um material ferromagnéti
o em seu estado fundamental, uma ex
itaçãoem um de seus spins dá origem a uma perturbação 
oletiva em todos os spins do sistema.Estas ex
itações, 
onhe
idas 
omo ondas de spins, são quantizadas em energia. Assim,um mágnon pode ser visto 
omo uma quantização da onda de spin.Tese de Doutorado



3.2 Onda de Spin: Mágnon 313.2 Onda de Spin: MágnonNa temperatura de zero absoluto, um material ferromagneto atinge o estado de menorenergia, em que todos os spins apontam na mesma direção. À medida que a temperaturaaumenta, mais e mais spins são desviados aleatoriamente a partir do sentido 
omum,aumentando a energia interna e reduzindo a magnetização líquida. Assim, estando ummaterial ferromagnéti
o no seu estado fundamental, uma perturbação muito sutíl, faz 
omque o sistema deixe o seu estado fundamental e vá para um estado ex
itado. O desvio emum úni
o spin dá origem a uma perturbação 
oletiva em todos os spins do sistema.A observação destas ex
itações 
oletivas, denominadas ondas de spin, foram previstasini
ialmente por Blo
h, a �m de expli
ar a redução da magnetização espontânea emum ferromagneto[142℄. Blo
h demonstrou que as ex
itações de mais baixa energia dosistema formam o estado 
om um desvio em um úni
o spin. O formalismo, baseado noHamiltoniano de Heisenberg (equação 3.1), tem sido muito amplamente estudado ao longodos anos, tanto no 
ontexto ondas de spin em de materiais ferromagnéti
os [143, 144, 145,146℄, 
omo também em materiais antiferromagnéti
os [143, 147, 148℄.Para que possamos 
ompreender melhor o fen�meno no 
ontexto ferromangéti
o, 
on-sideremos um 
aso simples de uma rede ferromagnéti
a unidimensional 
ontendo N spins
~S = Sxî+ Sy ĵ + Szk̂ (ver �gura 3.1). Para mantermos a simpli
idade, 
onsideremos queFigura 3.1: (a) e (b) Estados fundamentais de uma 
adeia ferromagnéti
a. (
) Primeiro estadoex
itado da 
adeia apresentada em (a).

... ...

(a)

(b)

... ...

(c)

... ...

... ...... ...

Fonte: Autor, 2011.existam interações apenas entre sítios vizinhos. Para este sistema, o hamiltoniano 3.1 édado por
H = −

N∑

n=1

Jn,n+1
~Sn · ~Sn+1 (3.2)Sabendo que

S±
n = Sx

n ± iSy
n (3.3)e utilizando as relações de 
omutação dos operadores de spin

[S+
k , S

+
l ] = 2Sz

kδkl [Sz
k , S

+
l ] = S+

k δkl

[Sz
k , Sl] = −S−

k δkl [S+
k , S

+
l ] = [S−

k , S
−
l ] = 0 [Sx

k , S
y
l ] = iSz

kδkl (3.4)Instituto de Físi
a - UFAL



32 Dois mágnons em 
adeias ferromagnéti
as 
om desordem 
orrela
ionadarees
revemos 3.2 
omo
H = −

N∑

n=1

Jn,n+1

{

Sz
nS

z
n+1 +

1

2

(
S+
n S

−
n+1 + S−

n S
+
n+1

)
} (3.5)Con
entrando a nossa atenção neste último hamiltoniano, espe
i�
amente no termoentre parênteses, podemos notar que este termo transfere um desvio de spin de um dadosítio para um sítio vizinho. Sendo assim, é fá
il notar a dinâmi
a da onda de spin. Paraentendermos melhor, 
onsideremos agora que um úni
o desvio de spin é introduzinho nosítio l da 
adeia, 
omo na �gura 3.1
. A forma mais sugestiva de expressá-lo é apli
andoo operador S−

n no estado fundamental. Como o sistema ini
ialmente está no estado ferro-magnéti
o (�gura 3.1a), podemos assumir, dentro do 
ontexto de ex
itações magnéti
as,o estado fundamental 
omo um estado de vá
uo |φ0〉. Assim o estado de uma ex
itaçãono spin do sítio l �
a |φl〉 = S−
l |φ0〉. Desta forma, apli
ando o hamiltoniano 3.5 no estado

|φn〉, temos
H|φl〉 = −

N∑

n=1

Jn,n+1S
z
nS

z
n+1|φl〉

︸ ︷︷ ︸

A

− 1

2

N∑

n=1

Jn,n+1S
+
n S

−
n+1|φl〉

︸ ︷︷ ︸

B

− 1

2

N∑

n=1

Jn,n+1S
−
n S

+
n+1|φl〉

︸ ︷︷ ︸

C

(3.6)No primeiro termo (A) inserimos um termo nulo
A = −

N∑

n=1

Jn,n+1(S
z
n S

z
n+1S

−
l

︸ ︷︷ ︸
−Sz

n S
−
l S

z
n+1

︸ ︷︷ ︸
+Sz

nS
−
l S

z
n+1)|φ0〉 (3.7)Utilizando as relações de 
omutação 3.4 e inserindo outro termo nulo temos

A = −
N∑

n=1

Jn,n+1[−Sz
nS

−
n+1δn+1,l + (Sz

nS
−
l

︸ ︷︷ ︸
−S−

l S
z
n

︸ ︷︷ ︸
+S−

l S
z
n)S

z
n+1]|φ0〉 (3.8)Utilizando as relações de 
omutação 3.4, temos

A = −
N∑

n=1

Jn,n+1[−Sz
nS

−
n+1δn+1,l + (−S−

n δn,l + S−
l S

z
n)S

z
n+1]|φ0〉

= Jl−1,lSl
z|φl〉+ Jl,l+1Sl

−Sl+1
z|φ0〉 −

N∑

n=1

Jn,n+1S
−
l S

z
nS

z
n+1|φ0〉 (3.9)Como no estado fundamental todos os spins estão alinhados na direção positiva de z,o operador Sz

n apli
ado ao estado |φ0〉 assume o valor máximo S para qualquer sítio da
adeia diferente de l (sítio onde houve a ex
itação ini
ial). Assim,
A = Jl−1,lS|φl〉+ Jl,l+1(Sl

−Sl+1
z

︸ ︷︷ ︸
−Sl+1

zSl
−

︸ ︷︷ ︸
+Sl+1

zSl
−)|φ0〉 −

N∑

n=1

Jn,n+1S
2S−

l |φ0〉

A = −
N∑

n=1

Jn,n+1S
2|φl〉+ S(Jl−1,l + Jl,l+1)|φl〉 (3.10)É fá
il per
eber que −∑N
n=1 Jn,n+1S

2 é a energia do estado fundamental. Ao analisarmosTese de Doutorado



3.2 Onda de Spin: Mágnon 33o hamiltoniano 3.5 apli
ado ao estado fundamental, lembrando que S+
n |φ0〉 = 0 (já quetodos os spins já se en
ontram na direção positiva), temos H|φ0〉 = E0|φ0〉2. Assim,podemos rees
rever

A = E0|φl〉+ S(Jl−1,l + Jl,l+1)|φl〉 (3.11)No segundo termo (B), utilizando as relações de 
omutação 3.4 e o fato que ~Sz
n|φ0〉 =

S|φ0〉 e S+
n |φ0〉 = 0, temos

B =
1

2

N∑

n=1

Jn,n+1S
+
n S

−
n+1Sl

−|φ0〉 =
1

2

N∑

n=1

Jn,n+1(S
+
n S

−
n+1

︸ ︷︷ ︸
−S−

n+1Sn
+

︸ ︷︷ ︸
+S−

n+1Sn
+)Sl

−|φ0〉

=
1

2

N∑

n=1

Jn,n+1S
−
n+1(S

+
n S

−
n

︸ ︷︷ ︸
−S−

n S
+
n

︸ ︷︷ ︸
+S−

n S
+
n )|φ0〉 = −Jl,l+1S|φl+1〉 (3.12)No ter
eiro termo (C), de maneira análoga, obtemos

C = −Jl,l−1S|φl−1〉 (3.13)Ao 
oletarmos os termos A, B, e C, temos 
omo resultado da equação 3.6
H|φl〉 = E0|φl〉+ S(Jl−1,l + Jl,l+1)|φl〉 − Jl,l+1S|φl+1〉 − Jl,l−1S|φl−1〉 (3.14)Esta última equação estabele
e 
laramente que um desvio no sítio l não �
a lo
alizadoem l, mas propaga-se pela 
adeia através de seus vizinhos l + 1 e l − 1. Assim, devidoà interação entre os spins, se 
omeçarmos 
om um determinado spin para baixo, há uma
erta probabilidade que em um tempo posterior ao invés dele, um outro spin esteja parabaixo. Esta propagação estabele
e a ex
itação 
oletiva do sistema, formando assim a ondade spin. Vemos também que |φl〉 não é um autoestado de H (equação 3.5), pois um desviono sítio l não �
a lo
alizado em l. Portanto, para determinarmos qual estado representaesta 
on�guração, representamos |Φ〉 
omo o estado de 1 mágnon, ou seja

|Φ〉 = 1√
2SN

N∑

n=1

fn|φn〉 (3.15)onde os números fn representam as amplitudes de probabilidade de o
orrer um úni
odesvio no sítio n.Através da equação de S
hrödinger H|Φ〉 = E|Φ〉 temos
1√
2SN

N∑

n=1

fnH|φn〉 =
1√
2SN

E
N∑

n=1

fn|φn〉

N∑

n=1

{[E0 + S(Jn−1,n + Jn,n+1)] fn|φn〉 − Jn,n+1Sfn|φn+1〉 − Jn,n−1Sfn|φn−1〉} = E

N∑

n=1

fn|φn〉2Para o 
aso em que todos as 
onstante de tro
a sejam iguais, temos H |φ0〉 = E0|φ0〉 = −NJS2|φ0〉.Instituto de Físi
a - UFAL



34 Dois mágnons em 
adeias ferromagnéti
as 
om desordem 
orrela
ionada
N∑

n=1

(Jn−1,n + Jn,n+1)fn|φn〉 −
N∑

n=1

Jn,n+1fn|φn+1〉 −
N∑

n=1

Jn,n−1fn|φn−1〉 =
E −E0

S

N∑

n=1

fn|φn〉(3.16)Como estamos somando sobre todos os n estados de 1 mágnon, fazendo n = n + 1 nosegundo somatório e n = n− 1 no ter
eiro somatório, obtemos
N∑

n=1

[(Jn−1,n + Jn,n+1)fn − Jn+1,nfn+1 − Jn−1,nfn−1] |φn〉 =
E − E0

S

N∑

n=1

fn|φn〉 (3.17)Sendo S = 1/2 e fazendo ε = E − E0, temos a equação de S
hrödinger em função dasamplitudes de probabilidade fn dada por
(Jn−1,n + Jn,n+1)fn − Jn+1,nfn+1 − Jn−1,nfn−1 = 2εfn (3.18)Esta última expressão nos dá uma relação de re
orrên
ia que é de grande importân
iapara o estudo de ondas de spin. Ela possibilita, por exemplo, a obtenção da represen-tação matri
ial do hamiltoniano no subspaço formado por todos estados de 1 �spin-�ip�.Através da representação matri
ial, utilizando rotinas numéri
as apropriadas, a obtençãodos autovalores e autovetores do hamiltoniano torna-se possível. Este tipo de pro
edi-mento que vem sendo utilizado nos últimos anos, permite o estudo das propriedades delo
alização das ondas de spin através de té
ni
as que foram desenvolvidas para sistemaseletr�ni
os [81, 82, 83, 84, 96, 149, 150, 151℄. Apresentado ini
ialmente por Ziman [81℄,esta abordagem possibilitou a demonstração, por exemplo, de que uma ex
itação spinini
ialmente lo
alizada pode apresentar um 
omportamento superdifusivo na presença dedesordem [84℄, 
ontrastando 
om a previsão da teoria de es
ala para o 
omportamentoeletr�ni
o. Sabe-se também da existên
ia de uma fase de ondas de spin estendidas naregião de baixa energia para uma distribuição de a
oplamentos aperiódi
a [96℄.No 
ontexto dos estudos experimentais e/ou apli
ados, as ondas de spin tem se tor-nado importante devido a um amplo 
ampo de apli
ações. Estes estudos visam o de-senvolvimento da te
nologia, onde materiais magnéti
os são utilizados. O surgimento da�spintr�ni
a�, em que os spins dos elétrons são usados para operações de lógi
a e memória,promete ser uma rota alternativa para dispositivos eletr�ni
os. Estudos experimentais temsido apresentados nos últimos anos [152, 153, 154, 155, 156, 157℄. Como exemplo temos otrabalho de Alexander Khitun e 
olaboradores que propõem e analisam um ampli�
adorde ondas de spin destinados ao aumento da amplitude da onda de spin propagando atravésdo efeito magnetoelétri
os. O ampli�
ador é uma estrutura de duas 
amadas multiferrói-
as, que in
lui materiais piezelétri
os e ferromagnéti
os [155℄. O ampli�
ador 
onsiste emum substrato semi
ondutor (por exemplo, silí
io), um �lme de 
ondução ferromagnéti
o(por exemplo CoFe), e uma 
amada de material piezoelétri
o (por exemplo, titanato zir-
onato de 
humbo). O �lme ferromagnéti
o serve 
omo um guia de onda para as ondasde spin (ver �gura 3.2). O estudo foi baseado no 
on
eito de que a amplitude da ondade spin está sujeito a amorte
imento durante a propagação por 
ausa da espalhamento,por exemplo, magnon-magnon e f�non-magnon. Ou seja, o objetivo do ampli�
ador éTese de Doutorado
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ionada 35Figura 3.2: (a) Esquema do ampli�
ador de ondas de spin. O �lme ferromagnéti
o serve 
omoum guia de onda propagando de ondas de spin. A amplitude da onda de spin propagante éampli�
ada na região sob a 
amada piezelétri
a através de a
oplamentos magnetoelétri
os. (b)Amplitude da onda de spin vs 
oordenada y. A amplitude da onda de spin é aumentar à medidaque se propaga dentro do piezoelétri
os.
(a) (b)Fonte: A. Khitun, 2009 (referên
ia [155℄).aumentar a amplitude da onda de spin propagando preservando a fase. Poten
ialmente,ampli�
adores magnetoelé
tri
os podem ser usados em 
ir
uitos lógi
os baseados em on-das de spin, propor
ionando ganho para 
ompensar as perdas durante a propagação dosinal da onda de spin [155℄. Alexander Khitun e 
olaboradores des
revem e analisampossíveis abordagens para 
ir
uitos lógi
os baseados em propagação de mágnons e os ele-mentos bási
os ne
essários para a 
onstrução deste 
ir
uito [156℄. Maiores informaçõesdas apli
ações te
nológi
as, podem ser vistas nos trabalhos [152, 153, 154, 155, 156, 157℄e referên
ias 
ontidas nos mesmos.3.3 Ex
itação de 2 Mágnons em 
adeias 
om desordem
orrela
ionada3.3.1 Ex
itação de 2 Mágnons em 
adeias ferromagnéti
asDesvios gerados em dois spins de uma 
adeia ferromangéti
a a partir do seu estadofundamental gera estados de 2 mágnons, ou seja, 2 ondas de spin. Assim, o estudo de 2mágnons possui um elemento não presente no 
aso de 1 mágnon: a interação entre as ondasmagnéti
as propagantes. Tendo em mente que a interação entre elétrons apresenta umimportante papel no 
omportamento do sistema eletr�ni
o e lembrando do mapeamentodo sistema para 1 mágnon em um problema eletr�ni
o, espera-se que a interação entreondas de spin desempenhe relevantes 
ontribuições nas propriedades termodinâmi
as dosmateriais a baixas temperaturas.Os primeiros estudos dire
ionados aos efeitos da interação entre ondas de spin foramrealizados por Bethe [158℄. Seus estudos, baseados em uma 
adeia de spins unidimensio-nal, mostram a existên
ia de ondas não-interagentes de Blo
h e ex
itações nas quais umblo
o de dois ou mais spins desviados transladam juntos pela 
adeia. Alguns anos depois,Holstein e Primako� também dire
ionaram esforços ao estudo de ondas de spin interagen-tes [159℄. Seu modelo 
onsistia de uma rede ferromangéti
a 3d de spins em sob in�uên
iade um 
ampo magnéti
o externo. Seus resultados permitiram des
rever os estados quânti-Instituto de Físi
a - UFAL
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os através de duas partes do hamiltoniano original: uma rela
ionada ao 
omportamentonão-interagente das ondas de spin, e outra rela
ionada aos efeitos de interação entre asmesmas. Dyson dire
ionou seus estudos aos 
ál
ulos das propriedades termodinâmi
aspara baixas temperaturas do sistema ferromagnéti
o 3d para baixas temperaturas [160℄.Mi
hael Wortis estudou o modelo de Heisenberg 1d, 2d e 3d e demonstrou a existên
ia deestados ligados (um blo
o de dois ou mais spins desviados transladam juntos pela rede)proposto por Bethe em 1d [161℄. Mais re
entemente, Nas
imento, Moura e Lyra estuda-ram a natureza de dois mágnons em 
adeias ferromagnéti
as desordenadas de spin 1/2[162℄. Eles mostraram que, devido à interação efetiva de ex
itação imposta pela regrade ex
lusão, os estados de 2-mágnons de baixa energia mostram uma forte 
orrelaçãospin-spin, em 
omparação 
om os estados mais lo
alizados de alta energia. Além disso,mostrou-se que a distân
ia média entre as duas ex
itações evolui no tempo difusamente,enquanto a dispersão de pa
otes de onda evolui superdifusivamente.Para entendermos melhor os aspe
tos inerentes às ex
itações de 2 mágnons em 
adeiasferromagnéti
as, iremos desenvolver o formalismo matemáti
o baseado no formalismo de-senvolvido na seção anterior. Considerando o sistema ini
ialmente no estado ferromagné-ti
o (�gura 3.1a), em termos de ex
itações magnéti
as, assumimos que este se trata deum estado de vá
uo |φ0〉. Desta forma, o estado de duas ex
itações de spin, uma no sítio
n1 e outra no sítio n2, pode ser es
rito 
omo |φn1,n2

〉 = S−
n1
S−
n2
|φ0〉. Assim, apli
ando aequação 3.5 ao estado |φn1,n2

〉 temos
H|φn1,n2

〉 = −
N∑

n=1

Jn,n+1S
z
nS

z
n+1|φn1,n2

〉
︸ ︷︷ ︸

A1

− 1

2

N∑

n=1

Jn,n+1S
+
n S

−
n+1|φn1,n2

〉
︸ ︷︷ ︸

B1

− 1

2

N∑

n=1

Jn,n+1S
−
n S

+
n+1|φn1,n2

〉
︸ ︷︷ ︸

C1

(3.19)A análise do problema 
om um mágnon em uma 
adeia ferromagnéti
a de spin S = 1/2nos revelou uma onda de spin propagando pela 
adeia. Dado uma ex
itação num dado spinda 
adeia, surgem estados 
om probabilidade de en
ontrar um spin-�ip num sítio posteriore também em um sítio anterior (ver equação 3.18). Como nosso sistema atual 
onsisteem uma 
adeia ferromagnéti
a de spins S = 1/2 em que serão ex
itados 2 mágnons, éintuitivo pensar no fato de termos relações de re
orrên
ia distintas para spin-�ips emsítios vizinhos e sítios não vizinhos. Isto porque, um mesmo spin nun
a apresentará duasex
itações. Sendo assim, 
onsideremos ini
ialmente o 
aso em que as ex
itações o
orremem sítios vizinhos (ou seja, n1 = l e n2 = l + 1). Da equação 3.19 temos
H|φl,l+1〉 = −

N∑

n=1

Jn,n+1S
z
nS

z
n+1S

−
l S

−
l+1|φ0〉

︸ ︷︷ ︸

A1

− 1

2

N∑

n=1

Jn,n+1S
+
n S

−
n+1S

−
l S

−
l+1|φ0〉

︸ ︷︷ ︸

B1

− 1

2

N∑

n=1

Jn,n+1S
−
n S

+
n+1S

−
l S

−
l+1|φ0〉

︸ ︷︷ ︸

C1

(3.20)Tese de Doutorado
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ionada 37No primeiro termo (A1), 
om ajuda das relações de 
omutação 3.4 e usando o fato que
~Sz
n|φ0〉 = S|φ0〉 e S+

n |φ0〉 = 0, temos
A1 = −

N∑

n=1

Jn,n+1(S
z
n S

z
n+1S

−
l

︸ ︷︷ ︸
−Sz

n S
−
l S

z
n+1

︸ ︷︷ ︸
+Sz

nS
−
l S

z
n+1)S

−
l+1|φ0〉

= −
N∑

n=1

Jn,n+1(−Sz
nS

−
n+1δn+1,l + Sz

nS
−
l

︸ ︷︷ ︸
Sz
n+1 − S−

l S
z
n

︸ ︷︷ ︸
Sz
n+1 + S−

l S
z
nS

z
n+1S)S

−
l+1|φ0〉

= −
N∑

n=1

Jn,n+1[(−Sz
nS

−
n+1δn+1,l − S−

n S
z
n+1δl,n)S

−
l+1 + S−

l S
z
n S

z
n+1S

−
l+1

︸ ︷︷ ︸
−S−

l S
z
n S

−
l+1S

z
n+1

︸ ︷︷ ︸

+S−
l S

z
nS

−
l+1S

z
n+1]|φ0〉

= −
N∑

n=1

Jn,n+1[(−Sz
nS

−
n+1δn+1,l − S−

n S
z
n+1δl,n)S

−
l+1 − S−

l S
z
nS

−
n+1δn+1,l+1

+S−
l S

z
nS

−
l+1

︸ ︷︷ ︸
Sz
n+1 − S−

l S
−
l+1S

z
n

︸ ︷︷ ︸
Sz
n+1 + S−

l S
−
l+1S

z
nS

z
n+1]|φ0〉

= Jl−1,lS
z
l−1S

−
l S

−
l+1|φ0〉+ Jl,l+1S

−
l S

z
l+1S

−
l+1|φ0〉+ Jl,l+1S

−
l S

z
l S

−
l+1|φ0〉

+Jl+1,l+2S
−
l S

−
l+1S

z
l+2|φ0〉 −

N∑

n=1

Jn,n+1S
2S−

l S
−
l+1|φ0〉

= Jl−1,l(S
z
l−1S

−
l

︸ ︷︷ ︸
S−
l+1 − S−

l S
z
l−1

︸ ︷︷ ︸
S−
l+1 + S−

l S
z
l−1S

−
l+1)|φ0〉+ Jl,l+1(S

−
l S

z
l+1S

−
l+1

︸ ︷︷ ︸

−S−
l S

−
l+1S

z
l+1

︸ ︷︷ ︸
+S−

l S
−
l+1S

z
l+1)|φ0〉+ Jl,l+1(S

−
l S

z
l S

z
l+1

︸ ︷︷ ︸
−S−

l S
−
l+1S

z
l

︸ ︷︷ ︸
+S−

l S
−
l+1S

z
l )|φ0〉

+Jl+1,l+2(SS
−
l S

−
l+1)|φ0〉 −

N∑

n=1

Jn,n+1S
2S−

l S
−
l+1|φ0〉

= Jl−1,l(S
−
l S

z
l−1S

−
l+1

︸ ︷︷ ︸
−S−

l S
−
l+1S

z
l−1

︸ ︷︷ ︸
+S−

l S
−
l+1S

z
l−1)|φ0〉+ Jl,l+1(−S−

l S
−
l+1

+SS−
l S

−
l+1 + SS−

l S
−
l+1)|φ0〉+ Jl+1,l+2(SS

−
l S

−
l−1)|φ0〉 −

N∑

n=1

Jn,n+1S
2S−

l S
−
l+1|φ0〉

= Jl−1,lSS
−
l S

−
l+1|φ0〉+ Jl,l+1(−S−

l S
−
l+1 + 2SS−

l S
−
l+1)|φ0〉+ Jl+1,l+2SS

−
l S

−
l+1|φ0〉

−
N∑

n=1

Jn,n+1S
2S−

l S
−
l+1|φ0〉(3.21)Como −

∑N
n=1 Jn,n+1S

2 é a energia do estado fundamental, podemos rees
rever
A1 = E0|φl,l+1〉+

1

2
(Jl−1,l + Jl+1,l+2)|φl,l+1〉 (3.22)No segundo termo (B1) vemos que: Se n = l temos B2 = 0; Se n = l+1 temos B2 6= 0;Se l 6= n + 1 temos B2 = 0. Estas 
on
lusões estão aliadas ao fato de que S+

n |φ0〉 = 0 eum mesmo spin não pode ser ex
itado duas vezes (pois S = 1/2). Assim, o úni
o termonão nulo do somatório é
B1 = −1

2
Jl+1,l+2S

+
l+1S

−
l+2(S

−
l S

−
l+1)|φ0〉 (3.23)Instituto de Físi
a - UFAL



38 Dois mágnons em 
adeias ferromagnéti
as 
om desordem 
orrela
ionadaNesta última expressão, através das relações de 
omutação 3.4 e lembrando que S+
n |φ0〉 =

0, temos
B1 = −1

2
Jl+1,l+2S

+
l+1S

−
l+2(S

−
l S

−
l+1

︸ ︷︷ ︸
−S−

l+1S
−
l

︸ ︷︷ ︸
+S−

l+1S
−
l )|φ0〉

= −1

2
Jl+1,l+2(S

+
l+1S

−
l+2

︸ ︷︷ ︸
−S−

l+2S
−
l+1

︸ ︷︷ ︸
+S−

l+2S
−
l+1)S

−
l+1S

−
l |φ0〉

= −1

2
Jl+1,l+2(S

−
l+2 S

+
l+1S

−
l+1

︸ ︷︷ ︸
−S−

l+2 S
−
l+1S

+
l+1

︸ ︷︷ ︸
+S−

l+2S
−
l+1S

+
l+1)S

−
l |φ0〉

= −1

2
Jl+1,l+2(2S

−
l+2 S

z
l+1S

−
l

︸ ︷︷ ︸
−2S−

l+2 S
−
l S

z
l+1

︸ ︷︷ ︸
+2S−

l+2S
−
l S

z
l+1)|φ0〉

= −1

2
Jl+1,l+2|φl,l+2〉 (3.24)No ter
eiro termo (C1), de maneira análoga, obtemos

C1 = −1

2
Jl−1,lS|φl−1,l+1〉 (3.25)Ao reunirmos os termos A1, B1, e C1, temos 
omo resultado da equação 3.19

H|φl,l+1〉 = E0|φl,l+1〉+
1

2
(Jl−1,l + Jl+1,l+2)|φl,l+1〉 −

1

2
Jl+1,l+2|φl,l+2〉 −

1

2
Jl−1,l|φl−1,l+1〉(3.26)Semelhante ao que observamos para 1 mágnon, observamos que |φl,+1〉 não representaum auto estado do sistema, pois os spins desviados nos sítios l e l + 1 não permane
emlo
alizados, propagando-se para os sítios vizinhos l− 1 e l + 2. Assim 
omo �zemos para1 mágnon, representaremos |Φ〉 
omo estado de 2 mágnons expandido na base de 2 spin-�ips, de maneira que a equação de S
hrödinger independente do tempo (H|Φ〉 = E|Φ〉)�
a

∑

p,q

p 6=q

fp,qE|φl,l+1〉 =
∑

p,q

p 6=q

fp,qE0|φl,l+1〉+
∑

p,q

p 6=q

fp,q
1

2
(Jl−1,l + Jl+1,l+2)|φl,l+1〉

−
∑

p,q

p 6=q

fp,q
1

2
Jl+1,l+2|φl,l+2〉 −

∑

p,q

p 6=q

fp,q
1

2
Jl−1,l|φl−1,l+1〉 (3.27)Fazendo ε = E − E0, temos a equação de S
hrödinger em função das amplitudes deprobabilidade fp,q dada por

2εfn,n+1 = (Jn−1,n + Jn+1,n+2)fn,n+1 − Jn+1,n+2fn,n+2 − Jn−1,nfn−1,n+1 (3.28)Agora, partindo da equação 3.19 e 
onsiderando o 
aso em que as ex
itações ini
iaisnão o
orram em sítios vizinhos (sítios n1 e n2), temos
H|φn1,n2

〉 = −
N∑

n=1

Jn,n+1S
z
nS

z
n+1S

−
n1
S−
n2
|φ0〉

︸ ︷︷ ︸

A2

− 1

2

N∑

n=1

Jn,n+1S
+
n S

−
n+1S

−
n1
S−
n2
|φ0〉

︸ ︷︷ ︸

B2

− 1

2

N∑

n=1

Jn,n+1S
−
n S

+
n+1S

−
n1
S−
n2
|φ0〉

︸ ︷︷ ︸

C2

(3.29)Tese de Doutorado
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ionada 39Com ajuda das relações de 
omutação 3.4, rees
revemos o primeiro termo (A2) 
omo
A2 = −

N∑

n=1

Jn,n+1(S
z
n S

z
n+1S

−
n1

︸ ︷︷ ︸
S−
n2

− Sz
n S

−
n1
Sz
n+1

︸ ︷︷ ︸
S−
n2

+ Sz
nS

−
n1
Sz
n+1S

−
n2
)|φ0〉

= −
N∑

n=1

Jn,n+1[(−Sz
nS

−
n+1S

−
n2
δn+1,n1

) + (Sz
nS

−
n1

︸ ︷︷ ︸
+S−

n1
Sz
n − S−

n1
Sz
n

︸ ︷︷ ︸
)Sz

n+1S
−
n2
]|φ0〉

= −
N∑

n=1

Jn,n+1[(−Sz
nS

−
n+1S

−
n2
δn+1,n1

)− S−
n S

z
n+1S

−
n2
δn,n1

+ S−
n1
Sz
n(S

z
n+1S

−
n2

︸ ︷︷ ︸
−S−

n2
Sz
n+1

︸ ︷︷ ︸

+S−
n2
Sz
n+1)]|φ0〉

= −
N∑

n=1

Jn,n+1[(−Sz
nS

−
n+1S

−
n2
δn+1,n1

)− S−
n S

z
n+1S

−
n2
δn,n1

− S−
n1
Sz
nS

−
n+1δn+1,n2

+S−
n1
(Sz

nS
−
n2

︸ ︷︷ ︸
−S−

n2
Sz
n

︸ ︷︷ ︸
+S−

n2
Sz
n)S

z
n+1]|φ0〉

= −
N∑

n=1

Jn,n+1[(−Sz
nS

−
n+1S

−
n2
δn+1,n1

)− S−
n S

z
n+1S

−
n2
δn,n1

− S−
n1
Sz
nS

−
n+1δn+1,n2

−S−
n1
S−
n S

z
n+1δn,n2

+ S−
n1
S−
n2
Sz
nS

z
n+1]|φ0〉

= (Jn1−1,n1
Sz
n1−1S

−
n1
S−
n2

+ Jn1,n1+1S
−
n1
Sz
n1+1S

−
n2

+ Jn2−1,n2
S−
n1
Sz
n2−1S

−
n2

+Jn2,n2+1S
−
n1
S−
n2
Sz
n2+1 −

N∑

n=1

Jn,n+1S
2S−

n1
S−
n2
)|φ0〉

= Jn1−1,n1
(Sz

n1−1S
−
n1

︸ ︷︷ ︸
−S−

n1
Sz
n1−1

︸ ︷︷ ︸
+S−

n1
Sz
n1−1)S

−
n2
|φ0〉+ Jn1,n1+1(S

−
n1
Sz
n1+1S

−
n2

︸ ︷︷ ︸

−S−
n1
S−
n2
Sz
n1+1

︸ ︷︷ ︸
+S−

n1
S−
n2
Sz
n1+1)|φ0〉+ Jn2−1,n2

(S−
n1
Sz
n2−1S

−
n2

︸ ︷︷ ︸
−S−

n1
S−
n2
Sz
n2−1

︸ ︷︷ ︸

+S−
n1
S−
n2
Sz
n2−1)|φ0〉+ Jn2,n2+1S|φn1,n2

〉+ E0|φn1,n2
〉

= Jn1−1,n1
(S−

n1
Sz
n1−1S

−
n2

︸ ︷︷ ︸
−S−

n1
S−
n2
Sz
n1−1

︸ ︷︷ ︸
+S−

n1
S−
n2
Sz
n1−1)|φ0〉+ Jn1,n1+1S|φn1,n2

〉

+Jn2−1,n2
S|φn1,n2

〉+ Jn2,n2+1S|φn1,n2
〉+ E0|φn1,n2

〉
= (Jn1−1,n1

+ Jn1,n1+1 + Jn2−1,n2
+ Jn2,n2+1)S|φn1,n2

〉+ E0|φn1,n2
〉 (3.30)No segundo termo (B2), novamente utilizamos as relações de 
omutação 3.4 e o fatode que S+

n |φ0〉 = 0, temos
B2 = −1

2

N∑

n=1

Jn,n+1S
+
n (S

−
n+1S

−
n1

︸ ︷︷ ︸
−S−

n1
S−
n+1

︸ ︷︷ ︸
+S−

n1
S−
n+1)S

−
n2
|φ0〉

= −1

2

N∑

n=1

Jn,n+1(S
+
n+1S

−
n1

︸ ︷︷ ︸
−S−

n1
S+
n

︸ ︷︷ ︸
+S−

n1
S+
n )S

−
n+1S

−
n2
|φ0〉

= −1

2

N∑

n=1

Jn,n+1[2S
z
nS

−
n+1S

−
n2
δn,n1

+ S−
n1
S+
n (S

−
n+1S

−
n2

︸ ︷︷ ︸
−S−

n2
S−
n+1

︸ ︷︷ ︸
+S−

n2
S−
n+1)]|φ0〉

= −1

2

N∑

n=1

Jn,n+1[2S
z
nS

−
n+1S

−
n2
δn,n1

+ S−
n1
(S+

n S
−
n2

︸ ︷︷ ︸
−S−

n2
S+
n

︸ ︷︷ ︸
+S−

n2
S+
n )S

−
n+1]|φ0〉Instituto de Físi
a - UFAL
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B2 = −1

2

N∑

n=1

Jn,n+1[2S
z
nS

−
n+1S

−
n2
δn,n1

+ 2S−
n1
Sz
nS

−
n+1δn,n2

]|φ0〉

= (−Jn1,n1+1S
z
n1
S−
n1+1S

−
n2

+ Jn2,n2+1S
−
n1
Sz
n2
S−
n2+1)|φ0〉

= −Jn1,n1+1(S
z
n1
S−
n1+1

︸ ︷︷ ︸
S−
n2

− S−
n1+1S

z
n1

︸ ︷︷ ︸
S−
n2

+ S−
n1+1S

z
n1
S−
n2
)|φ0〉

+Jn2,n2+1(S
−
n1
Sz
n2

︸︷︷︸
S−
n2+1 − S−

n1
S−
n2+1S

z
n2

︸ ︷︷ ︸
+S−

n1
S−
n2+1S

z
n2
)|φ0〉

= −Jn1,n1+1(S
−
n1+1 S

z
n1
S−
n2

︸ ︷︷ ︸
)− S−

n1+1 S
−
n2
Sz
n1

︸ ︷︷ ︸
+S−

n1+1S
−
n2
Sz
n1
)|φ0〉+ Jn2,n2+1S|φn1,n2+1〉

= −Jn1,n1+1S|φn1+1,n2
〉 − Jn2,n2+1S|φn1,n2+1〉 (3.31)Analogamente, en
ontramos o ter
eiro termo (C2) 
omo

C2 = −Jn1−1,n1
S|φn1−1,n2

〉 − Jn2−1,n2
S|φn1,n2−1〉 (3.32)Ao reunirmos os termos A2, B2 e C2, temos 
omo resultado da equação 3.19

H|φn1,n2
〉 = E0|φn1,n2

〉+ (Jn1−1,n1
+ Jn1,n1+1 + Jn2−1,n2

+ Jn2,n2+1)S|φn1,n2
〉

−Jn1,n1+1S|φn1+1,n2
〉 − Jn2,n2+1S|φn1,n2+1〉 − Jn1−1,n1

S|φn1−1,n2
〉 − Jn2−1,n2

S|φn1,n2−1〉(3.33)Sendo |Φ〉 autoestado de 2mágnons, expandindo na base de 2 spin-�ips, a equação deS
hrödinger independente do tempo �
a
∑

p,q

p 6=q

fp,qE0|φn1,n2
〉+

∑

p,q

p 6=q

fp,q
1

2
(Jn1−1,n1

+ Jn1,n1+1 + Jn2−1,n2
+ Jn2,n2+1)|φn1,n2

〉

−
∑

p,q

p 6=q

fp,q
1

2
Jn1,n1+1|φn1+1,n2

〉 −
∑

p,q

p 6=q

fp,q
1

2
Jn2,n2+1|φn1,n2+1〉 −

∑

p,q

p 6=q

fp,q
1

2
Jn1−1,n1

|φn1−1,n2
〉

−
∑

p,q

p 6=q

fp,q
1

2
Jn2−1,n2

|φn1,n2−1〉 =
∑

p,q

p 6=q

fp,qE|φn1,n2
〉 (3.34)Sendo ε = E −E0, temos a equaão de S
hrödinger em função das aplitudes de proba-bilidade fp,q dada por

2εfn1,n2
= (Jn1−1,n1

+ Jn1,n1+1 + Jn2−1,n2
+ Jn2,n2+1)fn1,n2

− Jn1,n1+1fn1+1,n2

−Jn2,n2+1fn1,n2+1 − Jn1−1,n1
fn1−1,n2

− Jn2−1,n2
fn1,n2−1(3.35)Notamos que a relação de re
orrên
ia para 2 mágnons é 
omposta por duas partes:uma parte referente a desvios em sítios vizinhos (equação 3.28) e outra parte referente adesvios em sítios não vizinhos (equação 3.35). Essas relações de re
orrên
ia podem serutilizadas para obtenção da representação matri
ial do Hamiltoniano na base de estados
om 2 spin-�ip |φn1,n2

〉. Por exemplo, ao 
onsiderarmos uma 
adeia 
om N = 5 spins,Tese de Doutorado
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orrela
ionada 41temos 
omo estados possíveis:
|φ1,2〉; |φ1,3〉; |φ1,4〉; |φ1,5〉; |φ2,3〉; |φ2,4〉; |φ2,5〉; |φ3,4〉; |φ3,5〉; |φ4,5〉 (3.36)Assim, para este 
aso, 
om o auxílio das equações 3.28 e 3.35, podemos es
rever a matrizdo hamiltoniano 
omo

H =

|φ1,2〉 |φ1,3〉 |φ1,4〉 |φ1,5〉 |φ2,3〉 |φ2,4〉 |φ2,5〉 |φ3,4〉 |φ3,5〉 |φ4,5〉
〈φ1,2| D1 −J2,3 0 0 0 0 0 0 0 0

〈φ1,3| −J2,3 D2 −J3,4 0 −J1,2 0 0 0 0 0

〈φ1,4| 0 −J3,4 D2 −J4,5 0 −J1,2 0 0 0 0

〈φ1,5| 0 0 −J4,5 D2 0 0 −J1,2 0 0 0

〈φ2,3| 0 −J1,2 0 0 D3 −J3,4 0 0 0 0

〈φ2,4| 0 0 −J1,2 0 −J3,4 D4 −J4,5 −J2,3 0 0

〈φ2,5| 0 0 0 −J1,2 0 −J4,5 D5 −J2,3 −J2,3 0

〈φ3,4| 0 0 0 0 0 −J2,3 −J2,3 D6 −J4,5 0

〈φ3,5| 0 0 0 0 0 0 −J2,3 −J4,5 D7 −J3,4
〈φ4,5| 0 0 0 0 0 0 0 0 −J3,4 D8 (3.37)A simpli�
ação do termo diagonal foi devido a organização da matriz. Este termo éobtido da expressão entre parênteses da equação 3.35, por exemplo: D1 = J0,1 + J2,3,

D2 = J0,3 + J1,2 + J2,3 + J3,4 e assim 
onse
utivamente. Devemos notar que num sistemade 2 mágnons numa 
adeia de spins temos N(N − 1)/2 
on�gurações possíveis. Assim,as matrizes do problema de 2 mágnons possuem dimensão N(N − 1)/2 × N(N − 1)/2,restrigindo um pou
o a análise de 
adeias muito grandes devido ao esforço 
omputa
ional.Através da diagonalização direta do hamiltoniano, resolvido 
omputa
ionalmente, ob-temos autovalores e autovetores e utilizamos os mesmos para 
al
ular grandezas que 
ara
-terizem quantitativamente o nosso sistema. Para diagonalização é pre
iso o uso de rotinasapropriadas, que podem ser en
ontradas nas referên
ias [163, 164℄. Parti
ularmente, nósutilizamos rotinas Lapa
k [164℄ para os 
ál
ulos referentes aos aspe
tos esta
ionários de2 mágnons.Podemos também investigar o 
aráter dinâmi
o do pa
ote de onda de 2 mágnons, assim
omo apresentado nas referên
ias [84, 96, 151, 162℄. Neste 
aso, resolvemos a equação deS
hrödinger dependente do tempo para dois mágnons
i~
d

dt
|Φ(t)〉 = H|Φ(t)〉 (3.38)onde H é o hamiltoniano 3.2 e |Φ(t)〉 =

∑

n1,n2
fn1,n2

(t)|φn1,n2
〉 onde |φn1,n2

〉 é um estado
om spin-�ips nos sítios n1 e n2 (|φn1,n2
〉 = S−

n1
S−
n2
|φ0〉). Visto que as expressões 3.28 e3.35 são obtidas de H|Φ〉, é fá
il per
eber que a equação de S
hrödinger dependente dotempo em termos dos 
oe�
ientes fn1,n2

(t) é dada por
i~
d

dt
fn,n+1(t) = (Jn+1,n + Jn+1,n+2)fn,n+1 − Jn+1,n+2fn,n+2(t)− Jn−1,nfn−1,n+1 (3.39)Instituto de Físi
a - UFAL
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adeias ferromagnéti
as 
om desordem 
orrela
ionadapara desvios em sítios vizinhos e
i~
d

dt
fn1,n2

= (Jn1−1,n1
+ Jn1,n1+1 + Jn2−1,n2

+ Jn2,n2+1)fn1,n2
− Jn1,n1+1fn1+1,n2

−Jn2,n2+1fn1,n2+1 − Jn1−1,n1
fn1−1,n2

− Jn2−1,n2
fn1,n2−1(3.40)para desvios em sítios não vizinhos.Os 
ál
ulos das amplitudes de probabilidade da função de onda após 
ada in
rementode tempo pré-determinado pode ser obtido através de algorítimo de Runge-Kutta [163℄.Entretanto, em nossos 
ál
ulos nós empregamos o método numéri
o baseado na expansãode Taylor do operador de evolução temporal:

V (∆t) = e−iH∆t = 1 +

n0∑

l=1

(−iH∆t)l

l!
(3.41)onde H é o hamiltoniano (ver apêndi
e A2). A função de onda num tempo ∆t é dada por

|Φ(∆t)〉 = V (∆t)|Φ(t = 0)〉, de maneira que usamos o método re
ursivamente para obtera função de onda no tempo t. Nos resultados que iremos apresentar usamos ∆t = 0, 05e n0 = 20. Os valores para a ordem de trun
amento (n0 = 20) e in
remento de tempo(∆t = 0, 05) foram 
omprovados su�
ientes para 
onservar a norma da função de ondaem todo o intervalo de tempo requisitado, 
om pre
isão |1− |Φ(t)|2| < 10−9.3.3.2 Distribuição 
orrela
ionada de longo al
an
e nos termos deex
hangeAté o presente momento vimos 
omo estudar os aspe
tos esta
ionários e dinâmi
os de 2mágnons. Entretanto, nosso modelo 
onsiste de uma 
adeia 
om N spins (S = 1/2) 
oma
oplamentos de primeiro vizinhos 
ujo o termo de ex
hange apresenta uma desordem
orrela
ionada de longo al
an
e. Devemos lembrar que a presença de 
orrelações nadistribuição da desordem é responsável por 
omportamentos não previstos no modelo deAnderson de baixa dimensionalidade (ver seção 2.3.3).Com base no trabalho pioneiro de Moura e Lyra [104℄, nós 
onsideramos em nossomodelo que os termos de ex
hange Jn,n+1 = Jn serão dados por
Jn = 2 +

xn
∆x

(3.42)onde
xn = tanh





N/2
∑

k=1

1

kα/2
cos

(
2πnk

N
+ φk

)


 (3.43)Vemos que xn é restrito ao intervalo −1 ≤ xn ≤ 1. Podemos dizer que a equação a
imaé a de
omposição de Fourier dis
reta da sequên
ia xn(t). Uma densidade espe
tral tipolei de potên
ia (1/kα) 
ara
teriza a ausên
ia de um 
omprimento de 
orrelação típi
o nadistribuição da desordem [165℄. Isso nos permite a investigação da in�uên
ia da desordemlivre de es
ala sobre as propriedades das ex
itações magnéti
as 
oletivas. Na expressãoTese de Doutorado
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itação de 2 Mágnons em 
adeias 
om desordem 
orrela
ionada 433.42, ∆x é uma 
onstante de normalização de maneira que o segundo momento em tornoda média (variân
ia3) seja mantido unitário. Com isto evitamos a
oplamentos ex
hangenegativos, o que representaria a
oplamentos antiferromagnéti
os. Na expressão 3.43, φksão N/2 fases aleatórias uniformemente distribuídas no intervalo [0, 2π], representando afonte de desordem da série. k = 1/λ, onde λ é o 
omprimento de onda das ondulações nasequên
ia. O parâmetro α 
ontrola o grau de 
orrelação da sequên
ia. Para α = 0, nósre
uperamos uma distribuição ferromagnéti
a aleatória de a
oplamentos ex
hange.3.3.3 ResultadosNatureza dos autoestadosCom o objetivo de 
ara
terizar a distribuição espa
ial dos estados de 2 mágnons, nós
al
ulamos ini
ialmente a função parti
ipação [58, 166℄:
P =

1
∑

n1<n2
|fn1,n2

|4 (3.44)Esta função nos forne
e uma medida da porção do espaço onde a amplitude da funçãode onda difere signi�
ativamente de zero. Para entendermos melhor esta medida dograu de lo
alização, lembremos que o numerador de 3.44 é igual a 1 para mantermosa normalização dos autoestados do Hamiltoniano (∑n1,n2
|fn1,n2

|2). Para uma 
adeiapura, onde todos os estados são extendidos, as amplitudes de probabilidade são fn1,n2
=

1√
N(N−1)/2

. A função parti
ipação neste 
aso é
P =

1
∑

n1<n2
|fn1,n2

|4 =
1

∑N−1
n1=1

∑N
n2=n1+1

1

[N(N − 1)/2]2

=
N(N − 1)

2
(3.45)Como a função de onda estende-se por todos os sítios possíveis da 
adeia, a parti
ipação éda dimensão do espaço de Hilbert. Vemos assim que P está rela
ionada 
om o número deestados possíveis (pares de sítios) 
om probabilidade não nula de haver desvios nos spins.Para funções de onda lo
alizadas em uma região �nita do sistema, P é �nito no limitetermodinâmi
o [58℄.Como o algorítimo numéri
o requer a diagonalização de matrizes (N(N − 1)/2 ×

N(N − 1)/2), nós �
amos restritos ao 
ál
ulo de 
adeias relativamente pequenas (N =

21, 41, 81, 101 spins). De modo a inferir sobre o limite das 
adeias de in�nito, nós empre-gamos uma análise de es
ala de tamanho �nito. Além disso, devido a variável aleatória
φk presente na distribuição dos a
oplamentos ex
hange, nós realizamos uma média 
on-�gura
ional sobre o desordem - 8000 realizações para o menor tamanho de 
adeia e 500realizações para o maior.Na �gura 3.3 nós apresentamos os resultados para o número de parti
ipação rees
alada(P/M) × Energia (E), sendoM = N(N−1)/2, 
al
ulados via diagonalização exata sobre3Variân
ia de uma variável aleatória é uma medida da sua dispersão estatísti
a, indi
ando quão longeem geral os seus valores se en
ontram do valor esperado. No presente 
aso, a variân
ia é determinadapor ∆x = 〈x2

n
〉 − 〈xn〉2. Instituto de Físi
a - UFAL



44 Dois mágnons em 
adeias ferromagnéti
as 
om desordem 
orrela
ionadaFigura 3.3: Função parti
ipação rees
alada P/M ×Energia, sendo M = N(N − 1)/2, para (a)
α = 0.0 e (b) α = 3.0. O 
olapso dos dados observados no regime de baixa energia da 
adeiafortemente 
orrela
ionada (α = 3.0) é uma assinatura de dois estados extendidos de 2 mágnons.

Fonte: W.S. Dias, 2009 (referên
ia [136℄).
adeias 
om N = 21, 41, 81, 101 spins. Em (a) temos α = 0.0, que representa ausên
ia de
orrelação e (b) α = 3.0. Para α = 0.0 pode-se notar que os estados de altas energiassão bem lo
alizados, pois apresenta um pequeno 
omprimento de lo
alização - númerode parti
ipação pequeno quando 
omparado 
om o espaço de Hilbert. Podemos notarainda que para E = 0 observa-se um 
olapso dos dados. Isto indi
a que os estadosde baixas energias tem um 
omprimento de lo
alização muito maior que os tamanhosdas 
adeias 
onsideradas. Podemos notar também que a função parti
ipação apresentaum de
res
imento 
onsiderável por volta de E ⋍ 6, representando estados fortementelo
alizados. Esta é a es
ala de energia típi
a que delimita a extremidade da pseudo-bandaabaixo da qual a densidade de estados são fortemente lo
alizados. Para α = 3.0, nota-seque a parti
ipação rees
alada apresenta um 
olapso de dados bem de�nido no regime debaixa energia. Isto signi�
a que P/M independe do tamanho da 
adeia utilizada, ou seja,
P é propor
ional ao número total de estados possíveis (pares de sítios) 
om probabilidadenão nula de haver desvios nos spins. Este resultado sugere a existên
ia de um fase deestados estendidos de 2 mágnons.Na �gura 3.4 nós reunimos dados da parti
ipação rees
alada P/M próximo na parteinferior da banda E < 1 para diversos valores de α (expoente que 
ontrola o grau de
orrelação do sistema). Fizemos isso para 
adeias 
om N = 21, 41, 81, 101 spins. O
olapso de dados para α > 2 na �gura 3.4 nos mostra que a função parti
ipação rees
aladatorna-se independente do tamanho da 
adeia. Isto nos informa 
laramente que o sistema égovernado por estados estendidos na parte inferior da banda para α > 2. Vemos também,para α = 0.0 e estados de baixa energia E ≃ 0 (ver �gura 3.3a), que o 
olapso dos dadosre�ete estados de baixas energias 
om 
omprimento de lo
alização muito maior que ostamanhos das 
adeias 
onsideradas.Tese de Doutorado
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om desordem 
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ionada 45Figura 3.4: Função parti
ipação rees
alada P/M × α, sendo M = N(N − 1)/2, para 
adeias
om N = 21, 41, 81, 101 spins. O 
olapso dos dados observados para α > 2 indi
a que o sistemaé governado por estados estendidos.

Fonte: W.S. Dias, 2009 (referên
ia [136℄).Dinâmi
a do pa
ote de onda de dois mágnonsTendo em vista a existên
ia de regimes governados por estados lo
alizados e estadosestendidos na parte inferior da banda, nós resolvemos investigar o 
aráter dinâmi
o dosistema. Para isto, 
al
ulamos a evolução temporal através da integração numéri
a daequação de S
hrödinger dependente do tempo. Neste 
aso, o estado ini
ial |Φ(t = 0)〉 éum pa
ote de onda lo
alizado nos sítios n1 e n2, sendo n1 = N
2
− d0 e n2 = N

2
+ d0, ouseja, os desvios o
orrem simetri
amente em relação ao 
entro da 
adeia.A primeira quantidade analisada é a extensão espa
ial ξ(t), de�nida por

ξ(t) =
∑

n1<n2

|fn1,n2
(t)|2

√

(n1 − 〈n1(t)〉)2 + (n2 − 〈n2(t)〉)2 (3.46)onde
〈ni(t)〉 =

∑

n1<n2

ni|fn1,n2
(t)|2, i = 1, 2 (3.47)Esta grandeza nos informa o quanto a função de onda se estende pela 
adeia. Podemosinterpretar a extensão espa
ial 
omo a medida da largura da função de onda no plano

n1 × n2.Na �gura 3.5 nós apresentamos a extensão espa
ial para 
adeias 
om N = 2000 spins,
d0 = 2, para (a) α = 0.0 e (b) α = 3.0, 
al
uladas sobre uma média 
on�gura
ional de
30 amostras distintas. Na ausên
ia de 
orrelações (ver �gura 3.5a), a extensão do pa
otede onda apresenta um 
omportamento assintóti
o tipo difusivo ξ(t) ∝ t0.5. Este 
om-portamento 
on
orda a literatura de 1 e 2 mágnons em ferromagnetos desordenados semqualquer 
orrelação [151, 162℄. Quando o sistema apresenta-se fortemente 
orrela
ionado(ver �gura 3.5b), a extensão do pa
ote de onda apresenta um 
omportamento balísti
oInstituto de Físi
a - UFAL



46 Dois mágnons em 
adeias ferromagnéti
as 
om desordem 
orrela
ionadaFigura 3.5: Extensão espa
ial ξ(t) × t para uma 
adeia 
om N = 2000 spins e (a) α = 0.0,(b) α = 3.0. Em (a) podemos ver um 
omportamento assintóti
o difusivo ξ(t) ∝ t0.5. Em (b)podemos ver o pa
ote de onda apresentando um 
omportamento balísti
o ξ(t) ∝ t1.0.

Fonte: W.S. Dias, 2009 (referên
ia [136℄).(ξ(t) ∝ t1.0) antes de 
hegar nas extremidades da 
adeia. Estes dois resultados refor-çam o 
on
eito da ausên
ia de estados estendidos para sistemas 
om fra
a ou nenhuma
orrelação e existên
ia de uma fase de estados estendidos de dois mágnons no limite deforte 
orrelações. Em outras palavras, podemos dizer que as 
orrelações de longo al
an
ena distribuição dos termos de ex
hange é 
apaz de induzir a existên
ia de uma fase deestados estendidos.Os resultados apresentados até o presente momento não revelam uma in�uên
ia diretada interação devido a não permissão da dupla ex
itação num úni
o spin (S = 1/2). Emfunção disto, nós 
al
ulamos a forma assintóti
a do pa
ote de onda de 1 mágnon, ou adistribuição de probabilidade asso
iada a 1 mágnon, de�nido 
omo
|fn|2 =

∑

m

|fn,m(t)|2 (3.48)Ini
ialmente, 
onsideramos 
adeias 
om N = 1000 spins, α = 0.0, 
om (a) d0 = 200 e (b,
)
d0 = 4. Como trata-se de um regime sem 
orrelação na distribuição da desordem, sabe-seque o pa
ote de onda é lo
alizado numa região �nita da 
adeia. Para ex
itações ini
iaisdistantes (�gura 3.6a), nenhuma distorção no pa
ote de onda de 1 mágnon é observada,visto que a desordem não 
orrela
ionada impede que os pa
otes de onda de 
ada mágnonse alarguem o su�
iente para que haja o overlap das funções de onda. Isto nos diz quea nenhuma interação efetiva entre os spins é observada. Na �gura 3.6b, observa-se que opa
ote de onda de 1 mágnon apresenta um aspe
to assimétri
o, 
om 
audas tipo lei depotên
ia 
om expoentes distintos para 
ada lado. O inset na �gura 3.6b tem o objetivo demostrar 
om maior detalhe este 
omportamento assimétri
o. Em 3.6
 nós apresentamos adistribuição de probabilidade espa
ial asso
iada ao spin desviado da esquerda. Os insetsTese de Doutorado



3.3 Ex
itação de 2 Mágnons em 
adeias 
om desordem 
orrela
ionada 47Figura 3.6: Distribuição assintóti
a do pa
ote de onda de 1 mágnon em uma 
adeia 
om N =
1000 spins (a,b,
) sem 
orrelação na distribuição dos termos de ex
hange (α = 0.0) e (d,e,f)fortemente 
orrela
ionados (α = 3.0). O estado ini
ial das ex
itações dos spins são (a,d) n1 =
N
2 − 200 e n2 = N

2 + 200 e (b,
,e,f) n1 = N
2 − 4 e n2 = N

2 + 4. Podemos notar que o pa
ote deonda exibe uma distribuição assimétri
a para ex
itações ini
iais próximas, 
om 
audas tipo leide potên
ia 
om diferentes expoentes, o que re�ete a interação efetiva entre os mágnons.

Fonte: W.S. Dias, 2009 (referên
ia [136℄).desta �gura apresentam o expoente da distribuição tipo lei de potên
ia para 
ada 
auda.O expoente maior do lado direito do pa
ote de onda re�ete a repulsão 
inemáti
a entre asex
itações. Esta repulsão 
inemáti
a impede o alargamento livre do pa
ote de onda de 1mágnon ao longo da região predominantemente o
upada pelo outro mágnon, provo
andoassim um maior de
aimento na distribuição de probabilidade espa
ial.Na presença de desordem fortemente 
orrela
ionada (α = 3.0), a interação efetivatambém é responsável por um aspe
to assimétri
o do pa
ote de onda de um mágnon (ver�guras 3.6d,e,f). Neste 
aso, devemos lembrar que o sistema é governado por estadosestendidos, de maneira que a largura dos pa
otes de onda de 
ada mágnon torna-se muitomais largo que no 
aso em que não 
orrela
ionado (
aso anterior α = 0.0, ver �guras3.6a,b,
). Na �gura 3.6d, não observamos um aspe
to assimétri
o porque, no tempoobservado, os pa
otes de onda ainda não se alargaram o su�
iente para haja o overlap dasfunções de onda de 
ada mágnon. Na �gura 3.6e, 
omo as ex
itações ini
iais apresentamuma pequena distân
ia, a repulsão 
inemáti
a entre os mágnons é fa
ilmente observada,Instituto de Físi
a - UFAL



48 Dois mágnons em 
adeias ferromagnéti
as 
om desordem 
orrela
ionadaFigura 3.7: Evolução temporal da função de onda de 
ada mágnon (|fn(t)|2 × n × t) em uma
adeia 
om N = 1000 spins 
om termos de ex
hange não 
orrela
ionados (α = 0.0) - grá�
ossuperiores; e fortemente 
orrela
ionados (α = 3.0) - grá�
os inferiores. O estado ini
ial dasex
itações dos spins são n1 =
N
2 −2 e n2 =

N
2 +2. Para α = 0.0 uma porção �nita do pa
ote �
apresa ao spin ex
itado in
ial. Para α = 3.0 o pa
ote de onda apresenta um amplo alargamentopara o lado livre de interação 
om outro mágnon. Em ambos os 
asos é evidente a repulsão entreos mágnons.

Fonte: W.S. Dias, 2009 (referên
ia [136℄).re�etindo um 
aráter assimétri
o dos pa
otes de onda de 
ada um dos mágnons. Na �gura3.6f nós apresentamos a distribuição de probabilidade espa
ial asso
iada ao spin desviadoda direita. Podemos notar que o de
aimento quadráti
o observado no 
aso anterior (3.6
),para o lado em que houve a interação entre os mágnons, também é observado. No outrolado, 
omo não há interação 
om outro mágnon, nenhum regime tipo lei de potên
iaé estabele
ido. Os pa
otes de onda apresentam um aspe
to a
entuado que sinaliza umfrente de onda. A estrutura observada nesses pa
otes de onda re�ete a natureza aleatóriabási
a dos termos de ex
hange, que promovem um espalhamento aleatório do pa
ote deonda.O 
omportamento assimétri
o da evolução temporal do pa
ote de onda é melhor ob-servado ao plotarmos o grá�
o da distribuição de probabilidade espa
ial asso
iada a 
adaspin (|fn(t)|2) × sítios da rede (n) ×tempo (t) (ver �gura 3.7). Os 
ál
ulos realizados paraesta �gura foram realizados para uma 
adeia de N = 1000 spins, d0 = 4, α = 0.0 (grá�
osTese de Doutorado



3.3 Ex
itação de 2 Mágnons em 
adeias 
om desordem 
orrela
ionada 49Figura 3.8: Evolução temporal do 
entroide de ambos os mágnons (〈n1(t)〉 e 〈n2(t)〉) em uma
adeia 
om N = 2000 spins, d0 = 4 e d0 = 70 
om α = 0.0 e α = 3.0. Nota-se que a interaçãoentre os mágnons é responsável por uma repulsão entre os mágnons, sugerido pelo aumento dadistân
ia dos 
entroides.

Fonte: W.S. Dias, 2009 (referên
ia [136℄).superiores) e α = 3.0 (grá�
os inferiores). Ao observarmos os grá�
os �
a ainda maisevidente o papel da interação 
inemáti
a entre os spins. A interação efetiva entre os spinsinibe a alargamento do pa
ote de onda através da região o
upada pelo outro pa
ote deonda de 1 mágnon, estabele
endo uma assimetria na distribuição de probabilidade espa-
ial de 1 mágnon. Em função do 
omportamento do sistema 
omo isolante, para α = 0.0(grá�
os superiores), o pa
ote de onda se alarga muito menos que no sistema fortemente
orrela
ionado α = 3.0.Embora seja evidente que a interação entre os mágnons faça 
om que o pa
ote de ondaapresente um 
omportamento assimétri
o, devido a não propagação do mágnon na regiãoo
upada pelo outro pa
ote de onda, nós 
al
ulamos a evolução temporal do 
entroide
〈ni(t)〉 =

∑

n1<n2

ni|fn1,n2
(t)|2, i = 1, 2 (3.49)de ambos os mágnons (〈n1(t)〉 e 〈n2(t)〉) em uma 
adeia 
om N = 2000 spins, d0 = 4e d0 = 70 e α = 0.0 e α = 3.0 (ver �gura 3.8). Nota-se que a interação é responsávelpor uma repulsão entre os mágnons, indi
ado pelo aumento da distân
ia dos 
entroides(ver �guras 3.8a,
,d). Em (a) observa-se a repulsão instantânea entre os mágnons, assim
omo em (
). O plat� ini
ial em (d) é devido o não overlap das funções de onda. Isto�
a mais evidente em (d), onde não observa-se a repulsão entre os mágnons, visto que aInstituto de Físi
a - UFAL



50 Dois mágnons em 
adeias ferromagnéti
as 
om desordem 
orrela
ionadaFigura 3.9: Dependên
ia temporal da função 
orrelação entre os dois mágnons em uma 
adeia
om N = 2000 spins, d0 = 4 e d0 = 70 
om α = 0.0 e α = 3.0. A des
ontinuidade na função
orrelação assinala a 
olisão entre os mágnons, o que resulta posteriormente numa repulsão entreos mesmos.

Fonte: W.S. Dias, 2009 (referên
ia [136℄).distribuição não 
orrela
ionada resulta num pequeno alargamento dos pa
otes, inibindoo overlap a grandes distân
ias.Os últimos resultados revelam uma 
ompetição entre a propagação do mágnon, sejaela balísti
a (desordem fortemente 
orrela
ionada) ou difusiva (desordem fra
amente 
or-rela
ionada), e a repulsão 
inemáti
a entre os mágnons. Na �gura 3.9 são apresentadosdados da função 
orrelação
ζ(t) = 〈n1(t)n2(t)〉 − 〈n1(t)〉〈n2(t)〉 (3.50)normalizada (ζ(t)/〈n1(t)〉〈n2(t)〉) para os sistemas apresentados anteriormente (ver �gura3.8). Os plat�s ini
iais representam o regime onde os pa
otes de onda não apresentamum overlap, enquanto que o rápido aumento (des
ontinuidade da derivada) da funçãoestabele
e o momento em que o overlap ini
ia-se. Evidentemente, quando a distân
iaentre as ex
itações ini
iais é pequena (d0 = 4), o tempo ne
essário para a 
olisão é menorque o 
aso em que as ex
itações ini
iais são mais distantes (d0 = 70). Entretanto, ao
onfrontarmos os dados de α = 0.0 (desordem des
orrela
ionada) e α = 3.0 (desordemfortemente 
orrela
ionada), nota-se que o tempo ne
essário para a 
olisão é menor parao último. É óbvio que este aspe
to está asso
iado ao 
aráter metáli
o do sistema quando

α = 3.0. Esta diferença entre os aspe
tos isolantes e metáli
os do sistema também re�eteno grau de 
orrelação do sistema, pois nota-se que o fra
o aumento na função 
orrelaçãoestá asso
iado a propagação difusiva dos mágnons.
Tese de Doutorado



4Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e
om desordemOs estudos que serão apresentados neste 
apítulo foram dire
ionados a dois elétronsinteragentes em sistemas unidimensionais. Consideramos que a interação entre os doiselétrons de spins opostos é de origem 
oulombiana e on-site, ou seja, a interação o
orresomente quando os dois elétrons estão no mesmo sítio at�mi
o. Avaliamos os estadoseletr�ni
os e o 
omportamento dinâmi
o dos pa
otes de onda eletr�ni
o em 
adeias 
ris-talinas e 
om desordem 
orrela
ionada de longo al
an
e na distribuição dos poten
iais.Isto é possível mediante as soluções das equações de S
hrödinger independente e depen-dente do tempo, respe
tivamente. Além disso, em ambas as 
adeias, nós investigamos ain�uên
ia de um 
ampo elétri
o externo 
onstante sobre o 
omportamento dinâmi
o dospa
otes de onda. Em resumo, todos os nossos resultados sugerem que a existên
ia dosestados ligados de dois elétrons apresenta um papel signi�
ativo sobre os estados eletr�-ni
os e 
omportamento dinâmi
o do sistema. Mostraremos a 
oexistên
ia de auto estadosestendidos e lo
alizados próximos ao 
entro da banda, quando o sistema possui desordemna distribuição dos poten
iais. A interação promove uma distribuição dos espaçamentosde níveis tipo Poisson independente do grau de interação. Além disso, dependendo da
ondição ini
ial dos elétrons, a interação elétron-elétron promove o a
úmulo de uma parte�nita do pa
ote de ondas no sítio ini
ial, além de ser responsável por um movimento 
orre-la
ionado dos dois elétrons. Os trabalhos aqui apresentados foram publi
ados em 2010 nasrevistas Physi
s Letters A e Physi
al Review B, referên
ias [167℄ e [168℄ respe
tivamente(ver anexos C e D).4.1 Dois elétrons interagentes em sistemas 1D4.1.1 Equação de S
hrödingerComo apresentado no 
apítulo 2, a interação entre elétrons possui grande relevân-
ia no 
omportamento de sistemas eletr�ni
os, podendo induzir também uma transiçãometal-isolante. Ao tratarmos de sistemas 
om baixa densidade eletr�ni
a, mais espe
i-�
amente dois elétrons, alguns estudos tem revelado que embora simpli�
ado, o modeloresgata efeitos físi
os importantes 
ontidos em problemas de alta densidade eletr�ni
a51



52 Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e 
om desordem[119, 120, 121, 122℄. Como prin
ipal exemplo temos o pioneiro trabalho de Shepelyanskque observou o enfraque
imento da lo
alização de Anderson em um sistema de duas par-tí
ulas interagentes em um meio desordenado [10℄, 
ujo resultado tem sido observadotambém em sistemas muitas partí
ulas [119, 120, 121, 122, 132, 133, 134, 135℄.Sistemas de baixa densidade eletr�ni
a apresentando alguns aspe
tos físi
os 
ara
te-rísti
os de sistemas de muitos elétrons 
ontribui muito para o desenvolvimento da área detransporte eletr�ni
o. O prin
ipal motivo estão rela
ionados as di�
uldades inerentes aoproblema multieletr�ni
o. Uma delas está na origem não perturbativa do problema, umavez que, em geral, o termo de interação não é pequeno o su�
iente para ser um parâmetrona expansão perturbativa. Outra di�
uldade diz respeito ao esforço 
omputa
ional, vistoque o número de estados eletr�ni
os 
res
e exponen
ialmente 
om o tamanho do sistema.Dire
ionando os nossos esforços ao estudo de sistemas 
om dois elétrons interagentesem sistemas unidimensionais, tendo em vista o hamiltoniano de Anderson (expressão 2.5)e o hamiltoniano de Hubbard (expressão 2.20) podemos per
eber que o hamiltoniano dedois elétrons interagentes numa rede unidimensional é dada por
H = J

N∑

n=1

∑

σ

(

c†n+1,σcn,σ + c†n,σcn+1,σ

)

+

N∑

n=1

∑

σ

ǫ′nc
†
n,σcn,σ +

N∑

n=1

U ′c†n,↑cn,↑c
†
n,↓cn,↓ (4.1)Neste hamiltoniano, J representa o termo de hopping de primeiros vizinhos, ǫ′n representaa energia para o sítio n. O parâmetro U ′ representa a energia de interação 
oulombianalo
al (on-site) de Hubbard entre os dois elétrons. Assim 
omo as expressões 2.5 e 2.20,utilizamos a representação de segunda quantização, onde c†i,σ e ci,σ são, respe
tivamente,os operadores 
riação e aniquilação de um elétron 
om spin σ = ±1/2 para o sítio i.Dentro do 
ontexto de sistemas 
om dois elétrons interagentes, a literatura apresentaduas abordagens distintas para o estudo das propriedades de transporte eletr�ni
o. Umaabordagem 
onsidera os elétrons 
om mesmo estado de spin, de maneira que a funçãode onda dos dois elétrons deve ser anti-simétri
a em relação a tro
a das partí
ulas 1[123, 169, 170, 171℄. A outra abordagem trata os elétrons 
omo distinguíveis pelo spin [10,130, 172, 173, 174, 175℄. Os aspe
tos físi
os 
ara
terísti
os do problema de duas partí
ulasinteragentes são apresentados em ambas as abordagens. Sendo assim, 
onsideramos emnossos estudos que a parte espa
ial da função de onda é resultado do produto direto dasfunções de onda de 
ada elétron

φ(x1,x2) = φA(x1)φB(x2) (4.2)Desta maneira, sendo a nossa 
adeia 
onstituída de N sítios, os auto-estados do Hamilto-niano no sub-espaço gerado por todos os estados de posição dos dois elétrons, é dado por
|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1s

∑

n2
s′

fn1s ,n2
s′
|ψ(n1s , n2s′

)〉 (4.3)ou seja, nosso sub-espaço será expandido em N2 funções de onda. Nesta última expressão,1Esta 
ondição é imposta pelo Postulado da Simetrização da Me
âni
a Quânti
a.Tese de Doutorado



4.1 Dois elétrons interagentes em sistemas 1D 53
|ψ(n1s, n2s′

)〉 representa um elétron 
om spin s no sítio n1 e outro 
om spin s′ para o sítio
n2. Utilizando notação de segunda quantização, temos nossos kets base es
ritos 
omo

|ψ(n1s, n2s′
)〉 = c†n1,↑c

†
n2,↓

|0, 0〉 (4.4)onde |0, 0〉 é o estado de vá
uo, ou seja, o número de o
upação dos estados de um elétroné zero. Tomamos n1 e n2 
omo o sítio de o
upação dos elétrons 1 (spin up ↑) e 2 (spindown ↓) respe
tivamente.Os aspe
tos esta
ionários do problema são obtidos após resolvermos a equação deS
hrödinger independente do tempo
H|Ψ(n1, n2)〉 = E|Ψ(n1, n2)〉 (4.5)De posse do Hamiltoniano 4.1, rees
revemos a última equação 
omo:

H|Ψ(n1, n2)〉 = J
N∑

n=1

∑

σ

(

c†n+1,σcn,σ + c†n,σcn+1,σ

)

|Ψ(n1, n2)〉
︸ ︷︷ ︸

H1

+

N∑

n=1

∑

σ

ǫ′nc
†
n,σcn,σ|Ψ(n1, n2)〉

︸ ︷︷ ︸

H2

+

N∑

n=1

U ′c†n,↑cn,↑c
†
n,↓cn,↓|Ψ(n1, n2)〉

︸ ︷︷ ︸

H3

(4.6)onde foi feito a identi�
ação de 
ada termo do hamiltoniano para fa
ilitar os 
ál
ulosposteriores da resolução da equação de S
hrödinger.Com o objetivo de en
ontrar uma relação de re
orrên
ia para este problema, tomamosini
ialmente os dois elétrons no mesmo orbital at�mi
o, ou seja, n1 = n2. Assim, para
H1, temos:

H1|Ψ(n1, n2)〉 = J
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

(c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓

+ c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓)c
†
n1,↑

c†n1,↓|0, 0〉 (4.7)Nesta última, o somatório em σ foi desfeito, expli
itando os spins up (↑) e down (↓) de
ada elétron. Devido a atuação dos operadores de 
riação e aniquilação de férmions, temos
H1|Ψ(n1, n2)〉 = J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

(c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓

+ c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓)|n1,↑, n1,↓〉
H1|Ψ(n1, n2)〉 = J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(|n1 + 1↑, n1↓〉+ |n1↑, n1 + 1↓〉

+ |n1 − 1↑, n1↓〉+ |n1↑, n1 − 1↓〉)Instituto de Físi
a - UFAL



54 Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e 
om desordem
H1|Ψ(n1, n2)〉 = J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(

|ψ(n1 + 1↑, n1↓)〉+ |ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉

+ |ψ(n1 − 1↑, n1↓)〉+ |ψ(n1↑, n1 − 1↓)〉
) (4.8)Para H2:

H2|Ψ(n1, n2)〉 =
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

ǫ′n(c
†
n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓)|Ψ(n1, n2)〉

H2|Ψ(n1, n2)〉 =
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

ǫ′n(c
†
n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓)|n1↑, n1↓〉

H2|Ψ(n1, n2)〉 =
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(ǫ′n1
+ ǫ′n1

) |n1↑, n1↓〉

H2|Ψ(n1, n2)〉 =
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

2ǫ′n1
|ψ(n1↑, n1↓)〉 (4.9)Fazendo agora os 
ál
ulos para H3 temos:

H3|Ψ(n1, n2)〉 =
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

U ′c†n,↑cn,↑c
†
n,↓cn,↓|Ψ(n1, n2)〉 (4.10)Uma vez que a energia de interação de 
oulombiana é on-site, a equação 4.10 é rees
rita
omo

H3||Ψ(n1, n2)〉 =
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

U ′|ψ(n1↑, n1↓)〉 (4.11)somente se n2 = n1.De posse das equações 4.11, 4.9 e 4.8, rees
revemos a parte da equação de S
hrödingerindependente do tempo para elétrons dispostos em sítios iguais (n2 = n1) 
omo:
E|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

[

J
(

|ψ(n1 + 1↑, n1↓)〉+ |ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉+ |ψ(n1 − 1↑, n1↓)〉

+ |ψ(n1↑, n1 − 1↓)〉
)

+
(
2ǫ′n1

+ U ′
)
|ψ(n1↑, n1↓)〉

] (4.12)Considerando agora que n2 = n1 + 1. Para H1 temos:
H1|Ψ(n1, n2)〉 = J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

(c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓

+ c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓)c
†
n1↑
c†n1+1↓

|0, 0〉 (4.13)Fazendo novamente uso dos operadores de 
riação e aniquilação de férmions temos:
H1|Ψ(n1, n2)〉 = J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

(c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓

+ c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓)|n1↑, n1 + 1↓〉Tese de Doutorado
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H1|Ψ(n1, n2)〉 = J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(|n1 + 1↑, n1 + 1↓〉+ |n1↑, n1 + 2↓〉

+ |n1 − 1↑, n1 + 1↓〉+ |n1↑, n1↓〉)
H1|Ψ(n1, n2)〉 = J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(

|ψ(n1 + 1↑, n1 + 1↓)〉+ |ψ(n1↑, n1 + 2↓)〉

+ |ψ(n1 − 1↑, n1 + 1↓)〉+ |ψ(n1↑, n1↓)〉
) (4.14)Para H2 temos:

H2|Ψ(n1, n2)〉 =
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

ǫ′n(c
†
n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓)|n1↑, n1 + 1↓〉

=
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(ǫ′n1
+ ǫ′n1+1)|ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉 (4.15)Como visto anteriormente, H3 possui o termo de interação on-site de Hubbard, exis-tindo somente para elétrons no mesmo sítio. Desta forma, 
on
luímos através das equações4.14 e 4.15 que a parte da equação de S
hrödinger para n2 = n1 + 1 é:

E|Ψ(n1, n2)〉 =
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

[

J
(

|ψ(n1 + 1↑, n1 + 1↓)〉+ |ψ(n1↑, n1 + 2↓)〉+ |ψ(n1↑, n1↓)〉

+ |ψ(n1 − 1↑, n1 + 1↓)〉
)

+(ǫ′n1
+ ǫ′n1+1)|ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉

] (4.16)Tomando agora que n2 = n1 + 2, para H1:
H1|Ψ(n1, n2)〉 = J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

(c†n+1,↑cn,↑ + c†n+1,↓cn,↓

+ c†n,↑cn+1,↑ + c†n,↓cn+1,↓)|n1↑, n1 + 2↓〉
= J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(|n1 + 1↑, n1 + 2↓〉+ |n1↑, n1 + 3↓〉

+ |n1 − 1↑, n1 + 2↓〉+ |n1↑, n1 + 1↓〉)
H1|Ψ(n1, n2)〉 = J

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(

|ψ(n1 + 1↑, n1 + 2↓)〉+ |ψ(n1↑, n1 + 3↓)〉

+ |ψ(n1 − 1↑, n1 + 2↓)〉+ |ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉
) (4.17)Para H2:

H2|Ψ(n1, n2)〉 =
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

N∑

n=1

ǫ′n(c
†
n,↑cn,↑ + c†n,↓cn,↓)|n1↑, n1 + 2↓〉

=
∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

(ǫ′n1
+ ǫ′n1+2)|ψ(n1↑, n1 + 2↓)〉 (4.18)Sabendo que H3 não é válido para este 
aso e tendo em mãos as equações 4.17 e 4.18,Instituto de Físi
a - UFAL



56 Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e 
om desordemes
revemos a parte da equação de S
hrödinger para n2 = n1 + 2 
omo:
E|Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1↑
,n2↓

fn1↑
,n2↓

[

J
(

|ψ(n1 + 1↑, n1 + 2↓)〉+ |ψ(n1↑, n1 + 3↓)〉

+ |ψ(n1 − 1↑, n1 + 2↓)〉+ |ψ(n1↑, n1 + 1↓)〉
)

+ (ǫ′n1
+ ǫ′n1+1)|ψ(n1↑, n1 + 2↓)〉

] (4.19)Reunindo as equações 4.12, 4.16 e 4.19 e substituindo nestas as grandezas adimensio-nais
ǫn =

ǫ′n
J
, U =

U ′

J
e E =

E

J
(4.20)temos as equações de S
hrödinger dadas por

Efn1,n1
= fn1+1,n1

+ fn1,n1+1 + fn1−1, n1 + fn1,n1−1 + (2ǫn1
+ U)fn1,n1

(4.21)para n1 = n2,
Efn1,n1+1 = fn1+1,n1+1 + fn1,n1+2 + fn1−1,n1+1 + fn1,n1

+ (ǫn1
+ ǫn1+1)fn1,n1+1 (4.22)para n2 = n1 + 1 e

Efn1,n1+2 = fn1+1,n1+2 + fn1,n1+3 + fn1−1,n1+2 + fn1,n1+1 + (ǫn1
+ ǫn1+2)fn1,n1+2 (4.23)para n2 = n1+2. A análise desta últimas três expressões nos permite fa
ilmente per
eberque a relação de re
orrên
ia para o problema em questão é dada por

Efn1,n2
= fn1+1,n2

+ fn1,n2+1 + fn1−1,n2
+ fn1,n2−1 + (ǫn1

+ ǫn2
+ Uδn1,n2

)fn1,n2
(4.24)Esta relação de re
orrên
ia pode ser utilizada para a obtenção matri
ial do hamilto-niano na base |ψ(n1, n2)〉, que representa a o
upação do elétron 1 (spin up ↑) no sítio n1e o elétron 2 (spin down ↓) no sítio n2. Por exemplo, ao 
onsiderarmos uma 
adeia 
om

N = 3 sítios, temos 
omo estados possíveis:
|ψ(1, 1)〉, |ψ(1, 2)〉, |ψ(1, 3)〉, |ψ(2, 1)〉, |ψ(2, 2)〉, |ψ(2, 3)〉, |ψ(3, 1)〉, |ψ(3, 2)〉, |ψ(3, 3)〉Desta forma, 
om auxílio da relação de re
orrên
ia 4.24, podemos es
rever o hamiltonianona sua forma matri
ial 
omo

H =

|φ1,1〉 |φ1,2〉 |φ1,3〉 |φ2,1〉 |φ2,2〉 |φ2,3〉 |φ3,1〉 |φ3,2〉 |φ3,3〉
〈φ1,1| 2ǫ1 + U 1 0 1 0 0 0 0 0

〈φ1,2| 1 ǫ1 + ǫ2 1 0 1 0 0 0 0

〈φ1,3| 0 1 ǫ1 + ǫ3 0 0 1 0 0 0

〈φ2,1| 1 0 0 ǫ2 + ǫ1 1 0 1 0 0

〈φ2,2| 0 1 0 1 2ǫ2 + U 1 0 1 0

〈φ2,3| 0 0 1 0 1 ǫ2 + ǫ3 0 0 1

〈φ3,1| 0 0 0 1 0 0 ǫ3 + ǫ1 1 0

〈φ3,2| 0 0 0 0 1 0 1 ǫ3 + ǫ2 1

〈φ3,3| 0 0 0 0 0 1 0 1 2ǫ3 + U(4.25)Tese de Doutorado



4.1 Dois elétrons interagentes em sistemas 1D 57Devemos notar que num sistema de 2 elétrons distintinguíveis num sistema unidimensi-onal temos o N2 
on�gurações possíveis. Desta forma, as matrizes do problema de doiselétrons possuem dimensão N2 ×N2.O análise do 
aráter esta
ionário do problema é possível através dos autovalores e auto-vetores obtidos por diagonalização numéri
a direta. Assim 
omo no problema apresentadono 
apítulo anterior, utilizamos rotinas Lapa
k [164℄ em nossos 
ál
ulos.Além dos aspe
tos esta
ionários, podemos investigar os aspe
tos dinâmi
os do sistema.Neste 
aso, resolvemos a equação de S
hrödinger dependente do tempo
i~
d

dt
|Ψ(t)〉 = H|Ψ(t)〉 (4.26)onde H é o hamiltoniano 4.1 e Ψ(n1, n2)〉 =

∑

n1,n2
fn1,n2

(t)|ψ(n1, n2)〉, onde |ψ(n1, n2)〉 éo estado em que os elétrons 1 e 2 estão, respe
tivamente, nos sítios n1 e n2 (|ψ(n1↑ , n2↓)〉 =
c†n1↑c

†
n2↓

|0, 0〉). Uma vez que a expressão 4.24 foi obtida de H|Ψ〉, nota-se fa
ilmente queequação de S
hrödinger dependente do tempo em termos dos 
oe�
ientes fn1,n2
(t) é dadapor

i~
d

dt
fn1,n2

(t) = fn1+1,n2
+ fn1,n2+1 + fn1−1,n2

+ fn1,n2−1 + (ǫn1
+ ǫn2

+ Uδn1,n2
)fn1,n2(4.27)A equação a
ima pode ser resolvida através de algorítimo de Runge-Kutta [163℄, ob-tendo assim as amplitudes de probabilidade da função de onda após 
ada in
remento detempo pré-determinado. Visto que um dos nossos objetivos é investigar também a in-�uên
ia de um 
ampo elétri
o externo sobre o 
omportamento dinâmi
o dos dois elétrons,apresentaremos a seguir os aspe
tos inerentes a presença deste 
ampo.4.1.2 Campo Elétri
oComo vimos na seção 2.2, Felix Blo
h mostrou que as funções de onda eletr�ni
as emum poten
ial periódi
o, em um 
ristal, são ondas planas moduladas periodi
amente (verequação 2.3). Devido a esta estrutura periódi
a existem regiões em que as energias sãopermitidas (bandas de energia) e regiões em que as energias são proibidas (gaps de energia)[43℄. Uma importante diferença entre a dinâmi
a de um elétron numa rede 
ristalina e umelétron livre é o fato do espaço k ser dividido em zonas de Brilloin e dentro destas zonasexistir uma dependên
ia da energia em relação ao vetor de onda. Assim, para um elétronlivre no espaço sobre in�uên
ia de um 
ampo elétri
o E 
onstante, o movimento des
ritoé 
onstantemente a
elerado em uma direção de�nida por F = −eE. Entretanto, paraum elétron em uma banda 
ristalina sob in�uên
ia de um 
ampo elétri
o E 
onstante, afunção de onda eletr�ni
a apresenta o que 
onhe
emos da literatura 
omo os
ilações deBlo
h [176, 177, 178, 179, 180℄.Podemos entender o fen�meno através do modelo semi
lássi
o. Este modelo 
onsistede obter as equações de movimento para a posição r e o momento p de 
ada elétronna presença de um 
ampo externo através do formalismo 
lássi
o de Hamilton e depois�quantizar� o momento do elétron. A função Hamiltoniana Clássi
a H(p, r) pode entãoInstituto de Físi
a - UFAL



58 Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e 
om desordemser �quantizada� através da substituição p por ~k [181, 182℄. Assim, pelas equações deHamilton temos
·r= ∂H

∂p ·p= −∂H
∂r (4.28)Manipulando a primeira equação temosv =

∂H

∂p =
∂

∂p [ǫ(p/~) + V (r)]
=

∂ǫ(p/~)
∂p

=
1

~

∂ǫ(k)
∂k (4.29)A equação anterior mostra a velo
idade de um pa
ote de onda, também 
onhe
ida 
omovelo
idade de transmissão de energia no meio ou velo
idade de grupo. Vemos que avelo
idade é propor
ional a in
linação da 
urva de energia em relação a k.A segunda equação em 4.28 pode ser es
rita 
omo

~

·k= −∂H
∂r = −∇V (r) (4.30)Porém, se V (r) é a energia poten
ial de um elétron num 
ampo �xo eletrostáti
o, o ladodireito da equação 4.30 é simplesmente a força 
lássi
a agindo sobre o elétron. Em nosso
aso trata-se da força oriunda do 
ampo elétri
o E, ou seja,

~

·k= (−e)E (4.31)Esta equação nos mostra que variação temporal de k é propor
ional a força elétri
a. Estaúltima equação é imediatamente reduzida àk(t) = (−e)E
~

t+ k0 (4.32)Para elétrons livres, a relação entre energia e momento é dada pela parábola 
lássi
a
ǫ = p2/2m. Entretanto, 
omo o nosso elétron está numa banda de energia, as previsões sãobem diferentes. Para entendermos a dinâmi
a de um elétron numa banda sob in�uên
ia deum 
ampo elétri
o, 
onsideremos uma banda de 
ondução 1d 
omo na �gura 4.1. Atravésda última expressão, vemos que o vetor de onda k aumenta uniformemente 
om o tempo.Assim, a medida que t aumenta, o elétron atravessa o espaço k a uma taxa uniforme (verrepresentação na �gura 4.1a). O elétron, partindo de k = 0, por exemplo, move-se pelabanda até 
hegar ao ponto A. O ponto A é idênti
o ao ponto A′, entretanto são separadospor um vetor da rede re
ípro
a 2π/a. Tendo em mente o esquema de zona reduzida e aperiodi
idade da função ǫ(k), nós podemos des
rever a mudança do vetor k 
om o tempo
omo um pro
esso periódi
o no qual o ponto k vai de A′ até A, reapare
endo em A′ erepetindo o 
i
lo novamente. Asso
iada a este fen�meno, existe uma os
ilação no espaçoreal, uma vez que a velo
idade (expressão 4.29) está periodi
amente mudando de sinal.Tese de Doutorado



4.1 Dois elétrons interagentes em sistemas 1D 59Figura 4.1: Dinâmi
a de um elétron sobre in�uên
ia de um 
ampo elétri
o. Relação a) energia-vetor de onda k; e b) velo
idade-vetor de onda k.
aa

_

E

v
0

0 k

k

Fonte: Autor, 2011.A �gura 4.1 mostra a velo
idade do elétron ao longo do eixo k. Partindo de k = 0, avelo
idade aumenta a medida que o tempo passa. Após 
hegar ao máximo, ela diminui eentão desapare
e para a extremidade da banda. Assim, o elétron retorna e adquire umavelo
idade negativa, repetindo o pro
esso. Esta velo
idade dis
utida aqui é a velo
idadeno espaço real, ou seja, o velo
idade físi
a usual.O período das os
ilações é fa
ilmente en
ontrado. Por simpli
idade, admitamos que ovetor de onda k esteja ini
ialmente em A′, ou sejak(0) = k0 = −π
a

(4.33)Espe
i�
ando tocil. 
omo o tempo que o vetor k gasta 
hegar em π/a, temosk(tocil.) = (−e)E
~

tocil. + k0 (4.34)Como a diferença entre os pontos A′ e A é justamente um vetor de rede re
ípro
a, fazemosk(tocil.)− k(0) =
2π

a
=

(−e)E
~

tocil.

tocil. = τ =
2π~

(−e)Ea (4.35)Desta última obtemos a frequên
ia de os
ilação
ω =

2π

τ
=

(−e)Ea
~

(4.36)Podemos en
ontrar também a largura do segmento no qual se dá os
ilação do elétron.Para isso tomemos na equação 4.29, ou sejav =
dr
dt

=
1

~

∂ǫ(k)
∂k (4.37)Instituto de Físi
a - UFAL



60 Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e 
om desordemSabendo que as funções r , ǫ(k) e k são 
ontínuas no intervalo [−π/a, π/a]r(t)− r0 =

∫ t

0

1

~

∂ǫ(k)
∂k dt

=
1

~

∫ t

0

∂ǫ(k)
∂k dt

dkdk = − 1

(−e)E [ǫ(k(t))− E(k(0)] (4.38)Nesta expressão, é evidente a amplitude de os
ilação é rmax = W/eE, onde W é a largurada banda. Após um 
i
lo, t = τ (expressão 4.35), o elétron retorna a sua posição original.Para um 
aso ideal 
omo des
rito a
ima, estando o elétron livre de impurezas e imper-feições na rede, além de vibrações térmi
as, é fá
il determinar a frequên
ia de os
ilação eamplitude de os
ilação. Por exemplo, tomando um sistema 
ujo espaçamento de rede fosse5 Åe uma largura de banda 
om 1 eV , um 
ampo elétri
o de 102 V/cm poderia lo
alizarelétrons em uma região de ≈ 100 µm e fazê-los os
ilar a uma frequên
ia de ω ≈ 1 GHz.O período de os
ilação para este 
aso seria τ ≈ 5 ns. Entretanto, num sistema real, inte-ração 
om f�nons e impurezas presentes no 
ristal impedem a visualização do fen�meno.Sendo o tempo de relaxação (tempo médio entre 
olisões) da ordem de ≈ 10−14s, o elétronsofre um enorme número de 
olisões (em torno de 106) no tempo de um 
i
lo, suprimindoo fen�meno os
ilatório.Do ponto de vista experimental, as os
ilações de Blo
h foram primeiramente obser-vadas após o advento das super-redes semi
ondutoras [183, 184, 185, 186℄. A té
ni
ade 
res
imento de 
ristais atomi
amente 
ontrolados mostrou-se extremamente e�
az na
onstrução destas estruturas arti�
iais. Uma super-rede semi
ondutora é formada pelo
res
imento periódi
o e alternado de 
amadas de dois semi
ondutores 
om gaps de energiadiferentes, 
omo representado na �gura 4.2a. Devido a estes gaps de energia diferentes,surge uma des
ontinuidade de energia nas interfa
es entre duas 
amadas adja
entes (ver�gura 4.2b). Ao 
ompararmos esta estrutura de poten
ial ao poten
ial periódi
o num 
ris-Figura 4.2: (a) Super-rede semi
ondutora é formada pelo 
res
imento periódi
o e alternado de
amadas de dois semi
ondutores GaAs e AlGaAs. (b) Per�l da banda de 
ondução da super-redes. (
) Deslo
amento espa
ial de elétrons em super-redes semi
ondutoras.
Fonte: (a) e (b) Autor, 2011; (
) Lyssenko, 1997 (referên
ia [187℄).tal natural, podemos dizer que os poços de poten
ial 
omportam-se 
omo ma
ro-átomosnuma rede 
ristalina 
om um parâmetro de rede maior, dando origem o nome super-redes 
ristalinas. Esta disposição periódi
a dos poços na super-rede dá origem a estadoseletr�ni
os estendidos, da mesma maneira observada para átomos numa rede 
ristalina[45℄.Duas importantes 
ara
terísti
as destas estruturas arti�
iais é o alto grau de perfei-Tese de Doutorado



4.1 Dois elétrons interagentes em sistemas 1D 61ção da rede o parâmetro de rede bem maior que o observado em 
ristais. A primeira
ara
terísti
a está asso
iada ao tempo de relaxação maior que o observado em 
ristais,enquanto que a segunda 
ara
terísti
a está asso
iada ao período de os
ilação (ver equação4.35). Com o maior grau de pureza e parâmetro de rede podendo 
hegar a 
entenas deAngstrons, a observação experimental do fen�meno tornou-se fa
tível (ver �gura 4.2
).Entretanto, o surgimento de outros sistemas arti�
iais também possibilitou a observa-ção de os
ilações de Blo
h, 
omo átomos [188, 189℄ e/ou 
ondensados de Bose-Einstein[190, 191, 192℄ aprisionados em redes ópti
as.A 
ampo teóri
o também tem sido bastante explorado. A 
oexistên
ia de desordeme 
ampo elétri
o 
onstante revela que a in�uên
ia do 
ampo sobre a lo
alização é muitomaior que a in�uên
ia da desordem [193, 194℄. A lo
alização do pa
ote de onda eletr�-ni
o na presença do 
ampo elétri
o é 
onhe
ido 
omo lo
alização dinâmi
a. Entretanto,este aprisionamento do pa
ote de onda nem sempre resulta em os
ilações 
oerentes 
omfrequên
ia bem de�nida, 
omo apresentado na equação 4.36. Na presença de desordem asos
ilações são fortemente amorte
idas [195, 196, 197℄ e o pa
ote de onda pode apresentarum 
omportamento os
ilatório tipo ruído-bran
o [198℄. Entretanto, para sistemas não pu-ros que apresentam fases extendidas, quando o sistema apresenta-se nesta fase, observa-seque a desordem não destrói a 
oerên
ia das os
ilações de Blo
h [198, 199, 200℄.O problema envolvendo interação entre elétrons e 
ampo elétri
o também tem sidoinvestigado [201, 202, 203℄. O formalismo de muitos 
orpos para a teoria de 
ampomédio dinâmi
o foi estendida para tratar problemas de não equilíbrio, trantando-se dohamiltoniano de Bose-Hubbard sob a ação 
omplementar de um 
ampo estáti
o. Foimostrado 
omo as os
ilações de Blo
h extiguiram-se pelas interações elétron-elétron e
omo suas 
araterísti
as mudam drasti
amente para um isolante de Mott [201℄. Outrotrabalho sobre o modelo de Bose-Hubbard sob in�uên
ia de um 
ampo estáti
o revelauma assinatura 
ara
terísti
a de 
aos quânti
o. Isso induz a de
aimento irreversível deos
ilações de Blo
h de átomos frios 
arregados em uma rede ópti
a [202℄. Embora, demaneira geral, a interação favoreça a destruição das os
ilações de Blo
h, foi relatadore
entemente para um sistema interagente de átomos frios que as os
ilações de Blo
h sãopersistentes se a interação é modulada harmoni
amente 
om frequên
ia adequada e fase[203℄.Interessados em investigar o 
omportamento de dois elétrons sob in�uên
ia de um
ampo elétri
o uniforme e 
onstante, adi
ionamos ao nosso Hamiltoniano 4.1 um termoque representa a in�uên
ia de um 
ampo elétri
o 
onstante e uniforme sobre as partí
ulaspor toda a 
adeia. Assim, temos o Hamiltoniano
H = J

N∑

n=1

∑

σ

(

c†n+1,σcn,σ + c†n,σcn+1,σ

)

+

N∑

n=1

∑

σ

(ǫ′n + eFan) c†n,σcn,σ+ N∑

n=1

U ′c†n,↑cn,↑c
†
n,↓cn,↓(4.39)sendo F o 
ampo elétri
o externo, e é a 
arga da partí
ula, a o parâmetro de rede e n é ooperador posição da partí
ula. Para que possamos estudar o 
omportamento dinâmi
o dosdois elétrons sob efeito do 
ampo, devemos resolver a equação de S
hrödinger dependentedo tempo. A in
lusão do termo relativo ao 
ampo elétri
o altera a relação de re
orrên
iaInstituto de Físi
a - UFAL



62 Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e 
om desordem4.24 para
i~
d

dt
fn1,n2

= fn1+1,n2
+fn1,n2+1+fn1−1,n2

+fn1,n2−1+
(

ǫn1
+Fn1+ǫn2

+Fn2+Uδn1,n2

)

fn1,n2(4.40)sendo F = eFa/J . Este pro
edimento é fa
ilmente realizado ao lembrarmos que
∑

n1,n2

eFan|n1↑, n2,↓〉 = (eFan1 + eFan2)|n1↑, n2,↓〉 (4.41)Assim 
omo no 
apítulo anterior, resolvemos as equações diferen
iais 4.40 empregandoum método numéri
o baseado na expansão de Taylor do operador de evolução temporal
V (∆t) = e−iH∆t = 1 +

n0∑

l=1

(−iH∆t)l

l!
(4.42)onde H é o hamiltoniano (ver apêndi
e A2). A função de onda num tempo ∆t é dada por

|Φ(∆t)〉 = V (∆t)|Φ(t = 0)〉, de maneira que usamos o método re
ursivamente para obtera função de onda no tempo t. Nos resultados que iremos apresentar usamos ∆t = 0, 05e n0 = 20. Os valores para a ordem de trun
amento (n0 = 20) e in
remento de tempo(∆t = 0, 05) foram 
omprovados su�
ientes para 
onservar a norma da função de ondaem todo o intervalo de tempo requisitado, 
om pre
isão |1− |Φ(t)|2| < 10−9.4.2 Cadeias 
ristalinasComo dito anteriormente, o trabalho pioneiro de Shepelyansk que observou o enfraque-
imento da lo
alização de Anderson em um sistema de duas partí
ulas interagentes em ummeio desordenado [10℄, motivou uma série de estudos sobre sistemas de baixa densidadeeletr�ni
a (ver iní
io da seção 4.1.1). Como exemplo destes estudos, espe
i�
ando proble-mas de duas partí
ulas, podemos 
itar: dois elétrons interagentes em anéis mesos
ópi
osdesordenados 1D [123℄; dois elétrons em 
adeias desordenadas [169℄ e quasi-periódi
as[170℄; dois elétrons interagentes em 
adeias aperiódi
as tipo Fibona

i and Thue-Morse[130℄; dois elétrons interagentes em 
adeias aperiódi
as [171℄; (ver seção 2.3.5). Entre-tanto, 
omo a físi
a de sistemas puros é bem 
onhe
ida (modelo de Blo
h), estudar ainteração entre dois elétrons neste tipo de sistema revela aspe
tos inerentes apenas àinteração.Estudos sobre dois elétrons interagentes em 
adeias puras foram realizados por Weisz eClaro [204℄. Neste trabalho, através de resultados analíti
os, eles apresentam a existên
iada banda de elétrons livres para dois elétrons e uma banda de estados ligados, bem 
omoa largura destas bandas. A banda de estados ligados 
omo sendo U ≤ E ≤
√
U2 + 16J2,enquanto que a largura da banda de estados não ligados 
omo −4J ≤ E ≤ 4J . Estesresultados foram 
orroborados por nossos estudos numéri
os, 
omo pode ser visto na �gura4.3 (ver referên
ia [174℄). A densidade de estados (�gura 4.3a), de�nida 
omo o número deníveis de energia dentro de um intervalo E + dE (DOS(E) =∑j δ(E −Ej), Ej sendo osautovalores obtidos da diagonalização do Hamiltoniano), mostra a existên
ia de uma sub-Tese de Doutorado



4.2 Cadeias 
ristalinas 63Figura 4.3: (a) Densidade de estados e (b) Distân
ia Média entre os elétrons, obtidos parauma 
adeia 
om N = 100 sítios. Os auto-estados 
ontidos na sub-banda apresentam pequenasdistân
ias, re�etindo a natureza de estados ligados.)
(a) (b)

Fonte: W.S. Dias, 2007 (referên
ia [174℄).banda quando a interação entre os elétrons se faz existente. A distân
ia média entre os doiselétrons (�gura 4.3b), de�nida por d(Ej) =
∑

n1,n2
|n2 − n1||f j

n1,n2
|2, reforçam existên
iade estados ligados 
ontidos na sub-banda de energia 
om limites U ≤ E ≤

√
U2 + 16J2.Com o objetivo de entender um pou
o mais a in�uên
ia destes estados ligados sobre o
omportamento dinâmi
o dos elétrons, nós revisitamos o problema e 
al
ulamos algumasgrandezas que possam 
ara
terizar melhor o sistema.4.2.1 ResultadosNossos 
ál
ulos, baseados na equação 4.40 e realizados mediante o emprego de ummétodo numéri
o baseado na expansão de Taylor do operador de evolução temporal (ver�nal da seção 4.1.2), nós 
onsideramos por simpli
idade ~ = J = e = a = 1 e ǫn = 0.Esta última 
onsideração refere-se a tomar ǫn 
omo referên
ia de energia. Além disso, nós
onsideramos a função de onda 
omo sendo um pa
ote gaussiano de largura σ

〈n1 ↑, n2 ↓ |Ψ(t = 0)〉 = 1

A(σ)
exp

[

−(n1 − n0
1)

2

4σ2

]

exp

[

−(n2 − n0
2)

2

4σ2

] (4.43)onde A(σ) é a 
onstante de normalização e σ é a largura do pa
ote de onda. Neste 
aso,os elétrons estão ini
ialmente dispostos nos sítios N
2
+ d0 e N

2
− d0, ou seja, os elétronsestão dispostos ini
ialmente equidistantes do 
entro da 
adeia.Extensão espa
ial e parti
ipaçãoCom o objetivo de investigar o quanto a função de onda se estende pela 
adeia, nós
al
ulamos a extensão espa
ial ξ(t), de�nida por

ξ(t) =
∑

n1,n2

√

(n1 − 〈n1(t)〉)2 + (n2 − 〈n2(t)〉)2|fn1,n2
(t)|2 (4.44)Instituto de Físi
a - UFAL



64 Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e 
om desordemFigura 4.4: (a) Extensão espa
ial e (b) função parti
ipação versus tempo para uma 
adeia de
N = 1500 sítios, U = 0, 2, 4, 6, 8, 12, σ = 1 e d0 = 0. Após um transiente ini
ial, vemos que ξevolui balisti
amente mesmo no regime de forte interação. A função parti
ipação apresenta um
omportamento balísti
o para U = 0. Entretanto, na presença de interação, uma dependên
iatemporal atípi
a (P (t) ∝ t) é observada.

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [167℄).onde
〈ni(t)〉 =

∑

n1,n2

(ni)|fn1,n2
(t)|2 i = 1, 2 (4.45)Os 
ál
ulos foram realizados usando uma 
adeia 
om N = 1500 sítios, alguns valoresde interação (U = 0, 2, 4, 6, 8, 12) e ambos os elétrons (σ = 1) partindo do mesmo sítio(d0 = 0). Esta última 
onsideração visa investigar o papel da interação, visto que emnosso modelo a interação é on-site.Na �gura 4.4a nós apresentamos os resultados obtidos para a extensão espa
ial. Pode-mos ver que após um transiente ini
ial, ξ evolui linearmente 
om o tempo (ξ ∝ t) mesmoquando a interação se faz presente. Em outras palavras, vemos que um alargamentobalísti
o do pa
ote de onda de dois elétrons. No regime ini
ial, vemos que a presençade interação promove uma redução da extensão espa
ial. Esta redução na presença deinteração está asso
iada a existên
ia de estados ligados no pa
ote de onda ini
ial.Visto que a função parti
ipação nos forne
e uma medida do grau de lo
alização [58,166℄, nós 
al
ulamos

P (t) =
1

∑

n1,n2
|fn1,n2

(t)|4 (4.46)para o mesmo sistema anterior, 
ujos parâmetros foram N = 1500 sítios, alguns valoresde interação (U = 0, 2, 4, 6, 8, 12) e ambos os elétrons (σ = 1) partindo do mesmo sítio(d0 = 0). Na �gura 4.4b nós podemos ver que na ausên
ia de interação (U = 0), a funçãoparti
ipação evolui propor
ionalmente ao quadrado do tempo (P (t) ∝ t2). Isto indi
a queTese de Doutorado



4.2 Cadeias 
ristalinas 65os elétrons alargam-se uniformemente e independentemente sobre a 
adeia, 
on
ordando
om o 
omportamento temporal da função parti
ipação de 1 elétron em sistemas puros.Entretanto, na presença de interação, observa-se que a função parti
ipação evolui maislentamente 
om o tempo (P (t) ∝ t). Tendo em mente que esta função nos forne
e umamedida da porção do espaço onde a amplitude da função de onda difere signi�
ativamentede zero, nós dire
ionamos a nossa atenção ao aspe
to do pa
ote de onda eletr�ni
o.Aspe
to do pa
ote de onda eletr�ni
oTendo em vista o 
omportamento atípi
o da parti
ipação na presença de interação, nósinvestigamos o aspe
to função de onda dos elétrons após um longo tempo (
omportamentoassintóti
o). Nós 
onsideramos uma 
adeia de N = 200 sítios, σ = 1, d0 = 0 e U = 0 e
4. Podemos ver na �gura 4.5 a função |fn(t)|2 =

∑

m |fn,m(t)|2 
a
ulada para um tempolongo o su�
iente para que a função de onda se alargue até as bordas da 
adeia, versus oplano formado pelo espaço de Hilbert de 
ada elétron (m× n). Na ausên
ia de interaçãoFigura 4.5: Função de onda eletr�ni
a após um longo tempo de evolução, em uma 
adeia de
N = 200 sítios, σ = 1, d0 = 0 e (a) U = 0 e (b) U = 4. Na ausên
ia de interação os elétronsalargam-se balísti
amente pelo plano n × m. Para U > 0, os estados ligados 
orrela
ionam omovimento do elétrons, de maneira que o pa
ote de onda se 
on
entra ao longo da diagonal
n = m.

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [167℄).(�gura 4.5a), os elétrons propagam-se independentemente ou não 
orrela
ionados. Porse tratar de uma 
adeia 
ristalina, observa-se que o alargamento do pa
ote de onda ébalísti
o, estando os dois pa
otes de onda distribuídos sobre o plano n × m. Visto queos dois elétrons partiram do mesmo sítio, observa-se um máximo na região n = m = N
2
.Na presença de interação (�gura 4.5b), vemos que o pa
ote de onda �
a 
on
entrado emtorno da posição n = m. Este 
omportamento está asso
iado aos estados ligados 
ontidosna banda de energia, responsáveis por 
orrela
ionar o movimento dos elétrons.Devemos esperar que esta 
orrelação eletr�ni
a também deixe assinaturas na funçãode onda de um elétron. Em virtude disso, 
al
ulamos |fn(t)|2 =∑m |fn,m(t)|2 para deter-Instituto de Físi
a - UFAL



66 Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e 
om desordemFigura 4.6: Função de onda eletr�ni
a após um longo tempo de evolução, em uma 
adeia de
N = 1000 sítios, σ = 1, d0 = 0, U = 0, 4, 10 e (a) t = 5, (b) t = 20, (
) t = 40, (d) t = 100.Na ausên
ia de interação os elétrons alargam-se balísti
amente , apresentando uma estrutura deuní
o pi
o. Para U > 0 temos duas estruturas prin
ipais, uma 
on
entrada na posição ini
ial eoutra apresentando uma frente de onda 
om alta aomplitude.

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [167℄).minados tempos durante o alargamento da função de onda eletr�ni
a pela 
adeia. Nestes
ál
ulos, 
onsideramos uma 
adeia de N = 1000 sítios, d0 = 0, interação 
oulombiana
U = 0, 4 e 10, σ = 1. Estes 
ál
ulos são apresentados na �gura 4.6. Lembrando dafunção de onda ini
ial (expressão 4.43), gaussiana de largura unitária, observamos que aausên
ia de interação não modi�
a a estrutura do pa
ote de onda ao passar do tempo.O pa
ote de onda alarga-se balísti
amente apresentando a estrutura de um úni
o pi
o.Entretanto, na presença de interação, mesmo para tempos ini
iais, vemos um transientede uma estrutura gaussiana (t = 0) para um pa
ote de onda apresentando duas estruturasprin
ipais. Uma dessas estruturas apresenta uma forte 
on
entração na posição ini
ial,enquanto que outra 
omponente tem alta amplitude e apresenta uma aspe
to tipo frentede onda. Ambas estruturas evoluem balísti
amente. Esta estrutura dupla do pa
ote deonda, que para os tempos ini
iais surge 
omo um pequeno �en
olhimento� do pa
ote deonda, re�ete na extensão espa
ial do pa
ote, 
omo foi apresentado na �gura 4.4a. Alémdisso, a estrutura 
entral do pa
ote de onda apresenta largura menor quanto maior for ainteração elétron-elétron. A amplitude da frente de onda também é maior quanto maiorfor o valor da interação. Esta estrutura dupla do pa
ote de onda, possuindo regiões deamplitudes pequenas quando 
omparadas as amplitudes da estrutura 
entral e da frenteTese de Doutorado



4.2 Cadeias 
ristalinas 67de onda re�ete na função parti
ipação, 
omo apresentado na �gura 4.4b. Para per
ebemosmelhor, pre
isamos ter em mente que esta função nos forne
e uma medida da porção doespaço onde a amplitude da função de onda difere signi�
ativamente de zero.In�uên
ia do 
ampo elétri
oAté o presente momento, todos os resultados apresentados referem-se a sistemas 
om
ampo elétri
o não presente. A partir de agora, nosso objetivo é investigar os efeitos
ausados devido a presença do 
ampo elétri
o. Assim 
omo apresentado na seção 4.1.2,a presença de um 
ampo elétri
o é 
apaz de aprisionar o elétron numa região restrita darede. Nesta lo
alização dinâmi
a o pa
ote de onda pode apresentar um 
omportamentoos
ilatório 
oerente, 
onhe
ido 
omo os
ilações de Blo
h [176, 177, 178, 179, 180℄.Figura 4.7: Quadro à esquerda: 
entroide 〈ni(t)〉 
al
ulado para uma 
adeia de N = 120 sítios,pa
otes de onda de largura σ = 1, d0 = 0, 
ampo elétri
o 
onstante F = 0.5 e diferentes graus deinteração (a) U = 0, (b) U = 4 e U = 10. Quadros à esquerda (transformada de Fourier) 〈ni(ω)〉mostram 
laramente que o 
entroide apresenta um 
omportamento os
ilatório 
om frequen
ia
ω = F para U = 0, frequen
ia predominante ω = 2F para U = 4 e frequen
ia predominante
ω = F para U = 10.

Fonte: W.S. Dias, 2007 (referên
ia [174℄).Relatamos anteriormente alguns trabalhos envolvendo interação entre elétrons e 
ampoelétri
o [201, 202℄. De maneira geral, podemos dizer que a interação elétron-elétron em sis-temas de muitos 
orpos atua destrutivamente sobre as os
ilações de Blo
h. Para sistemasde duas partí
ulas em uma 
adeia sujeita a um 
ampo elétri
o externo, foi demonstradoque no limite de fra
o hopping, a interação elétron-elétron induz uma os
ilação adi
ionalda velo
idade de deriva dos elétrons. O período desta os
ilação pode ser determinadouni
amente pela al
an
e e intensidade da interação elétron-elétron [205℄. Este modelo jáfoi estudado por nós anteriormente [174℄. Neste trabalho foi demonstrado que o 
entroidedo pa
ote de onda pode apresentar um 
omportamento os
ilatório 
om uma frequên
iapredominante de ω = 2F (ver �gura 4.7), ou seja, o dobro da frequên
ia das os
ilaçõesInstituto de Físi
a - UFAL



68 Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e 
om desordemFigura 4.8: Amplitude da os
ilação de Blo
h LF versus a interação 
oulombiana U para pa
otesde onda de diferentes larguras σ = 0, 1, 2, 3 e F = 0.5. Para pa
otes de onda de largura �nita aamplitude de os
ilação diminui 
onsideravelmente 
om o aumento de U para valores pequenos evolta a aumentar no regime de forte interação elétron-elétron.

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [167℄).de Blo
h (ver expressão 4.36). Este dobramento de frequên
ia surge devido a existên-
ia de interação entre os elétrons e está asso
iada aos estados ligados que promovem omovimento 
oerente dos elétrons. Assim, podemos pensar que os elétrons movendo-se 
o-erentemente 
omportam-se 
omo uma partí
ula de 
arga 2e (ver expressão 4.36). Um fatoa ser observado é que na presença de interação elétron-elétron muito forte a frequên
iapredominante passa a ser ω = F , 
omo pode ser visto na �gura 4.7 [174℄.Dentro deste 
enário, nós revisitamos o modelo e investigamos o papel dos estadosligados sobre a amplitude da os
ilação do pa
ote de onda, seja no modo ω = F , quantono modo de frequen
ia dobrada ω = 2F . Para isto, nós 
al
ulamos a posição média doelétron 〈n(t)〉, também 
onhe
ida 
omo 
entroide, dado por
〈ni(t)〉 =

∑

n1,n2

ni|fn1,n2
(t)|2 i = 1, 2 (4.47)Utilizando uma 
adeia de N = 120 sítios, F = 0.5, d0 = 0, diferentes valores de interação
oulombiana e pa
otes de onda de diferentes larguras σ = 0, 1, 2, 3, nós 
al
ulamos o 
en-troide (equação 4.47) e reunimos os valores das amplitudes de os
ilação LF (ver �gura 4.8).Apresentamos na �gura 4.8 estes valores de amplitude de os
ilação LF versus a interaçãoelétron-elétron U . Considerando o 
aso parti
ular de σ = 0, ou seja, a função de ondado elétron é do tipo delta, vemos que não é observado os
ilações de Blo
h para U = 0.Quando a interação elétron-elétron está presente, a amplitude de os
ilação apresenta ummáximo para um valor de interação �nita, 
om a amplitude de os
ilação desaparen
endono regime de fortes interações. Entretanto, para pa
otes de onda de largura �nita σ > 0,observa-se um 
enário diferente. Na ausên
ia de interação U = 0, o 
entróide os
ila 
omuma amplitude igual a amplitude de os
ilação observada para sistemas de elétrons nãoTese de Doutorado



4.2 Cadeias 
ristalinas 69interagentes. Na presença de interação observa-se que a amplitude de os
ilação ini
ial-mente diminui a medida que U aumenta até um regime de interação intermediário U ≈ 4.A medida que a interação U 
res
e ainda mais, indo para um regime de fortes interações,observa-se um lento aumento da amplitude de os
ilação. Além disso, observa-se que ovalor assintóti
o da amplitude aumenta 
om a largura ini
ial dos pa
otes de onda.Todos estes aspe
tos podem ser entendidos qualitativamente ao desta
armos que opa
ote de onda ini
ial é 
omposto por 
omponentes formadas por estados ligados e nãoligados. Como dito anteriormente, a banda de estados não ligados é 
entrada em E = 0,indo de E = −4J E = 4J . Já a banda de estados ligados tem uma largura de energia
U ≤ E ≤

√
16J2 + U2 [204℄. Lembrando da seção 4.1.2, vemos que a amplitude deos
ilação (expressão 4.38) é propor
ional a largura da banda de energia e inversamentepropor
ional à 
arga efetiva. Dentro desta análise, vemos fa
ilmente o motivo da largurade os
ilação da 
omponente não ligada ser maior que a largura de os
ilação da 
omponenteligada. Devemos ter em mente também o quanto estas 
omponentes ligadas e não ligadasdependem da largura do pa
ote de onda ini
ial. Como a interação é on-site, quantomaior a largura do pa
ote de onda, maior a 
ontribuição dos estados não ligados. Assim,um pa
ote de onda ini
ial Gaussiano tem uma densidade espe
tral de estados 
entradosem E = 0. Assim, a medida que a interação U 
res
e, aumenta-se a signi�
ân
ia das
omponentes ligadas, levando a uma diminuição da amplitude de os
ilação. Para valoresde interação U muito forte, a grande distân
ia da banda de estados ligados da distribuiçãoespe
tral do pa
ote de onda faz 
om que haja pou
a in�uên
ia destas 
omponentes nãoligadas. Isto pode ser visto ao observar-se a reampli�
ação do modo de os
ilação ω = F .Para que possamos extrair maiores informações sobre a in�uên
ia dos estados ligadossobre frequên
ia das os
ilações de Blo
h, nós investigamos agora a evolução temporal deum pa
ote de onda Gaussiano 
om uma velo
idade ini
ial, dada por

〈n1 ↑, n2 ↓ |Ψ(t = 0)〉 = 1

A(σ)
exp[ik(n1 + n2)]exp

[

−(n1 − n0
1)

2

4σ2

]

exp

[

−(n2 − n0
2)

2

4σ2

](4.48)onde i é a unidade imaginária. O fator de fase eik(n1+n2) governa a velo
idade ini
ial dopa
ote de onda, neste 
aso parti
ular, 
om velo
idade idênti
a para ambos os elétrons.Isto também pode ser usado para deslo
ar a densidade espe
tral do pa
ote de onda do
entro da banda.Dentro destas 
onsiderações, nós 
al
ulamos a dependên
ia temporal da posição média
〈n(t)〉 numa 
adeia de N = 100 sítios, para elétrons ini
ialmente na mesma posição
d0 = 0, F = 0.5, U = 8 e (a) k = 0.5 e (b) k = 3.0. Estes 
ál
ulos podem ser vistos na�gura 4.9. Para pequenos valores de k, nós obtemos um modo de frequên
ia úni
o em
ω = F . Como a banda de estados ligados está distante do 
entro da banda na qual adensidade espe
tral do pa
ote de onda está ligeiramente deslo
ado, os estados não ligadosgovernam a dinâmi
a dos elétrons. Entretanto, para k = 3 o 
enário obtido é o 
ontrário:obtemos um 
omportamento os
ilatório 
uja frequên
ia predominante é ω = 2F . Vemosque o dobramento da frequên
ia de Blo
h persiste mesmo para fortes valores de interação,diferente do observado na referên
ia [174℄ (�gura 4.7). A diferença presente neste 
aso estáasso
iado a densidade espe
tral do pa
ote de onda ini
ial que está bem deslo
ado do 
entroInstituto de Físi
a - UFAL



70 Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e 
om desordemFigura 4.9: Dados para a posição média 〈n(t)〉 versus tempo para uma 
adeia 
om N = 100sítios, d0 = 0, F = 0.5, U = 8, σ = 1 e (a) k = 0.5 e (b) k = 3. Observa-se que um pequenovalor de k é 
apaz de reampli�
ar o modo 
om frequen
ia ω = F para valores de interação forte.

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [167℄).da banda (k = 3). Neste 
aso temos uma 
omposição 
onsiderável de estados ligados, oque promove o movimento 
oerente dos elétrons e 
onsequentemente o dobramento defrequên
ia das os
ilações de Blo
h.4.3 Cadeias 
om desordem 
orrela
ionada de longo al-
an
eDiferente do modelo tratado anteriormente, o modelo tratado nesta seção refere-se adois elétrons numa 
adeia desordenada. Como foi apresentado na seção 2.3.3, a presençade 
orrelações na distribuição da desordem a
res
enta ao modelo resultados não previstospela teoria de es
ala. De maneira geral, observamos para elétrons não interagentes eausên
ia de 
ampo elétri
o que este modelo apresenta uma banda de estados estendidospara α > 2 [104℄. Para que possamos investigar a in�uên
ia da interação elétron-elétronneste modelo, introduzimos a desordem na distribuição das energias ǫn da equação 4.40através da relação
ǫn = ζ(α,N)

N/2
∑

k=1

(
1

k

)α/2

cos

(
2πnk

N
+ φk

) (4.49)onde φk são N/2 fases aleatórias independentes uniformemente distribuídas no intervalo
[0, 2π] [104, 198℄. Este último parâmetro representa a fonte de desordem da série. Man-temos esta sequên
ia de maneira que 〈ǫn〉 = 0. ζ(α,N) é uma 
onstante de normalizaçãousada para manter a variân
ia (segundo momento em torno da média) da distribuiçãosendo unitária para todos os tamanhos de 
adeia. O parâmetro α 
ontrola o grau de
orrelação da sequên
ia. Tese de Doutorado



4.3 Cadeias 
om desordem 
orrela
ionada de longo al
an
e 714.3.1 ResultadosAssim 
omo o modelo anterior, nós empregamos o método numéri
o baseado na ex-pansão de Taylor do operador evolução temporal (ver �nal da seção 4.1.2) sobre asequações 4.40, sendo ǫi governado pela equação 4.49. Por simpli
idade, 
onsideramos
~ = J = e = a = 1. Além disso, nós 
onsideramos a função de onda 
omo sendo umpa
ote gaussiano de largura σ, de�nido na equação 4.43, da mesma forma que o modelo an-terior. Consideramos os elétrons ini
ialmente dispostos nos sítios N

2
+d0 e N

2
−d0, ou seja,os elétrons estão dispostos ini
ialmente equidistantes do 
entro da 
adeia. É importantedesta
ar que, em função da variável aleatória φk presente na distribuição dos a
oplamentosex
hange, nós realizamos uma média 
on�gura
ional sobre o desordem - 8000 realizaçõespara o menor tamanho de 
adeia e 500 realizações para o maior. Além disso, os valorespara a ordem de trun
amento (n0 = 20) e in
remento de tempo (∆t = 0, 05) foram 
om-provados su�
ientes para 
onservar a norma da função de onda em todo o intervalo detempo requisitado, 
om pre
isão |1− |Φ(t)|2| < 10−9.Extensão espa
ialA primeira quantidade 
al
ulada foi a evolução temporal da extensão espa
ial dopa
ote de onda dos dois elétrons, de�nida anteriormente (ver equação 4.44). Em nossos
ál
ulos nós 
onsideramos 
adeias 
om N = 500 e N = 1000 sítios, elétrons partindodo mesmo sítio d0 = 0, σ = 1, interação 
oulombiana U = 4 e diversos valores de α(parâmetro que 
ontrola o grau de 
orrelação).Figura 4.10: (a) Extensão espa
ial ξ(t) × tempo t para α = 3.0, N = 1000 sítios e U = 4.0. (b)Extensão espa
ial assintóti
a ξ(t → ∞)/N × parâmetro de 
orrelação α para dois tamanhos de
adeia. O 
omportamento balísti
o em (a) e o plat� unido 
om o 
olapso de dados em (b) sãoassinaturas 
laras de estatos estendidos no limite de forte 
orrelação (α > 2).

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [168℄).Visto que este sistema apresenta uma banda de estados estendidos para α > 2 [104℄,podemos ver que neste regime a extensão espa
ial dos dois elétrons apresenta um alarga-mento balísti
o (ver �gura 4.10).Instituto de Físi
a - UFAL



72 Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e 
om desordemO plat� apresentado para tempos muito longos indi
a que o pa
ote de onda 
hegouàs bordas da 
adeia. Assim 
omo o modelo não interagente, temos um indi
ativo deque os elétrons se 
omportam 
omo um sistema 
ristalino no limite de fortes 
orrelações.Para que esta suposição possa se tornar uma a�rmativa, nós realizamos 
ál
ulos 
om
adeias 
om N = 1000 sítios e N = 500 sítios e parâmetros d0, σ e U iguais ao da�gura 4.10a. Estes 
ál
ulos foram realizados para diversos graus de 
orrelação (α = 0 até
α = 4.0) e organizados na �gura 4.10b. Observa-se que a extensão espa
ial assintóti
arees
alada ξ(t → ∞)/N versus o parâmetro de 
orrelação α apresenta um 
olapso dedados para α > 2. Tendo em mente que o pa
ote de onda em um sistema governado porestatos estendidos alarga-se por toda a 
adeia, é fá
il per
eber que a extensão espa
ialpara tempos muito longos é propor
ional a N . Desta forma, o 
olapso de dados daextensão espa
ial rees
alada para dois tamanhos de 
adeia indi
a que os pa
otes de ondase alargaram por toda a 
adeia. Em outras palavras, vemos que o sistema é governadopor estados estendidos para α > 2. Este resultado é 
orroborado pela dinâmi
a balísti
ada extensão espa
ial apresentada na �gura 4.10a. Por outro lado, vemos que a extensãoespa
ial rees
alada (�gura 4.10b) depende do tamanho da 
adeia para regimes de fra
a
orrelação (α < 2). Isto signi�
a que o pa
ote de onda está lo
alizado num segmento�nito da 
adeia, ou seja, o sistema é governado por estados lo
alizados.Probabilidade de Retorno e 
orrelação entre elétronsDiante dos resultados preliminares, vemos que a interação não afeta o ponto de tran-sição metal-isolante do modelo eletr�ni
o 
om desordem 
orrela
ionada de longo al
an
e[104℄. Visto que o presente modelo no limite de fra
a 
orrelação (α < 2) é governado porestados lo
alizados e que o nosso modelo já foi amplamente estudado neste regime (verreferên
ias [10, 57, 123, 124, 125, 126, 127, 128, 129℄), nos 
on
entramos nossa atenção noregime de fortes 
orrelações (α > 2).Figura 4.11: Evolução temporal do pa
ote de onda de um elétron, ou seja, |fni(t)|2 =
∑

nj
|fn1,n2

(t)|2 versus t versus n. Foram utilizadas 
adeias 
om N = 1000 sítios, d0 = 0,
F = 0, α = 3 e (a) U = 0, (b) U = 4 e (
) U = 30. Para U > 0 vemos que uma fração �nita dopa
ote de onda permane
e aprisionado no sítio ini
ial.

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [168℄).Na �gura 4.11 nós apresentamos o aspe
to do pa
ote de onda de um elétron |fni
(t)|2 =

∑

nj
|fni,nj

(t)|2 
al
ulada para 
adeias 
om N = 1000 sítios, α = 3.0, d0 = 0, σ = 1,Tese de Doutorado



4.3 Cadeias 
om desordem 
orrela
ionada de longo al
an
e 73Figura 4.12: Cal
uladas para um tempo muito longo tem-se a (a) probabilidade de retorno
R(t → ∞) e (b) função 
orrelação ζ(t → ∞) versus interação elétron-elétron U . Vê-se que ainteração entre os elétrons é responsável por 
orrela
ionar os elétrons e aprisionar uma porção�nita do pa
ote de onda.

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [168℄).
F = 0 e interação elétron-elétron sendo (a) U = 0; (b) U = 4; (
) U = 30. Podemos ver
laramente que uma fração �nita do pa
ote de onda �
a aprisionada na posição ini
ialquando a interação entre os elétrons se faz presente. Além disso, observa-se também queesta porção é maior quanto maior for o valor da interação elétron-elétron.Este resultado �
a mais evidente ao 
al
ularmos a amplitude da função de onda nosítio ini
ial

R(t) ≡ |fn0

1
,n0

2
(t)|2, (4.50)
onhe
ida 
omo probabilidade de retorno. R(t) informa-nos a probabilidade de en
ontraro elétron na posição ini
ial. se em um tempo muito longo (t ≈ 106 ) obtermos R(t) → 0,temos uma função de onda não posi
inada no sítio ini
ial. Ao 
ontrário, se a probabilidadede retorno saturar num valor �nito, teremos um pa
ote de onda lo
alizado/aprisionado.Na �gura 4.12a nós reunimos os dados da probabilidade de retorno 
al
ulada para umtempo muito longo e 
onsiderando sistemas 
om diferentes valores de interação elétron-elétron U . Vemos que a probabilidade de retorno aumenta a medida que a interaçãoaumenta, o que signi�
a dizer que que uma parte dos pa
otes de onda realmente �
a maisaprisionado nos sítios ini
iais a medida que a interação 
res
e. Através dos 
ál
ulos dafunção 
orrelação

ζ = 〈n1n2〉 − 〈n1〉〈n2〉 (4.51)onde 〈n1〉 e 〈n2〉 são as posições médias (expressão 4.45) e
〈n1n2〉 =

∑

n1,n2

n1 · n2|fn1,n2
|2 (4.52)Instituto de Físi
a - UFAL



74 Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e 
om desordemque exprime o quanto as posições dos elétrons estão 
orrela
ionadas, vemos que o au-mento da probabilidade de retorno está asso
iada ao aumento do movimento 
oerente doselétrons. Este fato é visível na �gura 4.12b, ao observarmos que ζ 
res
e 
om o aumentoda interação U . Assim, vê-se que uma parte dos pa
otes de onda realmente �
a mais apri-sionado nos sítios ini
iais a medida que a interação 
res
e, asso
iado também ao aumentoda 
orrelação entre os pa
otes de onda. Em parti
ular, a função 
orrelação para temposlongos indi
a um 
res
imento linear no regime de fra
o a
oplamento (ver inset na �gura4.12b).In�uên
ia do 
ampo elétri
oAlém da in�uên
ia da desordem sobre a dinâmi
a dos pa
otes de onda, existirá umnovo ingrediente. Como já foi bem trabalhado neste 
apítulo, sabemos que o 
ampoelétri
o é 
apaz de produzir um aprisionamento dinâmi
o em elétrons. Este fen�meno,quando observado em sistemas puros ou apresentando fases extendidas, observa-se os
ila-ções 
oerentes, 
onhe
idas 
omo os
ilações de Blo
h [198, 199, 200℄. Dentro deste 
enário,investigaremos a 
oexistên
ia dos ingredientes 
ampo elétri
o, desordem e 
orrelação.Figura 4.13: Velo
idade do 
entroide versus posição para uma 
adeia de N = 500 sítios, U = 0.0,
F = 0.5, d0 = 0 e α = 0.0 e α = 3.0. Vemos os
ilações 
oerentes para fortes 
orrelações, indi
andoum regime de os
ilações de Blo
h.

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [168℄).Com o objetivo de 
erti�
ar o papel da desordem sob a dinâmi
a eletr�ni
a sob in-�uên
ia do 
ampo elétri
o, nós 
al
ulamos a posição média do 
entróide dos elétrons
X(t) =

1

2
[〈n1〉(t) + 〈n2〉(t)] (4.53)e a velo
idade do �
entro de massa� [205℄

V (t) = −2ℑ
∑

n1,n2

fn1,n2
[f ∗

n1+1,n2
+ f ∗

n1,n2+1] (4.54)Tese de Doutorado



4.3 Cadeias 
om desordem 
orrela
ionada de longo al
an
e 75Figura 4.14: (a)Evolução temporal da velo
idade do 
entróide para uma 
adeia de N = 500sítios, α = 3.0, F = 0.5, d0 = 0 u = 4.0. (b) Espe
tro de Fourier V (ω) da velo
idade. Oespe
tro de frequen
ias da velo
idade apresenta um pequeno modo de os
ilação para elétrons nãointeragentes (ω = F ). Entretanto, 
omo trata-se de uma interação 
oulombiana intermediária(U = 4), a frequên
ia predominante 
orresponde a ω = 2F .

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [168℄).onde ℑ é unitário imaginário. Podemos ver na �gura 4.13 o espaço de fase V (t) × X(t)
al
ulados para 
adeias 
omN = 500 sítios, elétrons dispostos ini
ialmente no mesmo sítio(d0 = 0),σ = 1, U = 0.0 e (a) α = 0.0 e (b) α = 3.0. Para ambos os 
asos, 
onsideramosuma evolução temporal até t = 1000. Observamos que o sistema apresentando fra
as
orrelações (�gura 4.13a) apresenta um aprisionamento dinâmi
o, porém os pa
otes deonda apresentam os
ilações in
oerentes. Já no limite de forte 
orrelação na distribuição dadesordem (�gura 4.13b) o espaço de fase apresenta os
ilações 
oerentes, 
om uma pequenavariação na amplitude. Esta os
ilação 
oerente é uma assinatura 
lara das os
ilações deBlo
h e está asso
iada a uma frequên
ia de os
ilação bem de�nida. Estes resultados são
orroborados pela referên
ia [198℄.Dentro do limite de fortes 
orrelações (α = 3.0), nós 
al
ulamos a evolução temporal davelo
idade do 
entróide para uma 
adeia 
om N = 500 sítios, σ = 1, F = 0.5 e interaçãoentre elétrons U = 4.0. Estes 
ál
ulos são apresentados na �gura 4.14, onde podemosver que dependên
ia temporal da velo
idade (�gura 4.14a) apresenta um 
omportamentoos
ilatório 
om amplitude variável no tempo. Sua transformada de Fourier (�gura 4.14b)apresenta duas frequên
ias bem de�nidas. Uma frequên
ia 
om ω = F e outra 
om
ω = 2F . A frequên
ia ω = F está asso
iada a os
ilação não 
orrela
ionada dos elétrons,onde os elétrons os
ilam quase que independentes (ver expressão 4.36). O padrão deamplitude modulada visto na �gura 4.14a está asso
iada a pequena divisão do pi
o em
ω = F . Esta separação da frequên
ia surge em virtude do 
aráter não ligado da interaçãoelétron-elétron, inibindo a dupla o
upação dos elétrons e 
onsequentemente o hoppingtotalmente independente dos elétrons. Assim 
omo o 
aso 
ristalino [174℄, vemos na�gura 4.14 que a interação favore
e o hopping 
oerente dos elétrons, fazendo 
om queos mesmos 
omportem-se 
omo um elétron de 
arga 2e. Em outras palavras, temos oInstituto de Físi
a - UFAL



76 Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e 
om desordemfen�meno de dobramento de frequên
ia, que está asso
iado aos estados ligados dos elétrons(que 
orrela
iona o movimento dos mesmos), também bem estabele
ido em sistemas 
om
orrelações de longo al
an
e, no limite de fortes 
orrelações.Natureza dos autoestadosTodos os resultados anteriores, rela
ionados a equação de S
hrödinger dependente dotempo revelaram assinaturas de estados estendidos no modelo presente modelo (elétronsinteragentes em 
adeias 
om desordem 
orrela
ionada de longo al
an
e). Com o objetivode 
ara
terizar melhor a natureza dos estados eletr�ni
os do modelo em questão, nós apli-
amos o pro
edimento de diagonalização direta (ver parte �nal da seção 4.1.1) do Hamil-toniano 4.1, na ausên
ia de 
ampo elétri
o. Tendo em mente a es
rita matri
ial do hamil-toniano 4.1, (desenvolvida na seção 4.1.1), após o pro
edimento de diagonalização direta[164℄ nós seguimos a de�nição usual da função parti
ipação P (E) = 1/
∑

n1,n2
|fn1,n2

(E)|4[58, 166℄ para de�nir a função parti
ipação de 
ada elétron
Pi(E) =

1
∑N

ni=1 |fni
(E)|4

(4.55)onde |fni
(E)|2 =

∑

nj
|fni,nj

(E)|2 é a densidade de probabilidade para um úni
o elétron.Figura 4.15: Função parti
ipação asso
iada a 
ada elétron para todos os autoestados próximosao 
entro da banda. (a) u = 0: os autoestados de dois elétrons em que os elétrons possuemvalores de parti
ipação bem distintos. (b) U = 4: Os elétrons apresenta mesmos valores departi
ipação, ex
eto os autoestados mais lo
alizados.

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [168℄).Como visto anteriormente, a função parti
ipação nos forne
e uma medida da porçãodo espaço onde a amplitude da função de onda difere signi�
ativamente de zero. Nopresente 
aso, vemos o número de sítios no qual o elétron i propaga no autovetor deenergia E. Os nossos 
ál
ulos foram realizados para 
adeias 
om N = 120 sítios, α = 3,na ausên
ia de interação entre os elétrons (U = 0) e na presença de interação U = 4. Na�gura 4.15 reunimos os dados para estados próximos ao 
entro da banda (|E| < 0.5) eTese de Doutorado



4.3 Cadeias 
om desordem 
orrela
ionada de longo al
an
e 77Figura 4.16: Parti
ipação mínima e máxima asso
iada a 
ada elétron versus N 
al
uladaspara a janela de energia no 
entro da banda |E| < 0.5. Foram utilizadas 
adeias 
om N =
40, 60, 80, 100, 120, 140 e 160 sítios, 
om parâmetro de 
orrelação α = 3.0 e interação elétron-elétron U = 4. Em virtude da desordem, foram 
al
ulados a média sobre 500 amostras. Nota-seque a parti
ipação máxima 
orresponde a estados estendidos (Pmax ∝ N), enquanto que aparti
ipação mínima 
orresponde a estados lo
alizados (Pmin → 0 no limite termodinâmi
o).

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [168℄).organizamos a função parti
ipação de 
ada elétron de maneira que P1 > P2 para todos osestados. Para que �que mais 
laro, a parti
ipação do elétron no eixo verti
al 
orrespondeao maior número de parti
ipação obtido dos dois elétrons. Desta
amos o fato de queautoestados de um elétron podem 
oexistir dentro de uma mesma janela de energia. Istopode ser visto 
laramente ao observarmos a �gura 4.15a, onde temos um elétron extendido(parti
ipação elevada), enquanto que o outro elétron está lo
alizado (parti
ipação baixa).Em outras palavras, vemos P1 ≫ P2 para um dado autoestado. Isto pode ser entendidotendo em mente que os autoestados são degenerados e 
ompostos pelo produto direto dosestados de um elétron, 
om |ψ1,2(E)〉 = |ψ1(E1)〉|ψ2(E2)〉, 
om E = E1 + E2. Vemos quena presença de interação U = 4 (ver �gura 4.15b) esta degeneres
ên
ia é quebrada e osestados esta
ionários não são mais es
ritos 
omo um produto direto. Os elétrons tornam-se 
orrela
ionados, 
om ambos apresentando aproximadamente a mesma parti
ipação,ex
eto para o 
aso de estados mais lo
alizados. Estes estados não são e�
ientemente
orrela
ionados pela interação elétron-elétron.Para melhor 
ara
terizarmos estes estados, nós reunimos 
ál
ulos da parti
ipação mí-nima e máxima asso
iada a 
ada elétron, 
al
uladas para a janela de energia no 
entro dabanda |E| < 0.5. Foram utilizadas 
adeias 
om N = 40, 60, 80, 100, 120, 140 e 160 sítios,
om parâmetro de 
orrelação α = 3.0 e interação elétron-elétron U = 4. Após uma médiasobre 500 amostras nós reunimos os dados e plotamos na �gura 4.16 a parti
ipação mínima(Pmin) e máxima (Pmax) rees
alada (divida pelo tamanho da amostra) versus N . Vemos
laramente que a parti
ipação máxima 
orresponde a estados estendidos, pois Pmax ∝ Npara todos os tamanhos de 
adeia. Entretanto, pode-se notar também que estados 
omInstituto de Físi
a - UFAL



78 Dois elétrons interagentes em 
adeias puras e 
om desordemFigura 4.17: Distribuições de espaçamento de níveis, 
al
uladas para 
adeias 
om N = 120sítios, α = 3.0 e diferentes valores de interação elétron-elétron U = 0, 2 e 4. Observa-se quemesmo no regime de forte 
orrelação o espaçamento de níveis apresentam uma forma tipo Poisson
P (s) ∝ e−As. P (s) possui uma singularidade tipo delta em s = 0 para U = 0, assinalando adenegeres
ên
ia do espe
tro de energia. A interação elétron-elétron remove a degeneres
ên
ia e
P (s) reassume uma forma Poissoniana independente do valor da interação U .

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [168℄).parti
ipação mínima estão asso
iados a estados lo
alizados, visto que Pmin/N → 0 nolimite termodinâmi
o.Os resultados anteriores sugerem a 
oexistên
ia de estados lo
alizados e estendidosdentro da mesma janela de energia para o sistema em questão. A distribuição do es-paçamento de níveis de energia tem sido usado 
omo 
ritério de distinção entre estadoslo
alizados e estados estendidos [206, 207℄. Em sistemas de um elétron, estados lo
alizadossão não 
orrela
ionados na energia e distribuídos segundo uma lei de Poisson P (s) = e−s,onde s é o espaçamento medido em unidades de espaçamento médio. Estados estendi-dos apresentam uma distribuição de espaçamento de níveis seguindo uma distribuição deWigner P (s) ∝ se−Cs [208, 209℄. A análise da transição de Anderson revela que uma novadistribuição, intermediária entre as distribuições de Wigner e de Poisson e invariante dees
ala, des
reve as �utuações da densidade espe
tral [210℄.Dentro deste 
enário, motivados pela 
oexistên
ia de estados lo
alizados e estendidosdentro da mesma janela de energia, nós investigamos a estatísti
a do espaçamento de níveispróximos ao 
entro da banda. A
reditamos que estes aspe
tos podem apresentar novosfatores quando 
omparado ao modelo de um úni
o elétron, no qual estados estendidos elo
alizados usualmente não 
oexistem na mesma janela de energia. Em nossos 
ál
ulosutilizamos a janela de energia próximo ao 
entro da banda −0.5 < E < 0.5. Foramutilizadas 
adeias 
om N = 120 sítios, α = 3.0 e U = 0.0, 2.0 e 4.0. Um pro
esso dedesdobramento espe
tral foi utilizado para manter o nível médio de afastamento igual àunidade em 
ada segmento da janela de energia [210℄.Os resultados são apresentados na �gura 4.17. Observamos que na ausên
ia de intera-Tese de Doutorado



4.3 Cadeias 
om desordem 
orrela
ionada de longo al
an
e 79ção, a distribuição do espaçamento de níveis apresenta uma singularidade tipo delta para
s = 0. Isto está asso
iado 
om a degeneres
ên
ia da energia total E = E1 + E2, 
om Eivariando dentro da banda de energia de um elétron. Do número total de estados (N0)in
luído no intervalo de energia 
onsiderado, o número de estados degenerados será dadopelo número total de pares (N0

2/2). Os demais estados devem seguir a usual distribuiçãode Poisson. Portanto, espera-se que o nível de afastamento assuma a forma 
ombinada
P (s) = (1/2)δ(s) + (1/4)e−s/2, onde s é medido em unidades do espaçamento médio dosníveis, in
luindo níveis degenerados e não degenerados. A presença de estados estendidosnão afeta a distribuição porque estados não degenerados que são vizinhos mais próximosem energia raramente são um par de estados estendidos, devido a seu nível de repulsãointríse
o. O �tting dos dados para U = 0 no inset da �gura 4.17 
orresponde ao termoexponen
ial da distribuição proposta. Para os elétrons interagentes, a degeneres
ên
ia équebrada e a singularidade tipo delta é removida. A distribuição de Poisson re
upera suaforma usual, 
omo mostrado pelo �tting dos dados para U �nito no inset na �gura 4.17.O pequeno desvio para pequenos valores de s é um efeito de tamanho �nito. Além disso,devemos desta
ar a universalidade da distribuição do espaçamento de níveis no que dizrespeito à força da interação U .

Instituto de Físi
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5Interação elétron-f�nonNeste 
apítulo nós investigaremos a ação de outro tipo de interação sobre a dinâ-mi
a do pa
ote de onda eletr�ni
o. Assumindo que os íons da rede possuem um pequenomovimento os
ilatório em torno do ponto de equilíbrio, torna-se ne
essário levar em 
on-sideração a existên
ia de modos vibra
ionais da rede, ou seja, a existên
ia de f�nons. Ainteração da função de onda eletr�ni
a 
om esta rede que possui estes modos de vibraçãodá origem a um tipo de interação, 
onhe
ida usualmente 
omo interação elétron-f�non.Esta interação, após ex
eder um valor 
ríti
o, promove uma lo
alização do pa
ote de ondaeletr�ni
o 
onhe
ido 
omo auto-armadilhamento(self-trapping) [21, 24, 25, 26, 27, 28, 29℄.Dentro deste 
ontexto, nossos estudos foram dire
ionados a dois modelos. No primeironós realizamos um estudo 
omparativo do fen�meno de self-trapping em redes 2D qua-dradas e hexagonais (honey
omb). Considerando sistemas 
ristalinos, nós mostramos adependên
ia do fen�meno 
om a topologia da rede. Mostramos que o parâmetro 
ríti
oda interação elétron-f�non que governa o self-trapping es
ala linearmente 
om a funçãoparti
ipação ini
ial independente do tipo de rede. Além disso, mostramos que o número de
oordenação da rede é um parâmetro topológi
o importante para a transição self-trapping.No segundo modelo nós investigamos a 
oexistên
ia de interação elétron-elétron e inte-ração elétron-f�non numa 
adeia 
ristalina. Considerando um sistema de dois elétronsde spins opostos, nossos resultados mostram que a magnitude da interação elétron-f�nonne
essária para promover o self-trapping é menor quanto maior for o valor da interaçãoelétron-elétron. O primeiro trabalho foi publi
ado na revista Physi
al Review B, referên-
ia [211℄ (ver anexo E), enquanto que o segundo trabalho foi a
eito para publi
ação narevista European Physi
s Journal B.5.1 Equação de S
hrödinger não linearNos 
apítulos anteriores foram apresentados vários trabalhos rela
ionados ao trans-porte eletr�ni
o. É evidente que o problema de um elétron em uma rede, a rigor, é umproblema de muitos 
orpos. Nota-se também que o surgimento de novos ingredientes
ontidos nos modelos tem 
omo objetivo a 
ompreensão e aprimoramento do 
onhe
i-mento sobre o 
omportamento de elétrons e ex
itações magnéti
as em diversos sistemas.O ingrediente mais abordado até o presente momento, sendo o fo
o prin
ipal desta tese,foi a interação eletr�ni
a. Foram relatados vários trabalhos sobre o papel da interação80



5.1 Equação de S
hrödinger não linear 81elétron-elétron sobre os estados eletr�ni
os do sistema, 
ontextualizando a abordagem desistemas de baixa densidade de partí
ulas. Entretanto, assim 
omo a interação entre elé-trons, outro tipo de interação também tem um importante papel na dinâmi
a eletr�ni
a:a interação elétron-f�non. Esta interação surge da interação da função de onda eletr�ni
a
om a rede que possui modos de vibração (f�nons) de
orrende de pequenos movimentosos
ilatórios em torno do ponto de equilíbrio. Assim, a interação elétron-f�non dá origema um termo não-linear na equação de S
hrödinger.Os primeiros estudos dire
ionados à equação de S
hrödinger não linear (ESNL1) foramrealizados por Holstein [19, 20℄. Em seu modelo está 
ontido uma ex
itação movendo emum 
ristal unidimensional interagindo 
om as vibrações da rede, des
ritas 
omo os
iladoresharm�ni
os. Dado um meio 
ristalino 
om N sítios, o Hamiltoniano do sistema é dadopor
H =

1

2M

N∑

j=1

P̂ 2
j +

Mω2

2

N∑

j=1

X̂2
j + J

N∑

j=1

(c†jcj+1+ c†j+1cj)+

N∑

j=1

ǫnc
†
jcj +A

N∑

j=1

X̂jc
†
jcj (5.1)onde X̂j é o operador posição rela
ionado ao grau de liberdade vibra
ional xj do j-ésimosítio, P̂j ≡ −i~ ∂

∂xj
é operador momentum asso
iado este grau vibra
ional xj do j-ésimosítio. J é o termo de hopping de primeiros vizinhos e ǫn é a energia lo
al do sítio n, quepor simpli
idade, em se tratando de uma rede 
ristalina, pode ser tomada 
omo ǫn = 0sem qualquer perda de generalidade. A é um parâmetro de energia asso
iado a energiaeletr�ni
a nos sítios da rede. Podemos dizer que A representa o termo de a
oplamento dopa
ote de onda 
om as vibrações da rede.Para resolvermos este hamiltoniano, assumimos que um dado estado do sistema podeser representado 
omo uma superposição das funções de onda de 
ada sítio (φj), de ma-neira que
ψ(r, x1, ..., xN) = N∑

j=1

aj(x1, ..., xN )φj(r− ja, xj) (5.2)Cada função de onda φj(r − ja, xj) está lo
alizada sobre o j-ésimo sítio da rede e de-pende do valor da 
oordenada xj (sendo a o vetor da rede de Bravais). Os 
oe�
ientes
aj(x1, ..., xN ) das funções de onda são, 
ada um, dependentes de todas as 
oordenadasinternu
leares e signi�
a a amplitude de probabilidade de o
upação do elétron no j-ésimosítio da rede.Por se tratar de um problema em que a função de onda eletr�ni
a interage 
om estarede que possui estes modos de vibração, pensar sobre o tempo de resposta desta interaçãotorna-se um fator importante. Assumindo que as vibrações mole
ulares nos sítios da rede(des
ritas por xj) al
ançam o equilíbrio vibra
ional numa es
ala de tempo muito inferiorà es
ala da evolução do elétron, tem-se a então 
onhe
ida aproximação adiabáti
a [22℄.Entretanto, se esta interação não for instantânea, tem-se uma interação elétron-f�nonnão adiabáti
a [22, 23, 212, 213℄. Tem sido demonstrado que a presença do pro
esso derelaxação da interação elétron-f�non é levado em 
onta em um sistema de dois níveis,existe um regime de self-trapping e uma 
oexistên
ia de transições estáti
as e dinâmi
as,1Em inglês, esta sigla é dada por DNLSE em função do signi�
ado: Dis
rete nonlinear S
hrödingerequation. Instituto de Físi
a - UFAL



82 Interação elétron-f�nondependendo do grau de interação elétron-f�non e do tempo de relaxação [22℄. Um atrasotemporal de natureza não linear no termo de a
oplamento elétron-f�non induz a umaredução do self-trapping para atrasos muito grandes. Entretanto, para tempos de respostapequenos, porém �nitos, a não linearidade ne
essária para promover o self-trapping émenor que no 
aso adiabáti
o [212℄.Tendo em vista o su
esso do modelo aproximado adiabáti
a, sendo 
apaz de resgatarfatores essen
iais da dinâmi
a do elétron-f�non[24, 25, 26, 27, 28, 29℄, dire
ionamos nossaatenção à tal modelo. Neste 
aso, signi�
a que podemos ignorar a energia 
inéti
a darede e minimizar as energias poten
iais vibra
ional e eletr�ni
a [19℄, de maneira quedeterminamos Hψ 
omo
Hψ =

[

Mω2

2

N∑

j=1

X̂2
j + J

N∑

j=1

(c†jcj+1 + c†j+1cj) +

N∑

j=1

ǫnc
†
jcj + A

N∑

j=1

X̂jc
†
jcj

]
∑

i

aiφi

=
∑

i

[
∑

j

(
Mω2

2
x2j

)

ai + J(ai+1 + ai−1) + Axiai

]

φi (5.3)Tomando o 
omplexo 
onjugado ψ∗ =
∑

i a
∗
iφ

∗
i (expressão 5.2), temos

∫

ψ∗Hψdr =
∑

j

Mω2

2
x2j

(
∑

im

a∗mai

∫

φ∗
mφidr) + J

(

a∗m(ai+1 + ai−1)

∫

φ∗
mφidr)

+ A

(

xia
∗
mai

∫

φ∗
mφidr) (5.4)Assumindo nulas as integrais de overlap (∫ φ∗

mφidr = 0 se m 6= i) e 
onsiderando norma-lizadas as funções de onda mole
ulares e as funções de onda de estado
∫

φ∗
mφidr = 1 se i = j (5.5)

∫

ψ∗ψdr = 1 →
∑

i

|ai|2 = 1 (5.6)podemos simpli�
ar a expressão 5.4 (valor médio de H) 
omo
H ′ =

∑

j

Mω2

2
x2j +

∑

i

[
Ja∗i (ai+1 + ai−1) + Axi|ai|2

] (5.7)Devemos 
al
ular os xj que minimizem a energia H ′. Assim, diferen
iando H ′ emrelação a uma variável xp, tendo em mente a 
ondição de normalização (expressão 5.6),obtemos
∂H ′

∂xp
= Mω2xp + A|ap|2 +

∑

i

∂a∗i
∂xp

[Axiai + J(ai+1 + ai−1)− λai]

+
∑

i

∂ai
∂xp

[
Axia

∗
i + J(a∗i+1 + a∗i−1)− λa∗i

] (5.8)através de um multipli
ador de Lagrange. Assim, utilizando a equação de S
hrödingerTese de Doutorado



5.1 Equação de S
hrödinger não linear 83independente do tempo (Hψ = Eψ), vemos que
Ea

(∗)
i =

∑

j

(
Mω2

2
x2j

)

a
(∗)
i + J(a

(∗)
i+1 + a

(∗)
i−1) + Axia

(∗)
i (5.9)

(

E −
∑

j

Mω2

2
x2j

)

a
(∗)
i = J(a

(∗)
i+1 + a

(∗)
i−1) + Axia

(∗)
i (5.10)Através das equações 5.10 e 5.8 obtemos

∂H ′

∂xp
=Mω2xp + A|ap|2 +

(

E −
∑

j

Mω2

2
x2j − λ

)
∑

i

(
∂a∗i
∂xp

ai + a∗i
∂ai
∂xp

) (5.11)Em função da 
ondição de normalização (expressão 5.6), o último termo desta expressãoé nulo, o que nos dá
∂H ′

∂xp
=Mω2xp + A|ap|2 (5.12)Como a minimização da energiaH ′ imp�e que os valores xp devem ser tais que as derivadas

∂H ′/∂xp sejam nulas, obtemos
xp = −A|ap|

2

Mω2
(5.13)Desta forma, subtituindo esta última expressão em 5.7 obtem-se a expressão �nal parao Hamiltoniano

H ′ =
∑

j

[

−A|ap|
2

Mω2
|aj |4 + Ja∗j (aj+1 + aj−1)

] (5.14)Por �m, utilizando as relações 
an�ni
as
i~

.
a=

∂H ′

∂a∗j
e i~

.

a∗= −∂H
′

∂aj
(5.15)
hegamos a equação não linear de S
hrödinger

i~
.
aj (t) = J [aj+1(t) + aj−1(t)]− χ|aj(t)|2aj(t) (5.16)onde χ = A2

Mω2 é o parâmetro que nos forne
e o grau de interação elétron-f�non. Emtermos matemáti
os, temos que χ modula a não-linearidade da função a
ima.Os aspe
tos dinâmi
os da equação 5.16 podem ser investigados através de algorítimo deRunge-Kutta [163℄, obtendo assim as amplitudes de probabilidade da função de onda após
ada in
remento de tempo pré-determinado. Através de quantidades físi
as 
omo a funçãoparti
ipação [58, 166℄ e a probabilidade de retorno (ver seção 4.3.1), que ofere
em medidasdo grau de aprisionamento ou extensividade do pa
ote de onda, pode-se 
ara
terizara natureza estendida ou aprisionada (self-trapping) do sistema em função do grau deinteração elétron-f�non. Instituto de Físi
a - UFAL



84 Interação elétron-f�nonEmbora tenhamos apresentado a equação 5.16 no 
ontexto de interação elétron-f�non(sistema eletr�ni
o), equações deste tipo (ESNL) tem sido apli
adas também em estudosde 
ondensados de Bose-Einstein [214, 215℄, redes ópti
as [216, 217℄ e guias de ondaa
opladas [218, 219℄. Outros aspe
tos bastante explorados também é a 
oexistên
ia de nãolinearidade e desordem [68, 74, 220, 221, 222℄ e a existên
ia de soluções tempo-periódi
asexponen
ialmente lo
alizadas no espaço (�breathers�) [215, 223, 224, 225, 226, 227, 228℄.Seguindo a linha de investigação da in�uên
ia de interações sobre o 
omportamentode elétrons e ex
itações magnéti
as, mostraremos a seguir os dois modelos estudados en-volvendo a interação elétron-f�non. O primeiro modelo, apresentado na seção seguinte,destina-se ao estudo da não linearidade oriunda da interação elétron-f�non sobre a di-nâmi
a do pa
ote de onda em sistemas 2D. O segundo modelo destina-se ao estudo dedois elétrons interagentes via interação 
oulombiana em uma 
adeia 
ristalina 
om nãolinearidade, também originada da interação elétron-f�non.5.2 Interação elétron-f�non em redes quadradas e he-xagonaisTodos os trabalhos apresentados neste 
apítulo, até o presente momento, apresentama in�uên
ia da interação elétron-f�non sobre as propriedades de transporte. Dentro dosestudos mais re
entes, relatamos as investigações experimentais da interação elétron-f�nonutilizando espe
tro de fotoemissão em �lmes de penta
eno [229℄ e estruturas de grafeno[230, 231℄. O grafeno é uma estrutura planar de átomos de 
arbono organizados em umaestrutura 
ristalina hexagonal (honey
omb), 
omo está representado na �gura 5.1a. Osvetores da rede (ver �gura 5.1b) podem ser es
ritos 
omoa1 = a

2
(3,

√
3), a2 = a

2
(3,−

√
3), (5.17)onde a ≈ 1, 42 Å é 
onhe
ida 
omo a distân
ia 
arbono-
arbono. Os três primeirosFigura 5.1: (a) Representação da estrutura 
ristalina do grafeno. (b) Estrutura do grafeno
onstruída a partir de duas redes triangulares interpenetradas, sendo a1 e a2 os vetores da redee δi, i = 1, 2, 3 os vetores de primeiros vizinhos.

a

Fonte: Autor, 2011.vizinhos no espaço real são dados por
δ1 =

a

2
(1,

√
3) δ2 =

a

2
(1,−

√
3) δ3 = −a(1, 0) (5.18)Tese de Doutorado



5.2 Interação elétron-f�non em redes quadradas e hexagonais 85O grafeno pode ser visto 
omo uma �fatia� individual e plana de uma estrutura 3D degra�te [232℄.Do ponto de vista históri
o, este sistema foi primeiramente investigado através demodelos tight-binding por Walla
e [233℄ e M
Clure [234℄. Durante muito tempo a estru-tura do grafeno serviu 
omo modelo a
adêmi
o de baixa dimensionalidade para estudosde transporte eletr�ni
o. Entretanto, a des
oberta de nanotubos de 
arbono [235℄ mo-tivou grande interesse na área. Dentre os inúmeros resultados rela
ionados a estruturasde 
arbono, desta
a-se a observação experimental do grafeno [232℄. Além da estabilidadeem 
ondições ambientes, �violando� o teorema de Mermim-Wagner2 [236℄, as proprieda-des eletr�ni
as in
omuns deste material, 
omo alta mobilidade de portadores de 
arga eauto grau de pureza [237℄, tem despertado dire
ionado à nanoeletr�ni
a e nano
ir
uitosbaseados em grafeno [237, 238, 239, 240℄.Dire
ionando para o 
ontexto de interação elétron-f�non, des
rições baseadas nas equa-ções de Dira
 para estruturas de grafeno tem sido apresentadas [237℄. Dentro do 
ontextode não linearidade 
úbi
a na equação de S
hrödinger, a in�uên
ia deste termo oriundoda aproximação adiabáti
a do a
oplamento elétron-f�non foi investigada em redes bidi-mensionais, similares a estruturas de grafeno. O trabalho tem 
omo objetivo des
rever ain�uên
ia de interações de primeiros vizinhos e também de longo-al
an
e [241℄.Tendo em mente a grande utilização de estruturas 
ristalinas 2d quadradas em sis-temas de transporte eletr�ni
o e motivados pelas 
ara
terísti
as parti
ulares do grafeno[237℄, prin
ipalmente no que diz respeito a seu arranjo at�mi
o, nós dire
ionamos nossaatenção ao estudo 
omparativo do fen�meno de self-trapping em redes quadradas e redeshoney
omb.5.2.1 Análise da rede hexagonal a partir da rede quadradaTendo em mente a equação de S
hrödinger não linear (equação 5.16) apresentada naseção anterior (ver seção 5.1), para que possamos des
rever o 
omportamento dinâmi
odo pa
ote de onda eletr�ni
o numa rede 
om interação elétron-f�non adiabáti
a, nós uti-lizamos a equação de S
hrödinger
i~

.
an,m (t) = J

∑

〈n′,m′〉

an′,m′(t)− χ|an,m(t)|2an,m(t) (5.19)onde an,m é a amplitude do pa
ote de onda no sítio (n,m), J é o termo de hopping entreos sítios primeiros vizinhos 〈n′, m′〉 e χ é o parâmetro não linear que 
ontrola a interaçãoelétron-f�non. Por se tratar de uma rede 
ristalina, da mesma maneira que �zemos nadedução da equação 5.16, também 
onsideramos os poten
iais on-site ǫn,m = 0, semqualquer perda de generalidade. Este parâmetro pode ser tomado 
omo uma referên
iade energia. Além disso, usamos ~ = J = 1 e hopping de primeiros vizinhos.A análise da organização at�mi
a da rede quadrada é bastante 
omum e de fá
ilvisualização. Obviamente as posições dos sítios seguem uma organização quadrada e, por2O teorema de Mermim-Wagner demonstra a impossibilidade de uma rede 
ristalina em duas dimen-sões [236℄. Seus argumentos são baseados no papel dos defeitos sobre a estabilidade termondinâmi
a e opapel de f�nons de grandes 
omprimentos de onda, 
ujo número diverge para para baixas temperaturas,fazendo 
om que as amplitudes dos deslo
amentos interat�mi
os também apresentem uma divergên
ia.Instituto de Físi
a - UFAL



86 Interação elétron-f�nonexemplo, tendo uma rede de N = 3 sítios (3 X 3) (ver �gura 5.2a), 
onsiderando apenasFigura 5.2: (a) Rede quadrada 3 × 3. (b) Rede honey
omb 3 X 3 (
) �Mapeamento� darede honey
omb numa rede quadrada. Pode-se pensar num �a
hatamento� da rede honey
omb,permitindo assim a melhor visualização dos termos de hopping de primeiros vizinhos.
Fonte: Autor, 2011.o hopping entre primeiros vizinhos, é fá
il ver que a �matriz de hopping� é dada por

Mquadrada =

|φ1,1〉 |φ1,2〉 |φ1,3〉 |φ2,1〉 |φ2,2〉 |φ2,3〉 |φ3,1〉 |φ3,2〉 |φ3,3〉
〈φ1,1| 0 J 0 J 0 0 0 0 0

〈φ1,2| J 0 J 0 J 0 0 0 0

〈φ1,3| 0 J 0 0 0 J 0 0 0

〈φ2,1| J 0 0 0 J 0 J 0 0

〈φ2,2| 0 J 0 J 0 J 0 J 0

〈φ2,3| 0 0 J 0 J 0 0 0 J

〈φ3,1| 0 0 0 J 0 0 0 J 0

〈φ3,2| 0 0 0 0 J 0 J 0 J

〈φ3,3| 0 0 0 0 0 J 0 J 0 (5.20)A estrutura da rede honey
omb já não é tão simples assim para se 
onstruir. As posi-ções dos sítios são de�nidas através das expressões 5.17 e 5.18. Tomando 
omo exemplouma rede 3 × 3 (ver �gura 5.2b), 
onsiderando apenas o hopping entre primeiros vizinhos,é fá
il ver que a �matriz de hopping� é dada por
Mhoneycomb =

|φ1,1〉 |φ1,2〉 |φ1,3〉 |φ2,1〉 |φ2,2〉 |φ2,3〉 |φ3,1〉 |φ3,2〉 |φ3,3〉
〈φ1,1| 0 J 0 J 0 0 0 0 0

〈φ1,2| J 0 0 0 J 0 0 0 0

〈φ1,3| 0 0 0 0 0 J 0 0 0

〈φ2,1| J 0 0 0 0 0 J 0 0

〈φ2,2| 0 J 0 0 0 J 0 J 0

〈φ2,3| 0 0 J 0 J 0 0 0 J

〈φ3,1| 0 0 0 J 0 0 0 J 0

〈φ3,2| 0 0 0 0 J 0 J 0 0

〈φ3,3| 0 0 0 0 0 J 0 0 0 (5.21)A �gura 5.2
 demonstra gra�
amente o pro
esso de �mapeamento� da rede hexagonal(honey
omb) na rede quadrada. Pode-se pensar num �a
hatamento� da rede, até que aTese de Doutorado



5.2 Interação elétron-f�non em redes quadradas e hexagonais 87organização at�mi
a �que pare
ida 
om a organização da rede quadrada. Ao 
ompararmosestas duas estruturas, vemos que todos os sítios da rede honey
omb tem apenas trêsprimeiros vizinhos, diferentemente da rede quadrada que possui quatro primeiros vizinhos.De maneira a analizarmos a propagação do pa
ote de onda, nós seguimos a evoluçãotemporal de uma pa
ote de onda Gaussiano de largura σ
an,m(0) =

1

A(σ)
exp

[

−(n− n0)
2

(4σ)2

]

× exp

[

−(m−m0)
2

(4σ)2

] (5.22)lo
alizado no sítio (n0, m0). Pro
uramos sempre fazer 
om que (n0, m0) seja na região
entral da rede. Além disso, o método utilizado para integração da equação 5.19 foi oRunge-Kutta [163℄, obtendo assim as amplitudes de probabilidade da função de onda após
ada in
remento de tempo pré-determinado. A
ompanhamos a norma da função de ondatodo o intervalo de tempo requisitado tendo 
omo 
ritério de pre
isão a 
onservação damesma.As medidas do grau extensividade do pa
ote de onda foram tomadas por meio dafunção parti
ipação [58, 166℄ (P (t) = 1/
∑

n,m |an,m(t)|4) e a probabilidade de retorno(R(t) = |an0,m0
(t)|2), funções já apresentadas e utilizadas nos 
apítulos anteriores. Vistoque R(t) informa-nos a probabilidade de en
ontrar o elétron na posição ini
ial, se emum tempo muito longo (t ≈ 106) obtermos R(t) → 0, temos uma função de onda nãoposi
inada no sítio ini
ial. Ao 
ontrário, se a probabilidade de retorno saturar num valor�nito, teremos um pa
ote de onda lo
alizado/aprisionado. Da mesma forma, uma vez quea função parti
ipação nos dá uma estimativa do número de sítios sobre o qual o pa
otede onda visitou até o tempo t, P (t) ∝ N0 em um tempo muito longo temos indi
a queo pa
ote de onda permane
e lo
alizado. Por outro lado, P (t) ∝ N2 
orresponde a umregime em que o pa
ote de onda se estende por toda a rede.5.2.2 ResultadosComo o nosso objetivo é apresentar um estudo 
omparativo do fen�meno de self-trapping em redes honey
omb e quadradas, nós ini
ialmente analizamos a evolução tem-poral da função parti
ipação P (t) (�gura 5.3, a esquerda) e probabilidade de retorno R(t)(�gura 5.3, a direita), 
al
uladas para uma rede de N × N = 1500 × 1500 sitios, umaparti
ipação ini
ial P (t = 0) = 4, para redes honey
omb e quadrada. O estudo 
ompara-tivo foi realizado ao aumentarmos gradativamente a interação elétron-f�non em ambas asredes.As �guras 5.3a e 5.3b mostram a evolução temporal da função parti
ipação P (t).Para pequenos valores de χ, o que representa fra
a interação elétron-f�non, podemosver que o pa
ote de onda estende-se 
ontinuamente pelas redes, apresentando o mesmo
omportamento 
omportamento típi
o. Entretanto, a medida que aumenta-se o valorda não lineraridade χ, observa-se que o pa
ote de onda eletr�ni
o é mais sus
eptível àinteração elétron-f�non em redes honey
omb que em redes quadradas. Isto �
a 
laro aoobservarmos que o pa
ote de onda é extendido na rede quadrada e lo
alizada na redehexagonais para χ = 35. Para grandes valores de não linearidade χ = 50, vemos queo a
oplamento elétron-f�non torna-se su�
ientemente forte para promover a lo
alizaçãoInstituto de Físi
a - UFAL



88 Interação elétron-f�nonFigura 5.3: Evolução temporal da função parti
ipação P (t) (a esquerda) e probabilidade deretorno R(t) (a direita), 
al
uladas para uma rede de N × N = 1500 × 1500 sitios, diferentesvalores de a
oplamento elétron-f�non χ = 20, 35, 50, para redes honey
omb e quadrada. Emtodos os 
asos temos uma parti
ipação ini
ial P (t = 0) = 4. Ambas as quantidades, P (t) e R(t),indi
am que o aumento gradativo da interação elétron-f�non promove o self-trapping primeirona rede honey
omb.

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [211℄, adaptado para a língua portuguesa).do pa
ote de onda em ambas as redes. Vale desta
ar que no regime estendido, a funçãoparti
ipação satura 
om um valor da ordem do número de sítios da rede para longosperíodos de tempo, quando o pa
ote de onda 
hega aos 
ontornos da rede. Esta saturaçãonão é demonstrada nas �guras 5.3.Uma melhor 
ara
terização do fen�meno de self-trapping é obtida ao analizamos aevolução temporal da probabilidade de retorno R(t) (�gura 5.3, a direita), para redehoney
omb �gura 5.3
 e quadrada �gura 5.3d. Vemos que a probabilidade de en
ontraro elétron no sítio ini
ial diminui 
om o tempo para valores de interação elétron-f�nonpequenos. A medida que aumenta-se o valor de χ observa-se que o valor de R(t) nãodiminui 
ontinuamente 
om o tempo, o que signi�
a que uma porção do pa
ote de ondapermane
e aprisionado nos sítios ini
iais. Da mesma forma que observado para a funçãoparti
ipação, observa-se que o pa
ote de onda eletr�ni
o é mais sus
eptível à interaçãoelétron-f�non em redes honey
omb que em redes quadradas. Para forte interação elétron-f�non, o fen�meno é observado em ambas as redes.Os resultados demonstrados até o presente momento, além de 
orroborarem entresi, nos indi
a que o pa
ote de onda em uma rede tipo honey
omb está mais sus
eptívela sofrer in�uên
ia da interação elétron f�non que na rede quadrada. Entretanto, paraTese de Doutorado



5.2 Interação elétron-f�non em redes quadradas e hexagonais 89Figura 5.4: (a) Função parti
ipação assintóti
a normalizada P (t ≈ 106)/N2 versus o a
opla-mento não linear χ, 
onsiderando um pa
ote de onda 
om parti
ipação ini
ial P (t = 0) = 4.Observa-se que o self-trapping a
onte
e primeiro na rede hexagonais que na rede quadrada. (b)e (
) apresentam a evolução temporal da função parti
ipação nas vizinhanças da transição deself-trapping em redes (b) hexagonais e (
) quadradas. Este 
omportamento os
ilatório estárela
ionado à 
ara
terísti
a de breathing dos pa
otes de onda auto-aprisionados (self-trapped.)

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [211℄, adaptado para a língua portuguesa).fortale
er ainda mais este indi
ativo, nós reunirmos os dados da função parti
ipação nolimite assintóti
o P (t ≈ 106)/N2 em função da não linearidade χ para pa
otes de onda
om parti
ipação ini
ial P (t = 0) = 4 (ver �gura 5.4a). Devemos lembrar da de�nição dafunção parti
ipação, o que nos remete ao fato de que em um tempo muito longo, P (t) ∝ N0indi
a que o pa
ote de onda permane
e lo
alizado, enquanto que P (t) ∝ N2 
orresponde aum regime em que o pa
ote de onda se estende por toda a rede. Podemos ver na �gura 5.4aque uma transição de self-trapping bem de�nida é bem observada em ambas as redes. Paranão linearidades pequenas, podemos ver que a função parti
ipação é da ordem do númerode sítios da rede, em ambas as redes. Isto 
ara
teriza um estado estendido. A medida quea interação elétron-f�non 
res
e, observa-se 
laramente que a não linearidade 
ríti
a paraa transição do self-trapping é 
onsideravelmente menor em redes honey
omb que em redesquadradas. Além disso, são mostrados na �gura 5.4b e 5.4
 a dependên
ia temporal dafunção parti
ipação de P (t = 0) = 4 em redes (b) quadradas e (
) hexagonais. Para nãolinearidades próximas, um pou
o a
ima dos valores 
ríti
os da transição de self-trapping,observa-se o 
aráter tipo breathing3 do pa
ote de onda [215, 223, 224, 225, 226, 227, 228℄.Observa-se também nesta �gura que a amplitude de os
ilação diminui a medida que osistema vai se aprofundando na fase de auto-aprisionamento (self-trapped).Embora os resultados apresentados até o presente momento já apresentem resulta-dos su�
ientes para a 
ara
terização do nosso estudo 
omparativo do fen�meno de auto-3Breathing é 
ara
terizado por os
ilações internas do pa
ote de onda induzidas pela presença de não-linearidade. Instituto de Físi
a - UFAL



90 Interação elétron-f�nonFigura 5.5: Diagrama de fase P (t = 0) × χc (parti
ipação ini
ial versus não linearidade 
rí-ti
a) mostrando a transição entre o regime estendido e auto-aprisionado em redes honey
omb equadradas. Em ambos os 
asos a não linearidade 
ríti
a es
ala linearmente 
om a função par-ti
ipação ini
ial. O inset nós reportamos a não linearidade 
ríti
a normalizada pelo número de
oordenação da rede. O 
olapso de 
urvas indi
a que o número de 
oordenação da rede é umparâmetro topologi
o relevant para a transição de self-trapping.

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referên
ia [211℄, adaptado para a língua portuguesa).aprisionamento entre redes quadradas e honey
omb, uma melhor quali�
ação dos resul-tados pode ser obtida 
om a diagrama de fase self-trapped - estendido para as duas re-des. Este diagrama de fase é demonstrado na �gura 5.5, onde apresentamos o grá�
o
P (t = 0) × χc (parti
ipação ini
ial versus não linearidade 
ríti
a). Tendo em mente asgrandezas probabilidade de retorno e função parti
ipação, utilizamos 
omo 
ritério de
ara
terização de uma fase metáli
a os fatos de R(t ≈ 106) ∝ 1/N2 e P (t ≈ 106) ∝ N2.Tomando o aumento da interação elétron-f�non, nota-se que independente da largura dopa
ote de onda, a não linearidade o
orre sempre primeiro em redes honey
omb que emredes quadradas. Esta a�rmativa vale para todos graus de interação elétron-f�non. Parapa
otes de onda estreitos observa-se que a não linearidade que separa as regiões de auto-aprisionamento e estendido é relativamente pequena. Um fato interessante é a observaçãoda lineraridade 
ríti
a em ambas as redes ser linearmente propor
ional ao número departi
ipação ini
ial P (t = 0). Existe uma estreita região do diagrama de fase em queo pa
ote de onda está auto-aprisionado (self-trapped) na rede honey
omb, mas não narede quadrada. Observa-se também que a razão χc/P (t = 0) é da ordem da largura deenergia de um úni
o elétron. Estes resultados demonstram expli
itamente a dependên
iado fen�meno de self-trapping sobre a 
ondição ini
ial (largura do pa
ote de onda) e quea topologia de rede é um parâmetro importante nestes estudos. Esta última observação�
a mais evidente ao observarmos o inset da �gura 5.5, onde plotamos a não linearidade
ríti
a normalizada pelo número de 
oordenação da rede. Observa-se um 
olapso das 
ur-vas 
orrespondentes as redes quadrada e honey
omb, reforçando a importân
ia do númeroTese de Doutorado



5.3 Coexistên
ia de interação elétron-f�non e interação elétron-elétron 91de 
oordenação da rede, e 
onsequentemente, a topologia da rede, junto aos estudos datransição estendido/self-trapped.5.3 Coexistên
ia de interação elétron-f�non e interaçãoelétron-elétronAté o presente momento vimos vários trabalhos destinados à 
ompreensão da interaçãoelétron-elétron em sistemas de tranporte eletr�ni
a. Mais espe
i�
amente, no 
ontextode interação elétron-elétron, vimos ao longo da seção 2.3.4 e 
apítulo 4 vários estudosdire
ionados ao entendimento do papel da interação elétron-elétron junto à sistemas queapresentam desordem 
omposi
ional e 
ampos elétri
os externos. Em sistemas de baixadimensionalidade, dentro do 
ontexto de 
oexistên
ia entre desordem e interação elétron-elétron, vários trabalhos relatam o aumento da propagação eletr�ni
a (diminuição dalo
alização de Anderson devido a desordem) em virtude da interação entre elétrons [10,123, 124, 125, 126, 127, 128, 129℄. Por outro lado, ao lidarmos 
om sistemas que possuemdesordem e não linearidade oriunda da interação elétron-f�non, observa-se que os aspe
tosda não linearidade tem se demontrado dominantes sobre o papel imposto pela desordem[242, 243, 244, 245℄. Podemos 
itar 
omo exemplo a observação de uma �destruiçãoda lo
alização de Anderson�, onde é observado uma dinâmi
a subdifusiva do pa
ote deonda a
ima de um valor 
ríti
o de não linearidade. Diante destas 
onsiderações, nossosestudos foram dire
ionados à in�uên
ia da interação 
oulombiana entre os elétrons sobreo fen�meno de self-trapping oriundo da interação elétron-f�non.5.3.1 Dois elétrons interagentes em 
adeias não linearesO modelo de estudo 
onsiste de dois elétrons de spins opostos em uma 
adeia 
rista-lina. Estes elétrons possuem uma interação 
oulombiana entre eles, sendo esta interaçãoon-site, assim 
omo a interação de Hubbard (ver seção 2.3.4). Além disso, os elétronsapresentam um a
oplamento 
om as os
ilações da rede. Os movimentos relativos entreos dois diferentes pares de base podem ser representados por modos de f�nons a
ústi
ose ópti
os. Desta forma, os termos de poten
ial e de hopping do hamiltoniano depen-dem destas vibrações, em prin
ipio. Estas 
onsiderações nos leva a um hamiltoniano
H = Hphonon +Helectron−phonon do sistema dado por
H =

∑

n

{
pn

2

2M
+

1

2
Mω2

s(un+1 − un)
2

}

+
∑

n

{
Pn

2

2M
+

1

2
Mω2

0νn
2

}

+
∑

n

α(V0 + un+1 − un)(c
†
n+1cn + c†n−1cn) +

∑

m

α(V0 + um+1 − um)(c
†
m+1cm + c†m−1cm)

+
∑

n

(ǫn + γnνn)c
†
ncn +

∑

m

(ǫm + γmνm)c
†
mcm +

∑

n

Uc†n,↑cn,↑c
†
n,↓cn,↓ (5.23)Aqui un and νn são deslo
amentos da rede e 
oordenadas e vibrações internas da n-ésima
élula unitária, respe
tivamente. pn and Pn são, em ordem, seus momentos 
onjugados.

M é a massa da 
élula unitária, enquanto ω0 e ωs são as frequên
ias de os
ilação dos f�nonsInstituto de Físi
a - UFAL



92 Interação elétron-f�nonópti
os e a
ústi
os respe
tivamente. c†n(m) e cn(m) são os operadores 
riação e aniquilaçãopara o elétron no sítio n(m). α e γm(n) são as 
onstantes de a
oplamento, enquanto V0 éo termo de hopping. ǫm(n) são as energias on-site e U é a interação elétron-elétron.Para que possamos seguir a evolução temporal dos pa
otes de onda, nós resolvemosa equação de S
hrödinger dependente do tempo, expandindo a função de onta na repre-sentação de Wannier |Φ(t)〉 =
∑

n,m φn,m(t)|n s1, m s2〉. A partir disto, nós obtemos asequações de movimento:
d2un(t)

dt2
+ ω2

s [2un(t)− un+1(t)− un−1(t)] =
2α

M
ℜ[f ∗

n+1,m(t)fn,m(t)− f ∗
n−1,m(t)fn,m(t)

+ f ∗
n,m+1(t)fn,m(t)− f ∗

n,m−1(t)fn,m(t)] (5.24)
d2νn(t)

dt2
+ ω2

0νn(t) = γn
∑

m

|fn,m(t)|2 (5.25)
d2νm(t)

dt2
+ ω2

0νm(t) = γm
∑

n

|fn,m(t)|2 (5.26)
i~
dfn,m(t)

dt
= [ǫn + γnνn(t)] fn,m(t) + [ǫm + γmνm(t)] fn,m(t)

+
∑

p,n

tp,nfp,n(t) +
∑

p,m

tp,mfp,m(t) + δn,mUfn,m(t) (5.27)onde tp,n = α(V0 + up − un) e tp,m = α(V0 + up − um). Nós assumimos que a dependên
iados termos de hopping sobre un é tão fra
o que pode ser desprezado, além da existên
iade um hopping de primeiros vizinhos, ou seja, tp,n(m) = −T se |p − n(m)| = 1 e zero deoutra forma. Desta forma nós obtemos
i~
dfn,m
dt

= [ǫn + γnνn(t) + ǫm + γmνm(t)] fn,m

− T [fn−1,m(t) + fn+1,m(t) + fn,m−1(t) + fn,m+1(t)] + δn,mUfn,m (5.28)Assumindo que as vibrações mole
ulares da rede 
hegam ao equilíbrio em uma es
ala detempo muito inferior que a es
ala de evolução temporal do pa
ote de onda eletr�ni
o, nósobtemos
ω2
0νn = γn

∑

m

|fn,m(t)|2 e ω2
0νm = γm

∑

n

|fn,m(t)|2Substituindo a equação 5.29 na equação 5.28 obten-se
i~
dfn,m
dt

= [ǫn + ǫm] fn,m(t) +

[

γ2n
ω2
0

∑

m

|fn,m(t)|2 +
γ2m
ω2
0

∑

n

|fn,m(t)|2
]

fn,m(t)

− T [fn−1,m(t) + fn+1,m(t) + fn,m−1(t) + fn,m+1(t)] + δn,mUfn,m (5.29)ou
i~
dfn,m
dt

= [ǫn + ǫm] fn,m(t) +

[

χ
∑

m

|fn,m(t)|2 + χ
∑

n

|fn,m(t)|2
]

fn,m(t)

− T [fn−1,m(t) + fn+1,m(t) + fn,m−1(t) + fn,m+1(t)] + δn,mUfn,m (5.30)Tese de Doutorado



5.3 Coexistên
ia de interação elétron-f�non e interação elétron-elétron 93Utilizamos em nossos 
ál
ulos ~ = T = 1 e 
onsideramos os poten
iais on-site ǫn = 0.Nós empregamos o método Runge-Kutta de oitava-ordem para integrar a equação 5.30,obtendo assim as amplitudes de probabilidade da função de onda após 
ada in
rementode tempo pré-determinado. Nós a
ompanhamos a evolução temporal de pa
otes de ondatipo delta (fn1,n2
= δn1,n0

1
δn2,n0

2
), sendo a posição ini
ial dos elétrons (n0

1, n
0
2) organizadade forma que os elétrons estejam dispostos ini
ialmente equidistantes do 
entro da 
adeia(N

2
−d0, N2 +d0). Durante a evolução temporal foi a
ompanhado a norma da função de ondaem todo o intervalo de tempo requisitado, de maneira que a pre
isão |1− |Φ(t)|2| < 10−9.Assim 
omo nos trabalhos anteriores, tomamos 
omo medidas do grau lo
alização(auto-lo
alização) do pa
ote a função parti
ipação ξ(t) = 1/

∑

n,m fn1,n2
(t)|4 e a probabi-lidade de retorno R0(t) = |fn0

1
,n0

2
(t)|2. Como dis
utido anteriormente, R0(t) informa-nosa probabilidade de en
ontrar o elétron na posição ini
ial e a função parti
ipação nos dáuma estimativa do número de sítios sobre o qual o pa
ote de onda visitou até o tempo t.A integração da equação 5.30, obtendo assim as amplitudes de probabilidade da funçãode onda após 
ada in
remento de tempo pré-determinado, foi tomada até que t ≈ 106.Desta forma, garantimos que R0(t→ ∞) → 0 está rela
ionado a um 
aráter estendido dosistema, enquanto que uma probabilidade de retorno saturada num valor �nito indi
a umpa
ote de onda lo
alizado/aprisionado. A mesma análise vale para a função parti
ipação,ou seja, ξ(t → ∞) ∝ N2 indi
a um regime em que o pa
ote de onda se estende por todaa rede.5.3.2 ResultadosSeguindo a mesma abordagem do problema anterior (seção 5.3), nós seguimos a evo-lução temporal do pa
ote de onda eletr�ni
o, observando as grandezas parti
ipação eprobabilidade de retorno. Entrentato, vale desta
ar que se trata de um sistema 
omvárias variáveis, torna-se um pou
o mais trabalhosa a análise e 
ara
terização do 
ompor-tamento eletr�ni
o do sistema. Visto que o objetivo é des
obrir a in�uên
ia da interaçãoelétron-elétron sobre a dinâmi
a do pa
ote de onda 
om a existên
ia de não linearidade,nós 
oletamos diversos 
ál
ulos da probabilidade de retorno R0(t) e função parti
ipação

ξ(t) para tempos longos (t ≈ 106), tendo uma es
ala de não linearidade, três valores deinteração elétron-elétron (U = 0, 4, 10), 
om a posição ini
ial 
omo sendo a mesma (d0) eafastados um do outro (d0 = 20). A 
oleta destes dados foi organizada 
omo se pode verna �gura 5.6, onde estão apresentadas a probabilidade de retorno R0(t ≈ 106) e funçãoparti
ipação ξ(t ≈ 106) versus a não linearidade χ.Nas �guras 5.6a,b, onde d0 = 0, ou seja, os elétrons estão ini
ialmente no mesmosítio, vemos que a medida que a interação elétron-elétron 
res
e, os valores de a
o-plamento elétron-f�non ne
essários para o apare
imento do auto-aprisionamento (self-trapping) são 
ada vez menores. Com o objetivo de reforçar o entendimento, deve-selembrar que R0(t ≈ 106) → 0 está rela
ionado a um 
aráter estendido do sistema, en-quanto que uma probabilidade de retorno saturada num valor �nito indi
a um pa
ote deonda lo
alizado/aprisionado. A mesma análise vale para a função parti
ipação, ou seja,
ξ(t ≈ 106) ∝ N2 indi
a um regime em que o pa
ote de onda se estende por toda a rede.Nota-se transições de self-trapping bem de�nidas. O papel desempenhado pela interaçãoInstituto de Físi
a - UFAL



94 Interação elétron-f�nonFigura 5.6: Probabilidade de retorno para tempo longo (R0(t ≈ 106) versus χ para pa
otes deonda (a) ini
ialmente no mesmo sítio (d0 = 0) e (
) ini
ialmente distantes (d0 = 20). Em (b) e (d)tem-se a função parti
ipação para as mesmas 
ondições ini
iais que (a) e (
), respe
tivamente.Os resultados sugerem que a presença de interação promove o self-trapping não linearidadesmenores.

Fonte: Autor, 2011.elétron-elétron �
a ainda mais evidente ao observarmos os mesmos 
ál
ulos para elétronsini
ialmente distantes d0 = 20 (ver �gura 5.6
,d). O 
olapso dos dados para a probabili-dade de retorno R0(t ≈ 106) → 0 e função parti
ipação ξ(t ≈ 106) sugere que a interaçãoelétron-elétron não desempenha papel signi�
ante sobre o self-trapping neste 
aso. Comoos elétrons estão ini
ialmente distantes, visto que a interação elétron-elétron é on-site,os estados ligados oriundos da interação elétron-elétron não desempenham nenhum papelsobre a dinâmi
a dos pa
otede de onda. Os pa
otes de onda eletr�ni
os tornam-se apri-sionados a
ima de um valor de não linearidade 
ríti
a da ordem da largura da banda deum elétron, 
or
ordando 
om os resultados da literatura.Visto o indi
ativo que a interação favore
e o self-trapping, nós 
al
ulamos a proba-bilidade de retorno assintóti
a R0(t ≈ 106) versus interação U (ver �gura 5.7), 
om nãolinearidade χ = 0, 1, 2, 3 e pa
otes de onda (a) inialmente no mesmo sítio (d0 = 0) e (b)ini
ialmente distantes (d0 = 20). Observa-se neste 
aso, para d0 = 0, que a medida queaumentamos o valor da não linearidade, o auto-aprisionamento a
onte
e para menoresvalores de interação. Em outras palavras, a não linearidade 
ríti
a que separa as regiõesonde o pa
ote de onda apresenta um regime delo
alizado/auto-aprisionado diminui a me-Tese de Doutorado



5.3 Coexistên
ia de interação elétron-f�non e interação elétron-elétron 95Figura 5.7: Probabilidade de retorno para tempo longo R0(t ≈ 106) versus interação U , 
omnão linearidade χ = 0, 1, 2, 3 e pa
otes de onda (a) inialmente no mesmo sítio (d0 = 0) e (b) ini
i-almente distantes (d0 = 20). Para pa
otes de onda ini
ialmente dispostos no mesmo sítio, vemosque a medida que aumentamos o valor da não linearidade, observa-se o auto-aprisionamento paramenores valores de interação.

Fonte: Autor, 2011.dida que aumenta-se a interação entre os elétrons. Mesmo para valores fra
os de interaçãoelétron-f�non, nota-se a existên
ia do self-trapping. O pequeno aumento na probabilidadede retorno assintóti
a 
om o aumento de U para d0 = 0 e χ = 0 é promovido somente pelainteração. Este fen�meno foi relatado anteriormente nas seções 4.2.1 e 4.3.1. Para elétronsini
ialmente distantes (d0 = 20) este resultado �
a mais evidente, observando R0(t ≈ 106)e ξ(t ≈ 106) na �gura 5.7b e inset, respe
tivamente. Observa-se que no regime de fra
oa
oplamento elétron f�non (χ = 0, 1, 2, 3), a probabilidade de retorno para tempos longosé muito pequena (R0(t ≈ 106) → 0) e a função parti
ipação é da ordem do espaço deHilbert ξ(t ≈ 106) ∝ N2, 
ara
terizando a extensividade do pa
ote de onda por toda a
adeia. O 
olapso de dados mais uma vez indi
a que a interação não desempenha papelrelevante para elétrons su�
ientemente distantes.A quali�
ação da região 
ríti
a que separa regiões em que o pa
ote de onda estálo
alizado de regiões em que o mesmo en
ontra-se auto-aprisionado é melhor entendida edetalhada ao tomarmos a análise de es
ala de tamanhos �nitos. Neste 
aso, nós 
al
ulamosa probabilidade de retorno R0(t) até tmax ≈ 106 para 
adeias de diferentes tamanhos (N =

100, 150, ..., 750 sítios), para uma es
ala de valores de interação elétron-f�non χ, desde
χ = 0 à χ = 5. Visto que o objetivo é a análise do papel desempenhado pela interaçãoelétron-elétron, 
onsideramos d0 = 0 e uma es
ala de valores de interação elétron-elétron
U . Na �gura 5.8a nós vemos o grá�
o R0(t ≈ 106) versus χ para U = 2.5, d0 = 0 e
adeias de N = 100, ..., 750 sítios. Nota-se que, independente do tamanho da 
adeia,para χ ≥ 1.85(5) a probabilidade de retorno é �nita, indi
ando o regime de self-trapped.Para χ < 1.8, a probabilidade de retorno assintóti
a é desprezavelmente pequena (daordem de 1/N), 
ara
terizando o regime delo
alizado (estados estendidos). Através doInstituto de Físi
a - UFAL



96 Interação elétron-f�nonFigura 5.8: (a) Probabilidade de retorno rees
alada para tempo longo (R0(t ≈ 106)/N) versus
χ, 
om U = 2.5, d0 = 0 e diversos tamanhos de 
adeia. Para χ ≥ 1.85(5) a probabilidadede retorno é �nita, indi
ando o regime de self-trapping. (b) Diagrama de fase em χ versus U ,delimitando as regiões de self-trapping e delo
alizada. Na ausên
ia de interação elétron-f�non, anão linearidade 
ríti
a é da ordem da largura da banda. A medida que U 
res
e, observa-se umadiminuição da não linearidade 
ríti
a χc.

Fonte: Autor, 2011.diagrama de fase χ versus U (�gura 5.8b) podemos ver as regiões delo
alizadas e deself-trapping, delimitadas pela não linearidade 
ríti
a χc. Na ausên
ia de a
oplamentoelétron-elétron, a não linearidade 
ríti
a a
ima da qual o pa
ote de onda en
ontra-seaprisionado é da ordem da largura da banda de um úni
o elétron [24, 25, 26℄. Esteresultado está em 
on
ordân
ia 
om resultados anteriores, pois na ausên
ia de interaçãoos elétrons tornam-se independentes ou não-
orrela
ionados. Quanto a interação elétron-elétron está presente a não liearidade 
ríti
a diminui. Observa-se que no regime de elétronsfortemente 
orrela
ionados (grandes valores de U), a não linearidade 
ríti
a diminui 
om
1/U (ver inset). Este 
omportamento é expli
ado ao lembrar que os estados ligados de doiselétrons estão na faixa de energia U ≤ E ≤

√
U2 + 16, que também tem uma diminuiçãoda largura da ordem de 1/U para fortes interações elétron-elétron. Vemos assim que osestados ligados de dois elétrons possuem um grande papel sobre a dinâmi
a dos pa
otesde onda, sendo 
apaz de promover o aprisionamento deste mesmo para fra
os valores dea
oplamento elétron-f�non.

Tese de Doutorado



6Con
lusõesAo longo deste trabalho foram relatados vários trabalhos voltados ao estudo de trans-porte eletr�ni
o. É notável o surgimento de novos ingredientes, visando 
ada vez mais a
ompreensão e aprimoramento do 
onhe
imento sobre o 
omportamento de elétrons emdiversos sistemas. Dentro deste 
ontexto, es
olhemos o tema da presente tese: Efeito dainteração entre partí
ulas e/ou quasipartí
ulas em sistemas de baixa dimensionalidade.A seguir apresentaremos sus
intamente os resultados obtidos nos sistemas abordados aolongo do 
orpo da tese.Primeiramente, no 
apítulo 3 nós tratamos um sistema de ex
itações 
oletivas de spin
S = 1/2 em sistemas unidimensionais. Mais espe
i�
amente, nós tratamos um sistemaquânti
o de spins ferromagnéti
os 
ujos a
oplamentos entre os spins apresentam umadistribuição aleatória 
om 
orrelação de longo-al
an
e. Neste sistema, são estimuladasduas ex
itações magnéti
as ou dois �spin-�ips�, dando origem a duas ex
itações 
oletivas,
onhe
idas 
omo mágnons. Os efeitos de interação surgem ao proibirmos a dupla ex
itaçãoem um úni
o spin, visto que se trata de um sistema de spin S = 1/2. Nossos estudos sãoini
ialmente dire
ionados à 
ara
terização da natureza dos auto-estados de dois mágnons.Para isto, foi resolvida a equação de S
hrödinger independente do tempo. Em seguida foiinvestigado a evolução temporal de um pa
ote de onda formado por dois �spin-�ips� parauma distân
ia ini
ial entre eles dada por d0. Estes resultados são revelados após a soluçãonuméri
a da equação de S
hrödinger dependente do tempo. Em resumo, vemos que osestados de dois mágnons permane
em exponen
ialmente lo
alizados quando o sistema estáfra
amente 
orrela
ionado (α < 2), similar a lo
alização de Anderson para uma ex
itação
oletiva de spin. Ao 
ontrário, ondas de spin estendidas são observadas na presençade forte 
orrelação na distribuição dos poten
iais (α > 2). Asso
iado a estes estadosestendidos, o pa
ote de onda apresenta um alargamento balísti
o, 
ontrastando 
om adinâmi
a difusiva para sistemas 
om desordem não 
orrela
ionada. Foi demonstradotambém que o pa
ote de onda de um úni
o mágnon apresenta um aspe
to assimétri
odevido à interação efetiva entre os mágnons em virtude da repulsão 
inemáti
a entre osmágnons. O efeito 
ombinado da repulsão 
inemáti
a e a dinâmi
a balísti
a em um regimefortemente 
orrela
ionado permite a observação de 
orrelações entre os spins que sãosubstan
ialmente maiores que o observado em 
adeias ferromagnéti
as 
om desordem não
orrela
ionada. Esperamos que este trabalho estimule estudos posteriores para ex
itações97



98 Con
lusõesmagnéti
as em outros sistemas, 
omo sistemas anti-ferromagnéti
os, sistemas 
om spinde maior ordem e sistemas 2D e 3D.No 
apítulo 4 nós tratamos o problema de dois elétrons interagentes em sistemas unidi-mensionais. A interação entre os dois elétrons de spins opostos é de origem 
oulombianae on-site, ou seja, a interação o
orre somente quando os dois elétrons estão no mesmosítio at�mi
o. Avaliamos os estados eletr�ni
os e o 
omportamento dinâmi
o dos pa
o-tes de onda eletr�ni
o em 
adeias 
ristalinas e 
om desordem 
orrela
ionada de longoal
an
e na distribuição dos poten
iais. Isto foi possível mediante as soluções das equaçõesde S
hrödinger independente e dependente do tempo, respe
tivamente. Além disso, emambas as 
adeias, nós investigamos a in�uên
ia de um 
ampo elétri
o externo 
onstantesobre o 
omportamento dinâmi
o dos pa
otes de onda. No primeiro trabalho, destinadoao problema em 
adeias 
ristalinas, observa-se que, independente do valor da interaçãoentre os elétrons, a largura do pa
ote de onda alarga-se balísti
amente. Entretanto, adinâmi
a da função parti
ipação apresenta um 
omportamento não usual a medida quea interação elétron-elétron aumenta: deixa de ter um 
omportamento balísti
o P (t) ∝ t2para U = 0 para um 
omportamento difusivo P (t) ∝ t a medida que U 
res
e. Este
omportamento está rela
ionado aos estados ligados que surgem na presença de interaçãoentre os elétrons, responsável por 
orrela
ionar a dinâmi
a dos dois elétrons. Os esta-dos ligados dá origem também a uma assinatura sobre a estrutura do pa
ote de ondagaussiano, desenvolvendo uma estrutura dividida. A região 
entral 
om uma densidadeeletr�ni
a 
on
entrada na região ini
ial e duas frentes de onda, uma para 
ada lado. Já
om a presença do 
ampo elétri
o, observa-se que a amplitude de os
ilação do pa
otede onda eletr�n
o apresenta diferentes aspe
tos para pa
otes de onda gaussianos e tipodelta. Para os últimos observa-se que a amplitude de os
ilação exibe um máximo paravalores de interação �nitas e amplitudes desperezíveis no limite de U → 0 e U → ∞. Poroutro lado, duas tendên
ias distintas são observadas para pa
otes de onda gaussianos:um regime 
om amplitude de os
ilação �nita típi
a de elétrons não interagentes; e ummínimo da amplitude de os
ilação para um valor �nito de interação, quando a bandade estados ligados de dois elétrons desempenha importante papel sobre a dinâmi
a doselétrons. Neste regime, os estados ligados são responsáveis por os
ilações de Blo
h 
omuma frequên
ia dobrada, onde os elétrons 
omportam-se 
omo um úni
o elétron de 
arga
2e. Por �m, nós mostramos a reampli�
ação do regime do modo 
om frequên
ia dobradapor promover uma forte superposição entre a distribuição espe
tral do pa
ote de onda ea banda de estados ligados.Para o segundo modelo, em que a há uma distribuição de energias 
om desordem
orrela
ionada de longo al
an
e, observa-se autoestados estendidos em torno do 
entroda banda no regime de fortes 
orrelações (α > 2). Neste regime, observa-se tambémum apriosionamento de uma porção �nita e pequena do pa
ote de onda em torno dasua posição ini
ial. A presença de 
ampo elétri
o induz a uma lo
alização dinâmi
a dopa
ote de onda. Quando o sistema está no regime fra
amente 
orrela
ionado (α < 2)as os
ilações não são 
oerentes, diferente do observado para (α > 2), onde as os
ilaçõessão 
oerentes, 
omo os
ilações de Blo
h 
om frequên
ia de os
ilação bem de�nida. Napresença de interação 
om valores próximos a U ≈ 4 observa-se o fen�meno de dobramentode frequên
ia, ou seja, a frequên
ia 
ara
terísti
a das os
ilações de Blo
h são 2 vezes maior.Tese de Doutorado



99A análise dos autoestados de dois elétrons, observou-se que os estados próximos a 
entroda banda são altamente degenerados, 
om estados de dois elétrons estendidos e lo
alizados
oexistindo. Este fator 
ontrasta 
om o 
omportamento usual de sistemas de um elétronno quais estados lo
alizados e estendidos podem ser separados por mobility edges. Estadegeneres
ên
ia tem impa
to sobre a estatísti
a do espaçamento de níveis. A presençade estados estendidos é irrelevante, 
om uma função distribuição sendo bem des
ritapor uma superposição de um pi
o tipo delta e um de
aimento poissoniano. Observa-se que a interação elétron-elétron 
orrela
iona a função de onda eletr�ni
a, reduzindoa degeneres
ên
ia dos níveis de energia. Neste 
aso, a distribuição de espaçamentos deníveis reassume seu aspe
to poissoniano usual.Por �m, no 
apítulo 5, nós tratamos a ação de outro tipo de interação sobre a dinâ-mi
a do pa
ote de onda eletr�ni
o. Assumindo que os íons da rede possuem um pequenomovimento os
ilatório em torno do ponto de equilíbrio, torna-se ne
essário levar em 
on-sideração a existên
ia de modos vibra
ionais da rede, ou seja, a existên
ia de f�nons. Ainteração da função de onda eletr�ni
a 
om esta rede que possui estes modos de vibraçãodá origem a um tipo de interação, 
onhe
ida usualmente 
omo interação elétron-f�non.Esta interação, após ex
eder um valor 
ríti
o, promove uma lo
alização do pa
ote deonda eletr�ni
o 
onhe
ido 
omo self-trapping [21, 24, 25, 26, 27, 28, 29℄. Dentro deste
ontexto, nossos estudos foram dire
ionados a dois modelos. No primeiro nós realizamosum estudo 
omparativo do fen�meno de self-trapping em redes 2D quadradas e honey-
omb. Considerando sistemas 
ristalinos, nós mostramos a dependên
ia do fen�meno 
oma topologia da rede. Mostramos que o parâmetro 
ríti
o da interação elétron-f�non quegoverna o self-trapping es
ala linearmente 
om a função parti
ipação ini
ial independentedo tipo de rede. Além disso, mostramos que o número de 
oordenação da rede é umparâmetro topológi
o importante para a transição self-trapping. No segundo modelo nósinvestigamos a 
oexistên
ia de interação elétron-elétron e interação elétron-f�non numa
adeia 
ristalina, 
onsiderando um sistema de dois elétrons de spins opostos. Resolvendonumeri
amente a equação de S
hrödinger dependente do tempo e seguindo a evoluçãotemporal do pa
ote de onda dos dois elétrons, nós exploramos o 
omportamento assin-tóti
o da probabilidade de retorno e função parti
ipação para melhor 
ara
terizarmos oestado do pa
ote de onda. Nós mostramos que a interação elétron-elétron tem in�uên
iadesprezível sobre a dinâmi
a dos pa
otes de onda quando os mesmos estão ini
ialmentedispostos distantes um dos outros. O a
oplamento elétron-f�non ne
essário para aprisi-onar os pa
otes de onda é o mesmo observado para sistemas de elétrons independentes(sistemas de um elétron). Entretanto, quando os dois elétrons estão dispostos ini
ialmenteno mesmo sítio, nossos resultados mostram que a magnitude da interação elétron-f�nonne
essária para promover o self-trapping é menor quanto maior for o valor da interaçãoelétron-elétron. Vemos assim que a interação elétron-elétron desempenha um importantepapel na dinâmi
a eletr�ni
a 
om interação elétron-f�non, agindo 
omo um importanteme
anismo para a lo
alização eletr�ni
a em sistemas fortemente 
orrela
ionados.Em síntese, a
reditamos que todos os estudos apresentados no 
orpo desta tese possam
ontribuir para o entendimento de 
lasses de sistemas de transporte eletr�ni
o e ex
itaçõesmagnéti
as semelhantes, em que envolvam: desordem, 
ampo externo, não linearidade einterações. De fato, os modelos e estudos aqui apresentados apresentam a fenomelogiaInstituto de Físi
a - UFAL



100 Con
lusõesobservada em alguns sistemas de transporte eletr�ni
o e ex
itações magnéti
as. Dentrodeste 
ontexto, temos 
omo perspe
tiva o desenvolvimento de outros modelos que 
on-templem a des
rição e/ou entendimento de outros sistemas, bem 
omo o desenvolvimentode modelos e estudos mais pre
isos que rela
ionem sistemas de baixa densidade eletr�ni
ae sistemas de muitas partí
ulas.

Tese de Doutorado
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Apêndice ADedução do Teorema de Blo
h
O modelo estudado por Blo
h se refere a um elétron sujeito a um poten
ial periódi
o.Estas 
onsiderações fazem 
om que a função de onda eletr�ni
a deva satisfazer a equaçãode S
hrödinger

Hψ =

[

− ~
2

2m
∇2 + U(r)

]

ψ = Eψ (A.1)Uma vez que o poten
ial da rede é periódi
o, temos
U(r) = U(r+ a) (A.2)sendo a um vetor da rede Bravais. Cada vetor a da rede pode ser visto 
omo umatranslação no espaço que deixa a rede invariante, denominada translação de rede.Para 
ada vetor da rede de Bravais a asso
iamos um operador translação Ta que, aooperar sobre qualquer função f(r), deslo
a o seu argumento por a

Taf(r) = f(r+ a) (A.3)Em função da periodi
idade da rede, o Hamiltoniano A.1 permane
e a mesma ao substi-tuirmos r por r+ a nos operadores que agem sobre ψ. Desta forma
TaHψ = H(r+ a)ψ(r + a) = H(r)ψ(r+ a) = HTaψ (A.4)Temos então

TaH = HTa (A.5)Uma vez que o resultado de duas translações su
essivas não dependem da ordem em quesão apli
adas, pois
TaTa′ψ(r) = Ta′Taψ(r) = ψ(r+ a+ a

′), (A.6)temos
TaTa′ = Ta′Ta = Ta+a′ (A.7)113



114 Dedução do Teorema de Blo
hPodemos ver que as equações A.5 e A.7 nos permite es
olher autofunções de energiaque sejam também autofunções de qualquer operador de translação:
Hψ(r) = Eψ(r) (A.8)
Taψ(r) = taψ(r) (A.9)Diante disto, vemos que os autovalores de translação ta devem satisfazer a equaçãoA.7 por um lado

Ta′Taψ = taTaψ = tata′ψ, (A.10)e também pelo outro
Ta′Taψ = Ta+a′ψ = ta+a′ψ (A.11)Assim a equação de autovalores deve satisfazer

ta+a′ = tata′ (A.12)onde podemos es
olher
ta = eik·a (A.13)Em resumo, podemos mostrar que os autoestados de H podem ser es
ritos na forma

Taψ(r) = ψ(r+ a) = taψ(r) = eik·aψ(r) (A.14)
ψ(r+ a) = eik·aψ(r) (A.15)Esta equação é 
onhe
ida 
omo o Teorema de Blo
h.
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Apêndice B
Expansão de Taylor do operador evoluçãotemporal

Considere um hamiltoniano, por exemplo, o hamiltoniano de Anderson
H =

∑

i

ǫi|i〉〈i|+
∑

i 6=j

Tij |i〉〈i| (B.1)onde ǫi é a energia do elétron no sítio i e Tij é o termo de hopping responsável pelomovimento do elétron do sítio i para o sítio j. A equação de S
hrödinger dependente dotempo
i~
d|Ψ〉
dt

= H|Ψ〉 (B.2)pode ser resolvida en
ontrando-se
|Ψ(t)〉 = e

−iHt
~ |Ψ0(t = t0)〉 (B.3)onde

|Ψ(t)〉 =
∑

i

Ci(t)|i〉 (B.4)
Ci(t) é a amplitude de probabilidade do elétron estar na posição i no tepo t. Desta forma,a função de onda no instante ini
ial (t = 0) é

|Ψ(t = 0)〉 =
∑

i

Ci(0)|i〉 (B.5)Isto nos permite es
rever a equação de S
hrödinger (equação B.2) 
omo
∑

i

Ci(dt)|i〉 = e−
iHdt

~

∑

i

Ci(0)|i〉 (B.6)115



116 Expansão de Taylor do operador evolução temporalPodemos, nesta última expressão, expandir a exponen
ial em série de Taylor
e−

iHdt
~ =

∞∑

n=0

1

n!

(−iHdt
~

)n

= 1 +

∞∑

n=1

1

n!

(−iHdt
~

)n (B.7)de maneira que
∑

i

Ci(dt)|i〉 =
∑

i

Ci(0)|i〉+
∞∑

n=1

∑

i

1

n!

(−iHdt
~

)n

Ci(0)|i〉 (B.8)Vemos, desta forma, que a função de onda num tempo ∆t é dado por
|Ψ(dt)〉 =

[

1 +
∞∑

n=1

1

n!

(−iHdt
~

)n
]

|Ψ(t = 0)〉 (B.9)Apli
ando este método re
ursivamente, é possível obter a função de onda num tempo t.
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