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Resumo

Em estudos de tranporte eletronico é notavel e necessario o surgimento de novos ingre-
dientes contidos nos modelos, visando cada vez mais a compreensao e aprimoramento do
conhecimento sobre o comportamento das particulas e quasiparticulas em diversos siste-
mas. Abordagens tedricas capazes de incorporar interacoes em sistemas de muitos corpos
nao sao nada faceis. Entretanto, trabalhos recentes envolvendo sistemas de baixa densi-
dade eletronica tem revelado aspectos fisicos relevantes que auxiliam o entendimento das
propriedades de sistemas com particulas interagentes de densidade finita. Dentro deste
contexto, nos investigamos o papel da interagao entre particulas e/ou quasiparticulas em
sistemas de baixa dimensionalidade. Tratamos sistemas de baixa densidade de elétrons
ou excitacoes elementares através de métodos numéricos destinados & solugao da equacao
de Schrodinger independente e dependente do tempo. Sendo um pouco mais especifico,
o primeiro trabalho leva em consideracao a interacao entre duas excitacoes magnéticas
(mégnons) em uma cadeia com desordem correlacionada de longo alcance. Tomando uma
cadeia de spins S = 1/2, a interacao é adotada ao assumirmos a proibi¢ao de dupla exci-
tacao num tunico sitio. Outros dois trabalhos sao destinados ao papel da interacao entre
dois elétrons de spins opostos. Considerando uma interagao on-site, sao investigados os
aspectos inerentes a interacao quando os dois elétrons estao em cadeias cristalinas e com
desordem correlacionda. Além disso, nos dois sistemas sao apresentados a influéncia de
um campo elétrico externo sobre a dinamica dos pacotes de onda. Por fim, sao tratados a
acao de outro tipo de interacao sobre a dinamica do pacote de onda eletréonico. Assumindo
que os ions da rede possuem um pequeno movimento oscilatoério em torno do ponto de
equilibrio, surge uma interacao da funcao de onda eletronica com esta rede que possui
estes modos de vibracao, dando origem a um tipo de interagao conhecida usualmente
como interacao elétron-fonon. Esta interacao, capaz de proporcionar o aprisionamento do
pacote de onda conhecido como self-trapping, é apresentada em dois diferentes contextos:
apresenta-se a comparagao deste auto-aprisionamento (self-trapping) entre redes 2D de
organizacao atomica tipo quadradas e honeycomb; enquanto que no outro apresenta-se a
influéncia da interacao coulombiana entre dois elétrons de spins opostos sobre o fenémeno
de self-trapping em uma cadeia cristalina.

Palavras-chave: 1. Elétrons interagentes. 2. Transporte eletronico. 3. Elétron-
elétron. 4. Elétron-fonon. 5. Méagnon.
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Abstract

In studies of electronic transport is remarkable and requires the development of new
ingredients contained in the models, aiming at increasing the understanding and impro-
vement of the knowledge about the behavior of particles and quasiparticles in several
systems. Theoretical approaches able to incorporate interactions in many-body systems
are not easy. However, recent studies involving low-density electronic systems has reve-
aled important physical aspects that help to understand the properties of systems with
interacting particles of finite density. Within this context, we investigated the role of in-
teractions between particles and/or quasiparticles in low dimensional systems. We treat
systems with low density of the electrons or elementary excitations by using numerical
methods for the solution of time dependent and dependent Schrédinger equation. Being
a little more specific, the first study considers the interaction between two magnetic ex-
citations (magnons) in a chain with long-range correlated disorder. Taking a chain of
spin S = 1/2, the interaction is taken to assume the prohibition of double excitation in
one spin. Two other studies are intended for the role of interaction between two elec-
trons opposite spins. By using an on-site interaction, we are investigated aspects related
to the interaction when two electrons are in crystalline chains and chains with correlated
disorder. Moreover, in both systems are shown the influence of an external electric field
on the wave packets dynamics. Finally, We are treated an another type of interaction
on the dynamics of electron wave packet. Assuming that the lattice ions have a small
oscillatory motion around the equilibrium point, arises an interaction of the electronic
wave function with this lattice that has these modes of vibration, resulting in a kind of
interaction usually known as electron-phonon interaction. This interaction, able to trap
the wave packet is known as self-trapping is presented in two different contexts: we offer
the comparative study of this self-trapping between lattices of 2D atomic organization
type square and honeycomb, while the other shows the influence of Coulomb interaction
between two electrons of opposite spins on the phenomenon of self-trapping in a crystal
chain.

Keywords: 1. Interacting electrons. 2. Electronic transport. 3. Electron-electron.
4. Electron-phonon. 5. Magnon.
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1

Introducao

Estudos sobre as propriedades de transporte envolvendo as interacoes entre elétrons
tém sido relatadas desde a década de 1930[1]. Estes estudos foram motivados por re-
sultados experimentais da condutividade em amostras de 6xidos de metais de transicao
(como 6xido de niquel NiO e 6xido cuproso Cus0)[2]. Embora fosse previsto um compor-
tamento metélico, observou-se experimentalmente um comportamento isolante. Alguns
anos depois, em 1949, N. F. Mott! propés um modelo capaz de explicar os resultados ex-
perimentais obtidos para oxidos de metais de transi¢ao[3]. Nestes compostos, a formagao
de um gap de energia, impedindo a conducao, pode ser entendida como uma competicao
entre o potencial Coulombiano U dos elétrons na camada 3d e o hopping entre os 4&tomos
vizinhos.

Abordagens teoricas capazes de incorporar a interacao elétron-elétron em sistemas de
muitos corpos nao sao nada faceis. O modelo mais simples de particulas interagentes em
uma rede, capaz de explicar as teorias dos isolantes de Mott, é o modelo de Hubbard[4].
Embora simples, a obtencao de sua solucao para o estudo das propriedades fisicas do
sistema nao é trivial. Algumas das dificuldades encontradas tem origem na natureza nao
pertubativa do problema, uma vez que, em geral, o termo de interacao nao é pequeno
suficiente para ser um parametro na expansao perturbativa. Outras dificuldades sao de-
vido o crescimento exponencial do esfor¢o computacional para a técnica de diagonalizacao
exata, uma vez que o numero de configuragoes eletronicas cresce exponencialmente com
o tamanho do sistema. Apenas em uma dimensao sao encontradas solugoes exatas para
o problema com interagao elétron-elétron em sistemas de muitos corpos[5, 6, 7, 8, 9].
Neste contexto, um modelo baseado em apenas duas particulas interagentes[10]| tem sido
muito explorado por apresentar aspectos fisicos relevantes que auxiliam o entendimento
das propriedades de sistemas com particulas interagentes de densidade finita, principal-
mente no que diz respeito a sistemas de elétrons interagentes na presenca de desordem
[11, 12, 13, 14]. Os trabalhos aqui apresentados seguem a mesma linha de raciocinio dos
trabalhos acima, pois visamos observar aspectos fisicos relevantes presentes em sistemas
de muitos corpos através de sistemas de poucas particulas interagentes.

1Sir Nevill Francis Mott ganhou o Prémio Nobel de Fisica em 1977 por seu trabalho sobre a estrutura
eletronica de sistemas magnéticos e desordenados, especialmente semicondutores amorfos. O prémio foi
compartilhado com a P. W. Anderson e J. H. Van Vleck, que tinha desenvolvido estudos independentes.



2 Introducao

Outras duas classes de estudo que tem sido amplamente estudadas é a influéncia da
desordem e da nao linearidade sobre a dinamica eletronica. O comportamento eletronico
do sistema sofre influéncia significativa na presenca de desordem, visto que este ingrediente
é capaz de promover a localizagao do pacote de onda eletronico [15, 16, 17, 18]. A presenga
deste ingrediente d& origem a aspectos fisicos importantes, levando-nos a uma descri¢ao
um pouco mais perto da realidade, visto que uma estrutura cristalina perfeita e homogénea
dos solidos encontrados na natureza ou mesmos daqueles produzidos em laboratoério é
impossivel até o presente momento. Por outro lado, dentro do contexto de transporte
eletronico, a nao linearidade surge da existéncia de um termo vibracional da rede no
Hamiltoniano de transporte eletrénico numa rede, simbolizando a interacao elétron-fénon
[19, 20]. Seu papel sobre a dinamica eletronica tem se apresentado relevante, visto que
este acoplamento elétron-fonon é capaz de promover a localizacao da funcao de onda
eletronica, fenomeno este conhecido como sef-trapping (auto-aprisionamento)|21, 22, 23,
24, 25, 26, 27, 28, 29|.

Do ponto de vista experimental, o rapido avanco em pesquisas envolvendo atomos
ultrafrios? realizados em experimentos de redes 6pticas tem mostrado que tais sistemas
sao promissores “simuladores quanticos” para os sistemas anteriormente mensionados. O
termo “simuladores quanticos” esta diretamente relacionado ao fato de que tais expe-
rimentos tem apresentado varios conceitos e propriedades bésicas de fisica da matéria
condensada, permitindo o contorle de parametros como: a interacao em sistemas fermio-
nicos de muitos corpos em uma rede [30, 31]; espagamento de rede e distribuigao de varios
potenciais com controle quase completo [32].

Outra caracteristica presente nos estudos apresentados nesta tese é que todos sao de-
senvolvidos em sistemas de baixa dimensionalidade. Com o advento da tecnologia de
manufaturacao de materiais em escala nanoscopica, os sistemas de baixa dimensionali-
dade deixaram de ser problemas de interesse académico para serem sistemas fisicamente
realizaveis. A tecnologia atual é capaz de fabricar estruturas em que uma ou mais dimen-
soes sao confinadas de tal maneira que os graus de liberdade transversais encontram-se
congelados em temperaturas suficientemente baixas [33, 34, 35]. Uma fonte de grande
interesse por esses sistemas é o estudo das propriedades de transporte.

Desta forma, os trabalhos apresentados nesta tese buscam contribuir para o enten-
dimento de aspectos fisicos de sistemas interagentes com baixa densidade de particulas
e/ou excitacoes, por acreditar que tais aspectos fisicos sdo relevantes no entendimento das
propriedades de sistemas interagentes com maior densidade de particulas. O corpo desta
tese esta dividida da seguinte maneira:

O capitulo 2 é destinado a fundamentacao tedrica para todos os estudos apresenta-
dos nos capitulos seguintes. Serao apresentados alguns modelos utilizados em estudos de
transporte eletronico como o modelo de Bloch, Anderson e Hubbard. Cada um dos mode-
los sera contextualizado com estudos tedricos e experimentais desenvolvidos, apresentando
0s seus respectivos aspectos fisicos caracteristicos.

O capitulo 3 serao apresentados estudos sobre excitagdes coletivas de spin S = 1/2
em sistemas unidimensionais. Mais especificamente, nds trataremos um sistema quantico

2 Atomos ultrafrios (em inglés Ultracold atoms) é um termo usado para descrever 4tomos que s30 man-
tidos em temperaturas proximas ao zero absoluto, onde suas propriedades quanticas tornam-se relevantes.
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de spins ferromagnéticos cujos acoplamentos entre os spins apresentam uma distribuicao
aleatoria com correlagao de longo-alcance. Sao estimuladas duas excitacoes ou dois “spin-
flips”, dando origem a duas excitacoes coletivas, conhecidas como magnons. Os efeitos
de interacao surgem ao proibirmos a dupla excitacao em um tnico spin, visto que se
trata de um sistema de spin S = 1/2. Nossos estudos sdo inicialmente direcionados a
caracterizagao da natureza dos auto-estados de dois mégnons. Para isto, é resolvida a
equacao de Schrodinger independente do tempo. Em seguida é investigado a evolugao
temporal de um pacote de onda formado por dois “spin-flips” tomando uma distancia
inicial entre eles dada por d.

No capitulo 4 sao apresentados estudos sobre sistemas de elétrons interagentes em
sistemas unidimensionais. A interacao entre os dois elétrons de spins opostos é de origem
coulombiana e on-site, ou seja, a interacao ocorre somente quando os dois elétrons estao
no mesmo sitio atomico. Avaliamos os estados eletronicos e o aspecto dinamico dos pa-
cotes de onda eletronico em cadeias cristalinas e com desordem correlacionada de longo
alcance na distribuicao dos potenciais. Isto é possivel mediante as solucoes das equacoes
de Schrodinger independente e dependente do tempo. Mostraremos a coexisténcia de auto
estados extendidos e localizados proximos ao centro da banda, quando o sistema possui
desordem na distribuicdo dos potenciais. A interacao promove uma distribuicao dos es-
pacamentos de niveis tipo Poisson, independente do grau de interacao. Além disso, em
ambas as cadeias, nos investigamos a influéncia de um campo elétrico externo constante
sobre o comportamento dinamico dos pacotes de onda.

No capitulo 5 sao investigados a acao de outro tipo de interacao sobre a dinamica
do pacote de onda eletronico. Como dito anteriormente, assumindo que os fons da rede
possuem um pequeno movimento oscilatorio em torno do ponto de equilibrio, torna-se
necessario levar em consideracao a existéncia de modos vibracionais da rede, ou seja, a
existéncia de fonons. A interacao da funcao de onda eletronica com esta rede que possui
estes modos de vibracao da origem a um tipo de interacao, conhecida usualmente como
interacao elétron-fonon. Esta interacao, apds exceder um valor critico, promove uma loca-
lizagdo do pacote de onda eletronico conhecido como auto-aprisionamento (self-trapping)
[21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. Dentro deste contexto, nossos estudos foram direcio-
nados a dois modelos. No primeiro nés realizamos um estudo comparativo do fenémeno
de self-trapping em redes 2D quadradas e hexagonais (honeycomb). Considerando sis-
temas cristalinos, n6s mostramos a dependéncia do fendémeno com a topologia da rede.
Mostramos que o parametro critico da interacao elétron-fonon que governa o self-trapping
escala linearmente com a funcao participacao inicial independente do tipo de rede. Além
disso, mostramos que o niimero de coordenacao da rede é um parametro topologico im-
portante para a transi¢ao estendido/self-trapped. No segundo modelo nos investigamos a
coexisténcia de interacao elétron-elétron e interacao elétron-fonon numa cadeia cristalina.
Considerando um sistema de dois elétrons de spins opostos, nossos resultados mostram
que a magnitude da interacao elétron-fonon necessaria para promover o self-trapping é
menor quanto maior for o valor da interacao elétron-elétron.

O capitulo 6 apresentamos uma sintese dos resultados, suas conclusoes e perspectivas.
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Fundamentacao Teorica

As propriedades de transporte eletronico em solidos tem ocupado uma posicao de des-
taque no estudo da Fisica da Matéria Condensada desde o fim do século XIX. Ao longo
dos anos foram construidos modelos baseados nas formulacoes da mecanica estatistica
e mecanica quantica visando o entendimento das propriedades apresentadas por certos
materiais. Em linhas gerais, podemos dizer que estes modelos sao apresentados com o in-
tuito de explicar propriedades caracteristicas de certos materiais ou prever caracteristicas
ou fenomenos nao observados. Dentro deste contexto, neste capitulo serao apresentados
modelos que contribuiram para o entendimento do comportamento do pacote de onda
eletronico na presenca de certos ingredientes, como periodicidade da estrutura cristalina,
desordem na estrutura cristalina e interagao entre elétrons.

2.1 Os primeiros modelos de conducao

O estudo das propriedades eletronicas em estruturas cristalinas é um campo de bas-
tante relevancia na Fisica do Estado Solido. A descoberta do elétron! motivou os estudos
sobre os mecanismos da conducao elétrica nos solidos. Os modelos classicos iniciais trata-
vam os elétrons como particulas cléssicas colidindo com os ions da rede, agindo como um
“jogo de pinball”. O primeiro deles foi proposto por P. Drude, em 1900, para explicar as
propriedades de transporte de elétrons em materiais (especialmente em metais)[36, 37].
O Modelo de Drude, baseado na teoria cinética dos gases, assume que os elétrons da
camada de valéncia movem-se livremente pelo metal enquanto os fons (positivos) permane-
cem imoveis. No contexto metdlico, estes elétrons sao chamados de elétrons de conducao.
Desta forma, o modelo de Drude apresenta dois tipos de particulas, diferente dos mode-
los de gases simples. Diferente do modelo do gas classico, os elétrons de conducgao nao
colidem entre si (conhecida como aproximagao de elétrons independentes), mas sim com
os fons positivos. Este ions formados por elétrons que estao fortemente ligados ao nicleo
agem como esferas solidas, entidades indivisiveis e inertes. Desta forma, o metal é visuali-
zado como um arranjo tridimensional regular de fons com um grande niimero de elétrons
livres para se moverem por todo o seu volume. Todos os elétrons movem-se com uma
velocidade dada pela distribuicao de Maxwell-Boltzmann. A velocidade média do elétron

1O elétron foi descoberto por J. J. Thomson em 1897 no Laboratoério Cavendish, da Universidade de
Cambridge, enquanto estudava o comportamento dos raios catodicos.
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2.1 Os primeiros modelos de conducao 5t

imediatamente apos a colisao é zero.

Os principais sucessos do modelo de Drude consistiram, principalmente, na deducao da
lei de Ohm da conducao elétrica e na obtencao da relagao entre as condutividades elétrica
e térmica, lei de Wiedemann-Franz-Lorentz?|38|. Entretanto, certas incongruéncias com
resultados experimentais, como por exemplo a dependéncia errada na temperatura para
a condutividade elétrica, motivaram a busca por modelos mais precisos.

Com o inicio da teoria quantica e surgimento do principio de exclusido de Pauli®, os
elétrons em metais nao mais poderiam ser tratados como particulas classicas. Sommerfeld
aplicando as idéias de mecanica quantica aos principios do modelo de Drude para metais,
resolveu alguns problemas de predigao das propriedades térmicas do modelo[39]. Grosso
modo, podemos dizer que Sommerfeld substituiu a distribuicao de velocidades eletronica
de Maxwell-Boltzmann pela distribuicao de Fermi-Dirac. No Modelo de Sommerfeld
o cristal ¢ assumido como um grande ntimero de elétrons em uma “caixa de energia po-
tencial” em que sua parede possui um potencial muito alto para que os elétrons estejam
restritos a permanecer no interior do cristal, mas livre para se mover dentro de seus limi-
tes. Este confinamento dos elétrons na “caixa de energia potencial” representa a atracao
Coulombiana entre elétrons e fons da rede.

Embora o modelo de Sommerfeld eliminasse algumas incongruéncias do modelo an-
terior, existiam pontos que contradiziam a observagao experimental, como por exemplo:
O coeficiente Hall, apresentado teoricamente com um valor constante, mas experimental-
mente depende do campo magnético e da temperatura; A dependéncia da temperatura
da condutividade DC elétrica nao apresentada teoricamente; A previsao teodrica de que
a condutividade elétrica é diretamente proporcional a concentracao de elétrons, embora
existam metais divalentes e trivalente que apresentam menor condutividade que metais
monovalentes. Além disso, algumas questoes fundamentais nao sao explicadas, como por
exemplo: O que determina o niimero de elétrons de conducao e o que explica alguns
elementos solidos serem metais e outros serem isolantes.

Diante dos questionamentos existentes, mais uma vez se fez necessério a formulagao de
um modelo de conduc¢ao. Um dos pontos “atacados” pela nova formulacao foi a influéncia
dos fons sobre os elétrons, uma vez que a interacao elétron-ion é desprezada entre as
colisdes (conhecida como aproximacao de elétron livre) nos modelos anteriores. De fato,
os elétrons em um metal nao movem-se em um potencial constante, e sim em um potencial
periddico cuja periodicidade ¢ igual ao da rede*. Assim, abandonando a aproximacao
de elétron livre, F. Bloch apresentou um modelo quantico que leva em consideracao a
interacao dos elétrons com os fons da rede[40].

2 Assim conhecida devido aos seus descobridores Gustav Wiedemann, Rudolph Franz e Ludvig Lorenz.
G. Wiedemann e R. Franz mostraram em 1853 que a razao entre a condutividade térmica e da condu-
tividade elétrica tem aproximadamente o mesmo valor para diferentes metais na mesma temperatura.
Ludvig Lorenz mostrou em 1872 que a razao entre a condutividade térmica e da condutividade elétrica
é proporcional a temperatura.

30 principio de exclusdo de Pauli é um principio da mecénica quéntica formulado por Wolfgang Pauli
(1900 - 1958) em 1925

4Apos a descoberta dos raios X foi possivel a comprovacio de varios célculos e previsdes tedricas
simples sobre o espacamento atomico médio, também chamado de parametro de rede.
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6 Fundamentacao Teorica

2.2 Periodicidade da rede e o teorema de Bloch

A descoberta dos raios X proporcionou varios estudos na area cientifica, principalmente
no estudo da estrutura da matéria. Por meio de raios X foi estabelecido a estrutura
periddica e ordenada dos cristais. Assumir esta caracteristica em seu modelo apresenta
ser um dos papéis fundamentais na descricado do movimento de elétrons de conducgao
apresentado no modelo de Bloch[40]. Uma vez que a periodicidade da rede possui o
tamanho tipico do comprimento de onda de de Broglie para um “elétron de Sommerfeld”,
usar a periocidicidade da rede, a interacao elétron-ion e a mecanica quantica em seu
modelo foram seus triunfos.

Considere um so6lido de Na. Cada atomo contém 11 elétrnos, porém 10 destes elé-
trons estao suficientemente ligados ao seu niicleo, formando um fon de carga positiva +e.
Quando os atomos estao proximos, formando o sélido, a superposicao dos orbitais faz
com que seja considerado a existéncia de elétrons completamente localizados e elétrons de
conducao. Dentro deste cenério, Bloch adota, em seu modelo, a aproximacao de elétrons
independentes, ou seja, as interacoes entre elétrons sao desprezadas. Assim, o “elétron
de Bloch” interage somente com os ions de rede, representado por um potencial de in-
teragdo U(r). Devido a periodicidade da rede (todos os dtomos sdo iguais e igualmente
espacados), temos

U(r) =U(r + a), (2.1)

onde a é um vetor da rede de Bravais, como representado na figura 2.1.

Figura 2.1: Representacdo padrao de um potencial periédico U(r) para um cristal unidimensi-
onal.

U(r)

NARTER /ERTaRYE

Fonte: C. Kittel, 1976 (referéncia [41]).

Estas consideragoes fazem com que a funcao de onda eletronica deva satisfazer a
equacao de Schrodinger

Hey = [—%Vz + U(r)] Y = Ey (2.2)

Em funcao da periodicidade da rede, esta equacao permanece a mesma ao substituirmos
r por r + a nos operadores que agem sobre ). O teorema de Bloch mostra que as solucoes
da equacao 2.2 devem ter a forma

Un (1) = Uy i ()™ (2.3)

onde uy(r) tem a periocidicidade da rede, com uy(r) = ux(r + a). O subescrito k indica
que a fungao uy(r) depende do vetor de onda k. O subescrito n caracteriza as multiplas
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2.2 Periodicidade da rede e o teorema de Bloch 7

solugoes (E,(k)) para um dado k. Funcoes do tipo 2.3 sdo conhecidas como funcoes de
Bloch. Em amostras macroscopicas, o espacamento entre niveis de energia sao infinitesi-
mais, de maneira que o espectro de energia E,(k) aproxima-se de uma fung¢io continua,
sendo assim conhecida como banda de energia. Podemos notar que estas solucoes sao
compostas de ondas planas moduladas por uma funcao de onda periédica, cuja perio-
dicidade é igual a da rede. Elas representam o elétron que propaga através do campo
potencial dos fons da rede.

A equacao 2.3 é sempre apresentada uma vez que ela permite uma conexao mais
direta com o modelo de elétrons livres, sendo U(r) = 0 e uk(r) — constante. Entretanto,
a equagao 2.3 combinada com uy(r) = u(r + a) implica que

Uni(r +a) = e 3, 1 (1) (2.4)

Esta igualdade é conhecida como teorema de Bloch (ver apéndice Al).

Através deste modelo em que um elétron esta contido em uma rede periodica e interage
somente com os ions da rede, varios fatos importantes foram compreendidos e revelados.
Um destes fatos é que a funcao de onda do elétron se estende por todo o sistema. Ou-
tra importante consequéncia foi a explicacao da diferenca entre condutores, isolantes e
semicondutores, proposta inicialmente por Wilson[42]. A distingdo fundamental entre
isolantes solidos e metais pode ser obtida através da aplicacao da estatistica de Fermi-
Dirac e principio da Exclusao de Pauli aos estados de Bloch do cristal. A explicagao estéa
relacionada ao surgimento de bandas de energia proibidas devido a estrutura peridédica do
cristal, proposta inicialmente por Morse|43| e Peierls[44]. Num cristal, em que um grande
nimero de 4tomos se encontram ligados muito préximos uns dos outros, os niveis de ener-
gia dos atomos transformam-se em bandas de energia permitidas. Assim, os elétrons sao
organizados em bandas de energia, sendo estas bandas separadas por regidoes em energia
que nenhum orbital eletronico existe (conhecido como gap de energia).

Em linhas gerais, o cristal comporta-se como isolante quando as bandas de energia
estao totalmente preenchidas ou vazias - os elétrons mais energéticos nao podem ser
excitados facilmente para niveis de energia superiores, pois a diferenca de energia entre
as bandas é de algumas dezenas de eV. O cristal comporta-se como condutor se uma
ou mais bandas sao parcialmente preenchidas - os elétrons mais energéticos podem ser
excitados facilmente para niveis de energia superiores, tornando-se elétrons de conducao.
Num semicondutor a diferenca de energia entre a banda preenchida e a banda vazia é
menor que a observada nos isolantes (cerca de 1 eV') - desta forma os elétrons mais
energéticos podem ser excitados facilmente para niveis de energia superiores. Além disso,
a condutividade nos semicondutores nao é causada apenas pelos elétrons que conseguiram
pular para a banda de conducao. Os buracos, também chamados de lacunas, que eles
deixaram na banda de conducgao também dao contribuicao importante. Tao importante
que este buracos sao tratados como particulas normais com carga positiva, oposta a do
elétron[45].

Incontestéavelmente, Felix Bloch® foi uma figura histoérica no desenvolvimento da fi-

®Felix Bloch (1905-1983) foi um fisico Suico laureado, juntamente com Edward Mills Purcell, com o
Nobel de Fisica em 1952, pelo “desenvolvimento de novos métodos de medicao precisa do magnetismo
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8 Fundamentacao Teorica

sica no século XX. Nao se pode negar a relevancia dos seus “primeiros esforcos em teoria
quantica dos metais e solidos” (modelo de Bloch) no contexto de Fisica do Estado Solido.
E importante observar que o presente modelo considera o elétron num sistema cristalino
perfeito, homogéneo, além de desprezar a interacao entre elétrons de conducao. Entre-
tanto, a estrutura cristalina dos s6lidos encontrados na natureza, e mesmos os produzidos
em laboratério, nao é perfeita e homogénea. Deve-se lembrar também que os elétrons
contidos num soélido qualquer estao sujeitos a interacoes Coulombianas nao s6 com os
fons, mas também com os demais elétrons da rede. Veremos a seguir modelos especifi-
cos utilizados nos estudos das propriedades de transporte eletronico na presenca destes
ingredientes (desordem e interagao entre elétrons).

2.3 Desordem, interacao e transicao metal-isolante

Sabemos que nao existe uma estrutura cristalina perfeita e homogénea dos so6lidos
encontrados na natureza ou mesmos daqueles produzidos em laboratorio. Além disso,
devemos lembrar que as propriedades de conducao de um material sao associadas ao
transporte de cargas elétricas. Num so6lido existem um nimero grande de elétrons, da
ordem do niimero de Avogrado, de maneira que a interagao entre estes deve ser levada em
conta em questoes envolvendo as propriedades de conducao. De fato, o comportamento
do pacote de onda eletronico sofre influéncia significativa na presenca de desordem [15,
16, 17, 18] e interacao elétron-elétron[3, 4, 46, 47]. Estes ingredientes podem fazer com
que o sistema apresente um comportamento tipico de isolante, em que a funcao de onda
eletronica torna-se localizada numa regiao finita da rede.

Diante dos ingredientes acima apresentados, podemos dizer que existem outros dois
tipos de isolantes:

1. Isolante de Anderson.
2. Isolante de Mott.

Ao primeiro podemos associar aos efeitos da distribuicao dos ions da rede, enquanto
que o segundo a interacao Coulombiana elétron-elétron. Vejamos a seguir os modelos
que estudam a influéncia destes ingredientes, separadamente, sobre a fun¢ao de onda
eletronica.

2.3.1 Existéncia de desordem e o isolante de Anderson

Em 1958, P.W. Anderson® apresentou a comunidade cientifica um modelo que leva
em consideracao os efeitos de desordem sobre a func¢ao de onda eletronica [15]. Anderson
apontou que a funcao de onda eletronica pode ser alterada na presenca de desordem,
sendo possivel observar a auséncia de difusao eletronica, ou seja, a existéncia de um
carater isolante do material.

nuclear e descobertas afins”, nomeadamente a ressonancia magnética nuclear (RMN).
6Philip Warren Anderson (1923-): Fisico Norte-Americano laureado com o Nobel por suas contribui-
¢Oes as teorias da localizagdo, antiferromagnetismo e supercondutividade de alta temperatura.
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2.3 Desordem, interacao e transicao metal-isolante 9

O termo desordem esta vinculado a estrutura cristalina, caracterizando imperfeicoes
estruturais da rede (distribuigao dos atomos nao seguindo uma periodicidade espacial) ou
imperfeigoes composicionais (existéncia de diferentes atomos ou lacunas), como pode ser
visto na representacao apresentada na figura 2.2.

Figura 2.2: Representagdo de uma rede quadrada 2D com diferentes tipos de desordem. (a)
Rede cristalina perfeita; (b) Vacancias ou lacunas distribuidas aleatoriamente; (c¢) Deslocamentos
de rede; (d) Diferentes atomos distribuidos aleatoriamente.
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Fonte: Autor, 2011.

No modelo tedrico apresentado na segao anterior (teoria de Bloch-Peierls-Morse-Wilson),
um soélido é um isolante se cada banda estd completamente cheia ou completamente vazia.
Neste caso, a Energia de Fermi Er est& entre as bandas de valéncia e conducao, existindo
um gap de energia separando as mesmas. Uma vez que fungoes de onda sao fungoes de
Bloch, podemos dizer que estas tem uma “extensao” consideravel ao longo do cristal. Em
outras palavras, podemos dizer que a funcao de onda eletronica nas vizinhancas da Er
correspondem a estados estendidos.

Ao lidarmos com o isolante de Anderson, temos estados eletronicos localizados, ou seja,
a funcao de onda pode tornar-se concentrada numa regiao composta de alguns dtomos da
rede, com amplitude desprezivel no restante do solido. Este comportamento é ilustrado
na figura 2.3, onde o envelope da funcao de onda decai exponencialmente no espaco
(r) ~ exp(r—rg)/€. O parametro &, conhecido por comprimento de localizagio, é usado
para caracterizar a funcao de onda eletronica.

Figura 2.3: Representacao da fungéo de onda tipica de um estado localizado, com comprimento
de localizacao &.

Fonte: P.A. Lee, 1985 (referéncia [17]).

Para capturar a esséncia do transporte eletronico na presenca de desordem, Anderson
prop6s um hamiltoniano contendo somente um termo cinético que descreve o hopping
do elétron entre sitios vizinhos e um termo de potencial que descreve a energia de cada
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10 Fundamentacao Teorica

Figura 2.4: Amostra de um distribui¢do de potencial desordenado para uma cadeia de 1000
sitios e largura de desordem (a) W = 1.0; (b) W=20e(c) W= 3 O
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Fonte: Autor, 2011.

sitio da rede. O hamiltoniano em questao, conhecido como hamiltoniano de Anderson,
expresso numa representacao de segunda quantizacao, ¢ dado por:

H= Z ezc ¢+ Z tw e (2.5)

i#£]

onde ¢; ¢ a energia do sitio 7 e t;; é chamado de integral de transferéncia entre os sitios i

e 7, também conhecido como a amplitude de hopping. Os termos cZT

e ¢; sao operadores
de criacao e aniquilacao de elétrons no sitio 7. Anderson introduziu o efeito de desordem
considerando as energias ¢; sendo ntimeros aleatoriamente distribuidos num intervalo de
largura W, sendo este tltimo parametro chamado de largura da desordem (ver figura 2.4).
E facil perceber que este tipo de distribuicio representa uma desordem composicional,

como se o cristal fosse formado por diferentes &tomos aleatoriamente distribuidos.

O comportamento da localizacao da funcao de onda pode ser entendido como um espa-
lhamento das ondas de Bloch no potencial aleatério. Em seu artigo, Anderson apresenta
a localizacao da funcao de onda apenas quando o sistema apresenta-se com um grau de
desordem sificientemente alto. Neste caso, podemos entender como o espalhamento das
ondas de Bloch no potencial aleatorio causando uma perda da coeréncia de fase suficiente
para a localizacao da funcao de onda. Para um grau de desordem fraco, a funcao de onda
eletronica continua estendida, porém sem coeréncia de fase sobre o comprimento de escala
do livre caminho médio (ver figura 2.5). Para graus de desordem intermediarios o sistema
apresenta uma transicao metal-isolante, ou seja, a funcao de onda deixa de ser estendida
e passa a ser localizada.

Figura 2.5: Representagao da funcao de onda tipica de um estado extendido com livre caminho
médio .

Fonte: P.A. Lee, 1985 (referéncia [17]).
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2.3 Desordem, interacao e transicao metal-isolante 11

A transicao metal-isolante oriunda da desordem pode ser facilmente percebida ao
considerarmos dois limites. No primeiro limite, consideremos que todas as energias €; sao
escolhidas com mesmo valor, ou seja, W = 0. Como resultado ndés obtemos fungoes de
Bloch estendidas por toda a rede. O outro limite, consideremos ¢;; = 0, ou seja, nenhum
dos sitios sdao conectados. E 6bvio que nio observa-se transporte eletronico neste caso,
o que resulta em autoestados localizados. Desta forma, podemos ver que o modelo de
Anderson descreve uma transicao metal-isolante que é governada, ao menos parcialmente,
pela razao W/t. Em outras palavras, Anderson mostra que, apos W/t exceder um valor
critico, os estados da banda de valéncia sao localizados.

Apos o resultado de Anderson, o tema localizacao devido a presenca de desordem
foi rapidamente e amplamente abordado por diversos autores. Entre os diversos autores
da area Sir Nevill Mott” merece destaque por seu empenho e desenvolvimento de véarios
e importantes estudos|[48, 49]. Em um destes trabalhos, Mott, juntamente com Twose,
sugeriram que a transicao metal-isolante dependia da dimensao do sistema. Isto porque,
os seus resultados mostravam que, independente do grau de desordem, todos estados
no modelo de Anderson unidimensional sao localizados[50]. Embora os autores tenham
utilizado o modelo de Kronig-Penney desordenado, seus resultados sao corroborados pelos
estudos de Borland que considerou uma distribuicao aleatéria de fungoes deltal51]. Mott
também sugeriu que mesmo para um grau de desordem fraco, existem estados localizados
para as energias perto das extremidades de uma banda [52]. Ele propos o conceito de uma

Figura 2.6: Densidade de estados em uma banda parcialmente localizada, ou “banda de An-
derson”. O mobility edge E. separa as regioes de estados localizados (4rea hachurada) e estados

extendidos.
NE®}

localizado

extendido

Fonte: Autor, 2011.

energia critica F,. que separa energeticamente estados localizados de estados extendidos,
como representado na figura 2.6. Esta energia critica conhecida atualmente por mobility
edge® representa esta energia critica para a transicao de um estado extentido (metalico)
para um estado localizado (isolante). Expressando de maneira simpléria a condutividade

Sir Nevill Mott (1905-1996): Fisico Inglés que ganhou o Prémio Nobel de Fisica em 1977 por seu tra-
balho sobre a estrutura eletronica de sistemas magnéticos e desordenados, especialmente semicondutores
amorfos. O prémio foi compartilhado com a Philip W. Anderson e J.H. Van Vleck, que realizaram seus
estudos sobre as propriedades eletronicas dos sélidos independentemente.

8Termo implatado por Cohen e colaboradores em 196953
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em termos de E. temos:
o(E)=0 (F<E,) e o(E)>0 (E>E,)

Em termos da energia de Fermi Ep, se Er > FE,. o sistema ¢ metalico e a condutividade
o aumenta quando 7' — 0. Por outro lado, se Er < E. a condutividade ¢ — 0 quando
T — 0.

A transi¢ao de um regiao em que Er > F, para uma regiao em que Er < E. apresenta
varias dificudades na descricao das propriedades do sistema na vizinhanca do “ponto
de transicao”. A analogia com problemas de transicao de fase possibilitaram aplicar
alguns métodos da area ao estudo de localizagao de Anderson. Um destes métodos foi a
transformacao de escala de fenomenos criticos, método este que foi o pilar principal para
um dos mais importantes, se nao o mais importante trabalho relacionado ao modelo de
Anderson: A teoria de escala da localizacao.

2.3.2 Teoria de Escala da localizacao

A busca por um resultado consistente sobre o localiacdo de Anderson fez com que
Thouless estudasse o modelo de Anderson utilizando conceitos de transformacao de escala
de fendomenos criticos[54, 55, 56]. A idéia de Thouless se baseia no fato de que uma
autofuncao localizada deve se tornar insensivel as condicoes de contorno a medida que o
tamanho da amostra ¢ aumentado para além do seu comprimento de localizagao, enquanto
que o estado estendido seria sempre sensivel, independentemente do tamanho da amostra.
Desta forma, Thouless propos uma reformulagao do modelo de Anderson[55] utilizando-se
dos seguintes conceitos:

e Um sitio atébmico ¢ do modelo de Anderson corresponde a um “bloco” do material
contendo muitos sitios. Este bloco possui volume L%, sendo d a dimensao e L o lado
do bloco. O solido é formado por varios destes blocos acoplados uns aos outros.

e As energias caracteristicas do modelo de Anderson W e t sio mapeadas em outras
duas grandezes. A largura de desordem W corresponde a AE ~ W/N que representa
o espacamento médio entre os niveis de energia dentro do bloco. O hopping t;;
corresponde a 0F que representa o deslocamento §F causado por mudancas nas
condicgoes de contorno na interface do cubo.

e A razao W/t do modelo de Anderson que nos oferece uma medida do grau de desor-
dem é agora mapeado na razdo AE/JE que possui uma caracteristica de parametro
de desordem.

Desta forma, o grau de localizacao da funcoes de onda esté relacionado a sensibilidade dos
niveis de energia a variagao nas condi¢oes de contorno. Esta variacao dos niveis de energia
devido as condicoes de contorno é expressa em termos da condutancia. Considerando que
o elétron realiza um movimento browniano dentro da caixa, podemos escrever

L2

to =7 (2.6)
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2.3 Desordem, interacao e transicao metal-isolante 13

sendo D a constante de difusao. Através de um elegante argumento euristico, baseado no
principio da incerteza (6t0FE > h), podemos exprimir

5E—h

- (2.7)

sendo tp o tempo necessario para um pacote de onda eletronico difundir até os contornos
da caixa de lado L. Conhecendo a relacao de Einstein entre a condutividade e as pro-
priedades de difusdo, temos o = e?Dn(E) (sendo n(FE) a densidade de estados média).
Combinando esta tultima com as equagoes 2.7 e 2.6, temos:

oh

5 = Ty (2.8)

ou seja, podemos escrever 6 em funcao da condutividade o no limite macroscopico.

Uma vez que podemos escrever a densidade de estados média como funcao do espaca-
mento médio entre os niveis

1
E)y=—— 2.
ME) = — (29)
reescrevemos a expressao 2.8 como
oF h
= —oL%? (2.10)

AE €2
Visto que 0 L%~2 pode ser interpretado como a condutancia de cubo d-dimensional de lado
L, podemos dizer que G(L) dado por
_O0E _h

—oL%2, (2.11)

(L =3g=a

pode ser visto como a condutdncia generalizada expressa em unidades de e?/h. Esta
ultima expressao nos fornece uma medida do grau de desordem no sistema, analoga a
razao t/W no modelo de Anderson tradicional. Estados estendidos que sdo sensiveis as
mudancas nas condigoes de contorno (§F > AFE), enquanto que estados localizados nao
sao (0F < AE).

O modelo proposto por Thouless [55] serviu como base para um trabalho consistente
sobre a teoria de Anderson: a teoria de escala da localizagdao [16]|. Apresentado em 1979,
o trabalho proposto por Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishman, expoe a
depedéncia da transicao metal-isolante com a dimensao do sistema. Baseada no modelo de
Thouless descrito anteriormente, a teoria de escala da localizacao define uma condutancia
generalizada admensional ¢g(L) dada por

G(L) h

(L) = 77 = wCD) (212)

Esta condutancia generalizada é uma funcao de escala que sera investigada com respeito
a sua dependéncia em relacao ao comprimento de escala utilizado. Supondo gy como a
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14 Fundamentacao Teorica

condutancia generalizada para um sistema composto por caixas acopladas de volume L,
temos go = g(Lo) = 6E(Lg)/AE(Lp). A teoria de escala assume que, dada a existéncia

Figura 2.7: Representacao grafica da teoria de escala da condutancia generalizada.

AN

N o 9(g,,b)

Fonte: Autor, 2011.

de uma condutancia generalizada gy para um escala de comprimento Ly, pode-se obter
uma condutancia generalizada ¢ para uma escala maior L = bLy. Nessa nova escala, a
condutancia generalizada g é completamente determinada pelo valor de gq e b, sendo este
ultimo um fator de escala.

Se o fator de escala b for tratado como uma transformacao continua, o comportamento
de escala de g pode ser determinado pela funcao

_dlng(L)

Blg) = Il (2.13)

Nesta ultima equacao, podemos perceber que a quantidade 5 > 0 reflete o crescimento
de g com o crescimento de L, enquanto que S < 0 reflete o decrescimento de g com o
aumento de L. A figura 2.8, proposta no trabalho de Abrahams, Anderson, Licciardello
e Ramakrishman [16|, apresenta o comportamento de (3(g) para d = 1,2 e 3. A analise
do comportamento qualitativo da fun¢ao 5(g), que nos leva ao melhor entendimento da
figura 2.8, pode ser determinado tomando os seus limites assintoticos (¢ — oo e g — 0)
na equagao 2.13.

g — oo: Para grandes valores de g(L), relativo a um baixo grau de desordem, a
condutancia generalizada é dada pela teoria macrostopica de Thouless, de maneira que
G(L) é dado pela expressao 2.11. A analise da funcdo 2.13 nos revela que:

lim B(g) ~d—2 (2.14)

g—0o0

ou seja, como g cresce com o aumento de L (ver expressao 2.11), temos
+1 para d=3

Blg— o0)x{ U para d=2 (2.15)
—1 para d=1

Estes limites podem ser vistos no lado direito da figura 2.8.

g — 0: Para pequenos valores de g(L), a conduténcia generalizada apresenta uma
dependéncia exponencial do tipo g ~ e~%/¢. Isto é reflexo do elevado grau de desordem
que faz com que os estados eletronicos sejam localizados. Neste caso, devemos lembrar
que a func¢ao de onda eletronica apresenta um decaimento exponencial no espago ¥(r) ~
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2.3 Desordem, interacao e transicao metal-isolante 15

Figura 2.8: Comportamento qualitativo da fun¢do de escala 5(g) em funcio das dimensoes
d=1,2 e 3 na teoria de escala apresentada em [16].

_dfng
B =it

d>2 /

Fonte: E. Abrahams, 1979 (referéncia [16]).

exp(r — rg) /€, sendo € o comprimento de localiza¢ao (ver pagina 9). Temos assim um
comprimento de localizagao £ muito menor (£ < L) que o tamanho da amostra. A anélise
da funcgao 2.13 nos revela que:

lim 5(g) ~Ing (2.16)

Como a condutancia generalizada g(L) diminui com o aumento de L (g ~ e~L/%), através
da ultima equacao vemos que ((g) se aproxima de —oo quando ¢ tende a zero, indepen-
dente da dimensao.

Observa-se que a figura 2.8 ao apresentar o comportamento de 3(g), revela a dependén-
cia da transicao de Anderson com a dimensao do sistema. Embora tenhamos desenvolvido
o comportamento qualitativo da fungdo (g), para um determinado grau de desordem,
g(L) evolui lentamente e monotonicamente entre as equacoes 2.14 e 2.16, esbocando as
curvas da figura 2.8. Espera-se que (g) seja continuo visto que esta funcao descreve a
condutancia de um sistema finito evoluindo em funcao da escala. Assumir a monotoni-
cidade garante que a forma da condutancia para elevados graus de desordem interpole
lentamente ao valor assintotico de grau de desordem fraco.

A teoria de escala propoe que o modelo de Anderson para d < 2, todos os estados
sendo localizados independente do grau de desordem do sistema, visto que (3 é sempre
negativo. Isto significa que se conhecemos g(Lg) = go para algum Lo, para todo L nos
obteremos g(L) ~ e */¢ quando L — oo. O resultado encontrado para d = 1 concorda
com os trabalhos de Mott [50] e Borland [51]. Em d = 2, embora tenha sido mostrado que
(g — o0) =~ 0, todos os estados sdo localizados. Isto porque, para g grande, a fungao
B2q esté tao perto do eixo f = 0, que g diminui muito lentamente com o aumento L. O
comprimento de localizacao pode exceder em muito as dimensoes da amostra analizada em
sistemas 2d desordenados. Desta forma, a teoria de escala prevé que para um comprimento
de escala suficientemente grande, mesmo para graus de desordem pequenos, os estados
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eletronicos em um sistema 2d sao localizados. Em d = 3 a teoria de escala prevé a
existéncia de comportamentos distintos para 5(g) < 0 e 5(g) > 0. Existe um ponto
critico g. que separa a regiao em que o sistema comporta-se como um isolante (8 < 0)
da regiao em que o sistema apresenta um carater metalico ( > 0). Maiores detalhes
sobre o ponto critico e o comportamento do sistema perto do ponto critico podem ser
encrontrados na referéncia [57].

A teoria de escala foi responsavel por deixar evidente alguns fatores importantes da
transi¢ao metal-isolante proposta por Anderson. De fundamental importancia para a fi-
sica do estado solido de sistemas amorfos, a localizacao de Anderson e a teoria de escala
proporcionaram o desenvolvimento de inimeros estudos tedricos e experimentais de trans-
porte eletronico, que podem ser encontrados sumarizados em artigos de revisao [17, 58, 59|
e em livros [60, 61, 62, 63]. Além disso, embora a proposta inicial de Anderson tenha sido
elaborada no contexto de localizacao da funcao de onda eletronica, o fenomeno de locali-
zagao na presenca de desordem tem sido observado em diversos meios, como por exemplo:

Ondas eletromagnéticas: Arya e Birman discutiram a propagacao de uma onda op-
tica através de um dielétrico possuindo uma distribuicao de particulas metalicas aleatorias
no seu interior. Eles mostraram que a localizacao acontece em virtude da concentracao
de particulas [64]. Drake e Genack estudaram a difusdo Optica através da transmissao de
pulsos de picosegundos em uma amostra com esferas de titanio no ar|65]. Seus resultados
foram corroborados pelos estudos de Economou e Soukolis, que indicam uma localizacao
Optica em um sistema de esferas de titanio no ar [66]. Mais recentemente, Wiersma e
co-autores observaram o fenémeno de localizacdo de Anderson para a luz em experimen-
tos de Opticos através de um experimento realizado em amostras de Arsenieto de Galio.
Seus resultados mostram que o coeficiente de transmissao diminui exponencialmente em
relacao a espessura de uma amostra [67]. Schwartz e co-autores relataram a observagao
experimental da localizacao de Anderson causada por flutuagoes aleatorias em uma rede
fotonica bidimensional (ver figura 2.9). Foi demonstrado que um transporte balistico se
torna difuso na presenca de desordem, e que a localizacao de Anderson ocorre para um
elevado nivel de desordem [68]. Nascimento, Moura e Lyra investigaram varios aspectos

Figura 2.9: Resultados experimentais para a propagacao de luz em redes fotonicas desordenadas.
A distribuicao da intensidade de luz medida experimentalmente para uma rede (a) sem desordem,
(b) com 15% de desordem e (c) 45% de desordem.

Fonte: T. Schwartz, 2007 (referéncia [68]).

de escala do espectro de transmissao em meios dielétricos de multicamadas com desordem
posicional. Seus resultados demonstram que a desordem induz dois aspectos opostos so-
bre o comportamento de transmissao: para frequéncias em que o comprimento 6ptico de
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cada camada é um maultiplo inteiro de meio comprimento de onda, o principal efeito da
desordem é promover a localizacao exponencial dos modos, exceto na ressonancia; Ja na
regiao de freqiiéncias proibidas, conhecido como band gap fotonico, a desordem promove o
aparecimento de estados que promovem uma pequena transmissao, mas finita em sistemas
finitos. [69]. Outros trabalhos na area podem ser encontrados no artigo de revisao [70].

Ondas actsticas: Alguns estudos foram direcionados a propagacao do terceiro som
(“third sound”) sobre substratos desordenados de superfluido de * He. Entre eles, Condat
e Kirkpatrick, através de estudos teoricos, propuseram um sistema experimental para a
observacao da localizacao de ondas acusticas em sistemas 1d [71], enquanto que Cohen e
Machta apresentaram andlises teoricas do modelo para sistemas 2d [72]. Recentemente, F.
Shahbazi e colaboradores estudaram a localizagao de ondas actsticas em meios altamente
heterogéneos, e formularam um método de teérico para investigar o problema em meios
que sao caracterizados por uma ampla distribuicao de constantes elasticas [73]. Os autores
demonstram que h& uma transicao, induzida pela desordem, para o regime localizado,
para qualquer dimensao. Outros trabalhos na area, tanto tedricos quanto experimentais,
podem ser encontrados no artigo de revisao |74];

Ondas de Matéria (matter waves): Estudos recentes tem demonstrado a criagao
de estruturas periodicas em 1d, 2d e 3d nas quais atomos podem ser aprisionados, com
a possibilidade de manipulacao da rede periddica. Condensados de Bose-Einstein dentro
destes potenciais periddicos induzidos por luz, conhecidos como redes o6pticas, comparti-
lham muitas caracteristicas com elétrons em soélidos [32]. Do ponto de vista experimental,
a manipulacao de gases ultra frios nestas redes Opticas tem se mostrado muito importan-
tes, com a perspectiva de que tais sistemas sejam utilizados como simuladores quanticos
para responder a algumas perguntas em aberto da matéria condensada [75]. Dentro do
contexto de sistemas com desordem, Damisky e co-autores estudaram um sistema cons-
tituido de um gés de Bose ultra frio em redes Opticas. Seus resultados revelam que o
aparecimento de uma pequena perturbacao do potencial da rede pode resultar em uma
transicao de um regime de superfluido para um regime localizado. Esta transicao ocorre
em escalas de tempo experimentalmente vidveis e pode ser facilmente controlada, per-
mitindo uma anélise detalhada de transi¢oes induzidas por desordem [76]. Do ponto de
vista experimental, estudos recentes revelaram a observacao da localizacao de Anderson
em condensados de Bose-Einstein em redes opticas|77, 78|. Outros trabalhos sobre redes
Opticas e localizacao de Anderson em ondas de matéria podem ser encontrados nos artigos
de revisao [32, 75|

Excitagoes coletivas: O movimento vibracional coletivo de cadeias harmonicas de-
sordenadas unidimensionais também podem ser mapeados no modelo de Anderson [79].
A maioria dos modos normais de vibragao estao localizados. Entretanto, existem alguns
modos delocalizados de baixa frequéncia, cujo namero é da ordem de /N, caso em que as
cadeias desordenadas se comportam como um sistema livre de desordem |79, 80]. Também
é possivel mapear o Hamiltoniano de Heisenberg associado a excitagoes de um magnon
através de modelo eletronico [81]. Em geral, demonstra-se que os estados de energia
finita sao exponencialmente localizados em qualquer grau de desordem. No entanto, o
comprimento de localizacao tipico cresce & medida que se aproxima do limite inferior da
banda [82, 83, 84|. Além disso, foi demonstrado que uma excitagao de spin inicialmente
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localizada pode apresentar um comportamento super-difusivo na presenca de desordem
[84].

Podemos ver que, embora contenha vérias simplificacoes, o modelo de Anderson é
considerado até hoje a estratégia mais eficiente para estudar os efeitos da desordem sobre
propriedades de transporte eletronico. Muitos dos estudos sobre localizagao de Anderson
tem sido feitos em termos de procedimentos de escala, revelando resultados que concor-
dam com a teoria de escala: no modelo de Anderson, para d = 1 e d = 2 nao existe
transi¢do metal-isolante, enquanto que em d = 3 ha um ponto critico (mobility edge)
para a transicao metal-isolante. Entretanto, a presenca de determinados “ingredientes”
no modelo de Anderson da origem a resultados nao previstos na teoria de escala. Veremos
a seguir um pouco mais sobre estes modelos.

2.3.3 Excecoes da teoria de escala: existéncia de aperiodicidade
e correlacao

A teoria de escala da localizacao apresentada anteriormente revela o comportamento
isolante em sistemas 1d e 2d para qualquer quantidade de desordem e a possibilidade
de um comportamento metalico em sistemas 3d, ou seja, uma transicao metal-isolante.
Entretanto, uma série de trabalhos tém sido apresentados nas ultimas décadas, nos quais
a distribuicao de desordem é feita de forma a respeitar sequéncias pseudo-aleatorias ou
apresentando correlagoes. A presenca destes ingredientes na distribuicao da desordem sao
responsaveis por um comportamento nao previsto pela teoria de escala para o modelo de
Anderson.

Aperiodicidade

Ao fim dos anos 70 e inicio dos anos 80 foram apresentados os primeiros modelos
de baixa dimensionalidade que revelaram uma transicao metal-isolante. Estes modelos
apresentam potenciais incomensuréveis, tendo como uma das suas caracteristicas o com-
portamento intermediario entre os casos periodico e aleatorio [85, 86, 87, 88]. M. Ya.
Azbel, utilizando o modelo de Kromig-Penney, demonstrou que os auto-estados podem
ser estendidos e localizados, separados por mobility edges. Foi estabelecida também uma
relacao entre o modelo estudado e as propriedades eletronicas de estruturas lineares de
potenciais com periodos incomensuréveis conhecidas na época [85]. J.B.Sokoloff , moti-
vado pelo trabalho de Azbel, estudou a localizacao eletronica num modelo tight-binding
contendo um potencial com periodo incomensuravel de modulagao periddica [86]. Em seu
modelo, a equacao de Schrodinger é apresentada como

fn+1 + fnfl + %(COS qn)fn = Efn (217)

sendo f,, o coeficiente de expansao para a funcao tight-binding [(z) =Y fad(x —na)l,
enquanto ¢ representa um orbital atomico. As demais grandezas estao em unidades de
amplitude de hopping. A incomensurabilidade se d4 ao assumirmos ¢ como irracional.
Neste trabalho foi mostrado que a teoria apresentada por Azbel prevé a existéncia de
mobility edges proximos de £(2 — V4). O autor apresentou a existéncia de uma transi¢ao
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Figura 2.10: Potencial aperiodico calculado a partir da equacao 2.18. Os parametros caracte-
risticos do potencial apresentam os seguintes valores: V =15, ra = 1e (a) v = 0.5; (b) v = 1.0;
(c) v=1.5.
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Fonte: Autor, 2011.

metal-isolante em uma dimensao para um valor critico V. Motivados pelo modelo estu-
dado por Sokoloff, Soukoulis e Economou investigaram a natureza dos auto-estados em
cristais unidimensionais, sendo que a distribuicao do potencial para os sitios era incomen-
suravel [87]. Os autores utilizaram trés diferentes métodos para determinar a natureza
dos auto-estados e concluiram que a presenca de incomensurabilidade produz, em geral,
mobility edges em sistemas unidimensionais.

Griniasty and Fishman investigaram o comprimento de localizacao do modelo tight-
binding V,, f,, + fui1 + fno1 = Eu, [89]. Em seu modelo, a distribui¢ao do potencial V,, é
regido pela equacao

V., =V cos k|n|” (2.18)

tendo k = ma, o é um numero irracional para que V,, seja um potencial incomensuravel.
Caso « seja um racional e o parametro v assuma o valor v = 1, V,, tomara forma de
um potencial periddico. O parametro V' funciona como uma amplitude da distribuicao
de potenciais, onde 2V representa a largura de desordem. Exemplos de distribuicoes de
potencial regido pela equacao 2.18 podem ser vistos na figura2.10. Através de calculos
numéricos e usando teoria de perturbacao para V < 1, os autores observaram uma
similaridade cada vez maior entre o potencial da eq.(2.18) e potenciais aleatorios, & medida
que aumenta-se o valor de v. Constatou-se a existéncia de estados estendidos para V' < 2,
estados localizados para V' > 2. Além disso, foi visto que para v > 2, todos os estados
eram localizados, enquanto que o caso 0 < v < 1 existiam estados estendidos. Para
1 < v < 2 encontrou-se uma discordancia entre os resultados previstos pelo método
de teoria de perturbagao e os resultados numéricos, tendo o autor sugerido uma maior
investigacao do problema.

S. Das Sarma e colaboradores|[90|, assim como Griniasty e colaboradores [89] e Thou-
less [91], investigaram a localiza¢ao de um modelo tight-binding unidimensional, tendo o
potencial regido pela equacgao 2.18. Os resultados apresentaram a existéncia de estados
estendidos e localizados dependente da largura de desordem e dos valores de v.

e Quando 0 < v <1 eV < 2:Havera estados estendidos na faixa —24+V < F < 2-V
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e estados localizados nas faixas 2 -V < EF <2+ Ve 2-V<E<-2+V.

Quando 0 < v <1eV > 2: Todos os estados sao localizados.

Quando v =1 e V < 2: Todos os estados estendidos

Quando v =1e V > 2: Todos os estados sao localizados.

Quando 1 < v < 2: Todos os estados sao localizados, mas o expoende de Lyapunov
se aproxima de zero no centro da banda.

Quando v > 2: O sistema se comporta como um modelo de Anderson unidimensional
e todos os estados sao exponencialmente localizados.

Em outro trabalho, S. Das Sarma e colaboradores desenvolveram uma técnica semi-
classica assintotica para calcular, no limite termodinamico, a densidade de estados e o
expoente de Lyapunov para o modelo tight binding unidimensional com potencial on-site
regido pela equagao 2.18 [92]. Além disso, realizaram estudos numéricos envolvendo a
diagonalizagao direta e calculos recursivos de matriz de transferéncia para compreender
as propriedades de localizacao do modelo. Os resultados analiticos estao exatamente de
acordo com os resultados numéricos, diferentemente da técnica utilizada por Griniasty
and Fishman [89], que possui limitagoes. Neste tltimo foi apresentado a existéncia de
uma transicao metal-isolante no modelo uni-dimensional para V' < 2 e v < 1, com o0s
mobility edges fixos para energias E, = +[2 — V|.

Assim como o modelo de Anderson, distribui¢oes deterministicas tem sido abordadas
em diversos estudos. Como exemplo, temos o trabalho de Costa e Moura, que estudaram
numericamente a propagacao de ondas aciisticas em um sistema unidimensional com uma
distribuicao elasticidade pseudo-aleatorios, similar & equacao 2.10. Seus resultados indi-
cam a presenca de ondas acusticas estendidas, com uma frequéncia diferente de zero, para
um grau aperiodicidade suficiente [93]. Xiaoming Cai e colaboradores estudaram a tran-
si¢cao da fase superfluida para a fase vitrea de Bose (Bose-glass ou isolante de Anderson)
para um gas de Bose fortemente repulsivo, em uma rede optica aperiodica 1d. Seus re-
sultados demonstram a existéncia de uma transigao de fase superfluido para isolante [94].
Nascimento, Moura e Lyra investigaram a transmissao de ondas eletromagnéticas planas
através de uma estrutura 1d de multicamadas de dielétricos que apresentam seqiiéncias
aperiodicas de indices de refracao [95]. A aperiodicidade é introduzida ao considerar a
sequéncia de indices de refracao seguindo uma funcao senoidal cuja fase ¢ varia como
uma lei de poténcia do indice da camada, ¢ o 7. Seus resultados revelam que no regime
pseudo-aleatorio (v > 1), a localizagdo de Anderson dos modos eletromagnéticos leva
a uma grande lacuna no espectro de transmissao, com bandas de transmissao estreitas
centradas na ressonancia de Bragg. No regime de v < 1, existe uma dependéncia nao
monotonica da transmissao espectral média com o expoente da aperiodicidade ov. Em um
sistema, ferromagnético quantico unidimensional com uma distribuicao de acoplamentos
aperiodica, Moura apresentou a existéncia de uma fase de ondas de spin estendidas na
regido de baixa energia [96].

De maneira geral, os estudos relacionados ao modelo de Anderson que possuem uma
distribuicao aperiodica, apresentam caracteristicas entre o modelo periodico de Bloch e
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o modelo aleatério de Anderson. Embora a teoria de escala tenha previsto uma transi-
¢ao metal-isolante (ou extendido-localizado para sistemas analogos) em 3d, os trabalhos
apresentados anteriormente e iniimeros outros revelam que algumas distribuicoes deter-
ministicas sao responsaveis por atribuir ao modelo uma transicao nao prevista pela teoria
de escala. Além disso, do ponto de vista numérico, é importante ressaltar que se trata de
uma distribui¢do deterministica, ndo sendo necessérios célculos de valores médios (sobre
amostras) das grandezas investigadas. Isto quer dizer que, do ponto de vista experimental,
todas as amostras devem apresentar a mesma distribuicao de potenciais (caso eletronico),
elasticidade (caso de ondas actsticas), indices de refracdo (caso de onda em meios de
multicamadas), ndo sendo necessarias medidas em diversas amostras.

Correlagoes

Como foi brevemente falado no inicio desta secao, a presenca de correlagoes na distri-
buicao da desordem também é responsavel por comportamentos nao previstos no modelo
de Anderson de baixa dimensionalidade. Flores mostrou que o Hamiltoniano de Anderson
unidimensional, tendo a presenca de desordem na distribuicao do potencial e da amplitude
de hopping, pode apresentar uma energia critica (F.), onde a transmissao (delocaliza¢io)
da funcao de onda ocorre quando sao introduzidas correlagoes entre as energias dos sitios
e os termos de hopping [97]. Dunlap, Wu e Phillip apresentaram um estudo sobre uma
cadeia composta por uma liga binéria, conhecida na literatura como modelo do dimero
aleatorio (random-dimer model) [98]. Nesta liga as energias dos sitios do sistema podem
assumir os valores de €4 e eg, com probabilidades p e 1 — p respectivamente. Além disso,
os sitios com energia €4 sempre aparecem aos pares (ver representagao na figura 2.11).
Considerando uma distribui¢do com o maior grau de desordem (p = 1/2) e ¢ a amplitude

Figura 2.11: Distribuicao de potenciais em uma rede de 40 sitios com desordem diagonal do
tipo dimero aleatério. As energias dos sitios do sistema podem assumir os valores de e4 = 1.0
e eg = 2.0, com probabilidades p e 1 — p respectivamente. Os sitios com energia €4 sempre
aparecem aos pares, sendo (a) p = 0.2, (b) p=0.4 ¢ (c) p = 0.6.
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Fonte: Autor, 2011.

de hopping, os autores demonstraram a existéncia de um transporte superdifusivo para
—2t < €4 — ep < 2t, difusivo para €4 — eg = £2t e localizado para outros valores. Os
resultados apresentados por Dunlap, Wu e Phillips foram corroborados por Bovier [99].
Além disso, Wu e Phillips apresentaram o modelo de dimeros aleatorios com desordem
fora da diagonal (desordem no termo de hopping), relatando que este modelo é capaz de
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explicar a transi¢io metal-isolante da polianilina ? [100]. Sanchez, Macia e Dominguez-
Adame também observaram uma supressao da localizacdo de Anderson ao considerar
impurezas do tipo dimero no modelo de Kronig-Penney [101]. Estudos experimentais das
propriedades eletronicas de super-redes de GaAs-AlGaAs com desordem correlacionada
apresentam evidéncias que as correlacoes espaciais inibem a localizacao de estados em
sistemas desordenados de baixa dimensionalidade [102, 103]

Todos os trabalhos descritos anteriormente relatam que a existéncia de correlagoes
de curto-alcance, na distribuicao da desordem induz o aparecimento de estados exten-
didos. Entretanto, no limite termodinamico, a densidade de estados revela a auséncia
de mobility edges separando estados localizados de estados estendidos. Por outro lado,
mobility edges podem surgir em modelos de baixa dimensionalidade ao introduzir corre-
lagoes de longo-alcance na distribuicao da desordem [104, 105]. Moura e Lyra introdu-
ziram uma correlacao de longo alcance nos elementos da diagonal do Hamiltoniano de
Anderson 1d, representando uma desordem somente nos potenciais dos sitios da cadeia
[104]. Diferentemente do modelo de Anderson usual, que exibe valores para os termos

Figura 2.12: Potencial com desordem correlacionada de longo alcance, baseado na distribuicao
utilizada na referéncia [104]. Foi considerado uma cadeia de 1000 sitios e parametros (a) o = 0.0;
(b) a=1.5e (c) a = 3.0.
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Fonte: Autor, 2011.

da diagonal nao correlacionados com um espectro tipo ruido branco (S(k) oc k%), os au-
tores consideraram as energias on-site sendo regidas por uma sequéncia que descreve o
trago de um movimento Browniano fracionario, com uma densidade espectral especificada
(S(k) o< 1/k*). Este modelo apresenta uma fase de estados eletronicos extendidos para
a > 2, diferente dos resultados anteriores para correlagoes de curto alcance, que apre-
sentavam estados extendidos para determinadas energias ressonantes. Izrailev e Krokhin
apresentaram outro modelo com correlacoes de longo alcance no termo diagonal do Ha-
miltoniano de Anderson, também apresentando uma fase de estados extendidos [105]. Os
resultados apresentados por este ultimo foram corroborados por Kuhl e colaboradores
[106]. Os autores, explorando a analogia entre a particula quantica e a onda eletromag-
nética ja demonstrada anteriormente [107], demonstraram a existéncia de mobility edge
em 1d utilizando um guia de onda retangular. Seu experimento consiste em analisar a
propagacao de luz através de arranjos periddicos de espalhadores. Os autores utilizaram

9Polianilina é um polimero condutor da familia dos polimeros flexiveis.
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Figura 2.13: Guia de onda utilizada por Kuhl e Stockman. Todas as dimensdes estdo em
milimetros.

espalhadores (parafusos)

H

“r”mw.—n”m-u”.w””y,a

i
i
i H
{
H
{ H
{ H
i 3
3

TR ALY

20

antenna

Fonte: U. Kuhl, 1998 (referéncia [107]).

100 espalhadores cilindricos, de raio r = 2.5mm e distantes de d = 20.5mm, introduzi-
dos no guia de onda de maneira que as profundidades podiam variar, funcionando como
parafusos (ver figura 2.13).

Estudos realizados posteriormente estabeleceram a afirmativa que correlagoes de longo-
alcance podem realmente induzir uma transicao metal-isolante em sistemas de baixa
dimensionalidade. Como exemplo, temos o trabalho de Carpena e colaboradores que
apresentaram estudos numéricos utilizando um modelo unidimensional tight-binding com
correlacoes de longo-alcance. Com correlagoes de longo alcance introduzidas em soli-
dos binarios desordenados, observou-se que no limite termodinamico o sistema pode se
comportar como um condutor para uma determinada faixa de energia [108]. Costa e
Moura demonstraram que a propagacao de ondas actisticas em sistemas de baixa dimen-
sionalidade apresentam uma fase de ondas actisticas estendidas para um meio com uma
distribuigao de elasticidade com correlagoes de longo alcance [109].

Dentro deste cenéario, estudos preliminares sobre a presenca de correlacao de longo
alcance na distribuicao da desordem nos direcionoram a investigacao de um modelo de
um elétron em uma rede quadrada 2D. Neste modelo, os temos diagonais foram tomados
como energia de referéncia (e, ., = 0) e os termos de hopping apresentando uma desordem.
Os termos de hopping ao longo da dire¢ao y eram determinados por uma superposicao de
um termo aleatorio nao correlacionado e um termo desordenado com correlacoes de longo
alcance, enquanto que os termos de hopping ao longo da direcao = foram tomados como
unitarios. A distribuicao correlacionada de longo alcance introduzida ao longo da direcao
y foi determinada segundo uma densidade espectral com um comportamento tipo lei de
poténcia 1/k* [104], de maneira que

ty = tanh(vy + py) + (ty) (2.19)

sendo v, = ((«) ﬁj 7 cos(2’TTky + ¢k), onde ¢y sao L/2 fases aleatoriamente distri-

buidas no intervalo [0, 27|, ((«) é a constante de normalizagdo onde escolhemos ter uma
variancia unitaria, (v,) = 0. p, é descrito por L nimeros aleatorios independentes dis-
tribuidos uniformemente no intervalo [-W/2, W/2], sendo (t,) = 2 para evitar termos de
hopping negativos. Através do método da matriz de transferéncia vemos que o sistema
apresenta uma transi¢ao metal isolante pouco convencional, tipo Kosterlitz-Thouless (ver

Instituto de Fisica - UFAL



24 Fundamentacao Teorica

Figura 2.14: (a) Comprimento de localizagdo reescalado A = A\(E)/M como fungao da energia
para a« =2 e M = 20,...,120. Observa-se o colapso das curvas para F < E. = 3, caracterizando
uma transi¢ao metal isolante em E = E.. (b)Fit do comprimento de localizagio extrapolado
apresenta Ao x exp(C/v/E — E.), com E, = 3.00(5). O rapido decaimento do comprimento de
localizagao (observe escala do eixo F) quando deslocal-se sutilmente do ponto de transigao para
o regime isolante é tipico de uma transicao Kosterlitz-Thouless.
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- Q (b)-
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Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [110]).

figura 2.14). O rapido decaimento do comprimento de localizac¢ao (observe escala do eixo
E da figura 2.14a) quando desloca-se sutilmente do ponto de transicdo para o regime
isolante é tipico de uma transicao Kosterlitz-Thouless. Isto ocorre quando a distribuicao
apresenta um expoente de correlacao o > 1. Este resultado apresenta um novo fator,
contrastando com os resultados exibidos por meios desordenados 2D com desordem nao
correlacionada, que nao apresentam uma transicao isolante-metal para qualquer quan-
tidade de desordem. Os resultados deste modelo foram publicados na revista Physics
Letters A (referéncia [110]), como pode ser visto no anexo A.

Todos os estudos apresentados nesta secao até o presente momento foram direcionados
a transi¢ao extendido-localizado (conhecida como transicdo metal-isolante para sistemas
de transporte eletronico) induzida pela desordem. Embora a desordem apresente um
papel importante nas propriedades de transporte de sistemas eletronicos, ela nao é o
tnico fator capaz de dar origem a uma transicao metal-isolante. A interacao elétron-
elétron, desprezada no modelo de Anderson e nos modelos vistos anteriormente nesta
se¢ao, apresenta aspectos relevantes sobre as propriedades de transporte eletronico |3, 4,
46, 47]. Veremos a seguir as principais caracteristicas da presenga da interagao elétron-
elétron.

2.3.4 Interacao elétron-elétron e o isolante de Mott

Vimos anteriormente que a distin¢ao basica entre os metais e os isolantes foi proposto
e criado nos primeiros anos da mecéanica quantica (ver se¢do 2.2). Embora a representagao
da estrutura de bandas tenha apresentado explicagoes com uma grande satisfatoriedade
para varios fendmenos, inclusive a distin¢ao entre isolantes e condutores, alguns relatos nao
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concordam com as previsoes da teoria de bandas. Por exemplo, embora seja previsto um
comportamento metalico para amostras de 6xidos de metais de transigao (como 6xido de
niquel NiO e 6xido cuproso Cus0), observou-se experimentalmente um comportamento
isolante ao estudar-se experimentalmente a condutividade destas substancias [2].

A analise do modelo de Bloch nos leva a perceber que uma das simplificagoes exis-
tentes no modelo é a auséncia de interacao elétron-elétron. Por este lado, visto que as
propriedades de conducao de um material estao associadas ao transporte de cargas elétri-
cas e, em geral, o nimero de elétrons em um solido é da ordem do nimero de Avogrado,
é razoavel pensar na existéncia de interacao elétron-elétron quando se estuda as propri-
edades de conducao de um dado sistema. Diante desta consideracao, o comportamento
nao previsto pela teoria de bandas para 6xidos de niquel NiO e 6xido cuproso C'usO [2]
motivaram os primeiros estudos direcionados a interagao entre elétrons [1]. Neste altimo
trabalho, Mott e Peierls atribuiram o comportamento isolante dos oxidos de metais de
transicao citados anteriormente a forte interacao coulombiana entre os elétrons. Alguns
anos depois, em 1949, N. F. Mott propés um modelo capaz de explicar os resultados ex-
perimentais obtidos para 6xidos de metais de transi¢ao [3]. Nestes compostos, a formagao
de um gap de energia impedindo a conducao pode ser entendida como uma competicao
entre o potencial Coulombiano U entre os elétrons na camada 3d e o hopping entre os
atomos vizinhos.

Isolante de Mott e o modelo de Hubbard

Inicialmente, o principal esfor¢o foi compreender como sistemas com bandas parcial-
mente preenchidas poderiam ser isolantes. No modelo de bandas apresentado na secao
2.2, a distincao entre um sistema metéalico ou isolante, a temperatura zero, era determi-
nada apenas pelo preenchimento de sua estrutura eletronica. Para o caso de isolantes,
a banda de valéncia é totalmente preenchida (ver figura 2.15a), enquanto que os metais
apresentam uma banda parcialmente preenchida (ver figura 2.15b). Em termos do nivel
de Fermi, num isolante este nivel estaria localizado em um gap, enquanto que num metal
estaria localizado interceptando a banda. Embora alguns 6xidos de metais de transicao
apresentem uma banda d parcialmente ocupada, o seu carater isolante é explicado de-
vido & interacao eletronica. Ao inclui-la, a banda que estaria parcialmente preenchida no
modelo de elétrons nao interagentes, é separada em duas sub-bandas (ver figura 2.15¢).
Agora o nivel de Fermi estéa localizado em um gap, o que resulta em um carater isolante.

A fase isolante em muitos sistemas é atribuida as interacoes elétron-elétron e tem
sido fundamentais para a investigacao e entendimento de varios estudos relacionados a
transporte eletronico. Esta fase isolante atribuida a interagao elétron-elétron é conhecida
de isolante de Mott. No isolante de Mott, a energia de interacao Coulombiana entre
os elétrons é um parametro que controla o comportamento do sistema como isolante ou
condutor. O isolante de Mott pode ser descrito de maneira que conecte com o quadro de
gaps de energia apresentado na figura 2.15. Considere uma rede com poucos elétrons e
pense na energia necessaria para adicionar um elétron a esta rede. Como a probabilidade
de encontrar um outro elétron é pequena, este custo energético nao envolve uma repulsao
coulombiana. Entretanto, quando tivermos a banda semi-preenchida (um elétron por
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sitio da rede), o custo de adicionarmos um elétron deve ser aumentado de U, ja que
inevitavelmente um elétron adicionado deve ficar em um sitio que ja possui outro elétron.
Isto explica o gap de Mott apresentado na figura 2.15c.

A reflexdao do comportamento isolante devido a existéncia de interagao elétron-elétron
pode ser feita, em poucas palavras, também da seguinte maneira. Consideremos um
modelo em que tratamos um elétron itinerante numa rede, tendo 1 elétron para cada sitio
da rede (conhecido na literatura de modelo half-filling). O elétron ao se mover para um
determinado sitio, podera encontrar um outro elétron no mesmo sitio. Existindo dois
elétrons num mesmo atomo, observa-se uma repulsao Coulombiana entre eles. Assim, se
o custo energético desta dupla ocupagao (energia da repulsio Coulombiana) for grande
o suficiente para inibir a propagacao do elétron, o sistema apresenta um comportamento
isolante. Entendemos assim a transicao metal-isolante devido a interagao entre elétrons,
também conhecida como transi¢ao de Mott|3, 47].

Figura 2.15: Representagao grafica da densidade de estados para modelo de elétrons nao inte-
ragentes para um sistema (a) isolante e (b) condutor. (c) Densidade de estados para o modelo
de elétrons fracamente interagentes.
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Fonte: Autor, 2011.

Podemos ver que o modelo de Mott trata de uma competicao entre termo cinético
do elétron (hopping) e o termo de interacdo Coulombiana (interagao elétron-elétron). O
modelo de Mott deu origem ao hamiltoniano

H=—t Z(C;[TCJT + CLC]'O +U Z C;[TCiTC;rLCN (2.20)

2,J 7

proposto por J. Hubbard [111, 112, 113]. O trabalho de Hubbard consiste em elétrons em
uma rede, com hopping t do sitio j para o sitio vizinho ¢, com um custo energético local
U quando dois dos elétrons ocupam um mesmo sitio. Neste modelo, i e j sao sitios da
rede, C;rT ¢ o operador criacao de um elétron com spin up para o sitio i, ¢;; € o operador
aniquilacao de um elétron com spin down no sitio j.

Neste modelo vemos duas escalas de energia importantes: a interagao coulobiana on-
site U e a largura da banda W = 2zt, sendo z o nimero de primeiros vizinhos. O
comportamento do sistema pode apresentar comportamentos bem distintos em funcao da
razao W/U. Se esta razdo é muito grande, o modelo de elétrons independentes explica
razoavelmente bem o comportamento metalico do sistema. O outro limite, em que W <
U, o comportamento do sistema é dominado pelas correlagoes eletronicas que inibem o
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hopping eletronico. Embora aparentemente simples, este modelo é capaz de descrever a
transicao metal-isolante proposto por Mott.

A transicao metal-isolante em funcao da interacao elétron-elétron ainda hoje desperta
muito interesse [46]. Experimentalmente, as propriedades incomuns do estado metalico
nas proximidades da transicao metal-isolante tem sido mais extensivamente estudadas
em sistemas d-eletronicos [46]. Além disso, sistemas de elétrons interagentes também
sao utilizados no estudo de ferromagnetismo de metais de transicao e supercondutividade
a altas temperaturas [46, 114, 115]. Experimentos em baixas temperaturas em redes
Opticas tem mostrado importantes fatores nos estudos de sistemas interagentes. FEste
fato foi salientado por Jaksch e colaboradores, que sugeriram que a dinamica de d&tomos
bosonicos em redes oOpticas sao bem descritos por um hamiltoniano de Hubbard [116].
A razao entre a interacao U on-site e o termo de hopping podem ser controladas por
parametros do laser: com o aumento da profundidade do potencial 6ptico, a funcao de
onda atomica torna-se mais localizada e a interacao on site aumenta, enquanto que o termo
de hopping é reduzido [116]|. As idéias propostas levaram & observagao experimental da
transicao de uma fase de superfluido para uma isolante de Mott para bésons, usando um
condensado de Bose-Einstein em uma rede 6ptica tridimensional [117, 118|.

Embora o modelo de Hubbard pareca simples, a obtencao de sua solucao para o estudo
das propriedades fisicas do sistema nao é trivial. Algumas das dificuldades encontradas
tem origem na natureza nao pertubativa do problema, uma vez que, em geral, o termo
de interacao nao é pequeno suficiente para ser um parametro na expansao perturbativa.
Outras dificuldades sao devido o crescimento exponencial do esforco computacional para a
técnica de diagonalizacao exata, uma vez que o niumero de configuracoes eletronicas cresce
exponencialmente com o tamanho do sistema. Apenas em uma dimensao sao encontradas
solugoes exatas para o problema com interagao elétron-elétron em sistemas de muitos
corpos [5, 6,7, 8, 9]. Dentro deste contexto, um modelo baseado em apenas duas particulas
interagentes [10] tem sido muito explorado por apresentar aspectos fisicos relevantes que
auxiliam o entendimento das propriedades de sistemas com particulas interagentes de
densidade finita, principalmente no que diz respeito a sistemas de elétrons interagentes
na presenca de desordem [119, 120, 121, 122].

2.3.5 Duas particulas interagentes

Como vimos anteriormente, sistemas que apresentam interacao elétron-elétron rele-
vante nao sao bem descritos pelo modelo de bandas criado para elétrons nao interagentes.
A busca de entendimento em anéis mesoscopicos foram direcionados a coexisténcia de
interacao elétron-elétron e desordem [119, 120, 121, 122|. D. L. Shepelyansk, em 1994,
propos um modelo de duas particulas que apresentava um termo de interacao on-site de
Hubbard em um potencial desordenado [10]. Seus estudos mostram que a influéncia da
interacao é pequena sempre que as particulas estejam suficientemente distantes, quando
comparadas ao comprimento de localizacao de uma tnica particula. Entretanto, quando
as duas particulas estao separadas por uma distancia préoxima ao comprimento de localiza-
¢ao de uma particula, independentemente do sinal da interacao, existe a possibilidade de
propagacao das duas particulas movendo-se coerentemente. Seu comprimento de localiza-
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¢ao & é muito maior que o comprimento de localizagao de uma particula &, obedecendo
uma lei de escala
& o U%E2 (2.21)

Embora seja um modelo simplificado, pois se trata de um problema de duas particulas,
seus resultados resgatam efeitos fisicos importantes contidos em problemas de muitas
particulas [119, 120, 121, 122].

A proposta de Shepelyansk motivou uma série de estudos. Os primeiros estudos foram
direcionados a confirmacao do enfraquecimento da localizacao de Anderson e refinamento
da expressao 2.21. Varios destes estudos confirmaram o fenomeno [123, 124, 125, 126, 127,
128, 129]. Entretanto, para alguns deles, a relagao entre o comprimento de localizacao de
uma particula (£;) e o comprimento de localizagao de duas particulas (£) revelam valores
diferentes do apresentado na equagao 2.21 [126, 127, 128, 129]. Maiores detalhes podem
ser encontrados na referéncia [62].

Posteriormente, a influéncia da interacao sobre as propriedades de propagacao de dois
elétrons interagentes com spins opostos em cadeias cuja distribuicao de potenciais é de-
terministica também foi investigada [130]. Através da solugdo numérica da equagao de
Schrodinger dependente do tempo, foi apresentado que distribuicoes de potenciais tipo
Fibonacci e Thue-Morse apresentam propagacao super-difusiva, reforcada pela interacao.
Outro estudo considerou duas particulas interagentes em uma estrutura peridédica uni-
dimensional sujeita a um campo magnético [131]. Foi mostrado que a localizagao forte
induzida pelo campo magnético é destruida em virtude da interacao entre as particulas.

Mais recentemente, alguns estudos em sistemas de muitos corpos foram direcionados
aos efeitos da coexisténcia de desordem e as interacoes repulsivas. Os trabalhos tem
revelado que o efeito descrito por Shepelyansk para sistemas de duas particulas também
é observado em sistemas muitas particulas, ou seja, a presenca de interacao entre as
particulas enfraquece a localizagdo de Anderson induzida pela desordem [132, 133, 134,
135]. Dentro deste contexto, os estudos realizados, que serdo apresentados nos capitulos
seguintes, tem como objetivo contribuir para o entendimento no campo de excitacoes
elementares e elétrons interagentes.
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Dois magnons em cadeias ferromagnéticas
com desordem correlacionada

Neste capitulo serao apresentados estudos sobre excitagoes coletivas de spin S = 1/2
em sistemas unidimensionais. Mais especificamente, nds trataremos um sistema quantico
de spins ferromagnéticos cujos acoplamentos entre os spins apresentam uma distribuicao
aleatoria com correlacao de longo-alcance. Neste sistema, sao estimuladas duas excitacoes
ou dois “spin-flips”, dando origem a duas excitacoes coletivas, conhecidas como magnons®.
Os efeitos de interacao surgem ao proibirmos a dupla excitagao em um tinico spin, visto
que se trata de um sistema de spin S = 1/2. Nossos estudos sdo inicialmente direcionados
a caracterizagao da natureza dos auto-estados de dois mégnons. Para isto, é resolvida
a equacao de Schrédinger independente do tempo. Em seguida é investigado a evolucao
temporal de um pacote de onda formado por dois “spin-flips” para uma distancia inicial
entre eles dada por dy. Estes resultados sao revelados apés a solucao numérica da equacao
de Schrodinger dependente do tempo. Em resumo, nossos resultados demonstram que o
sistema apresentam excitagoes de dois magnons estendidas para valores de energia finita
quando os acoplamentos entre os spins sao fortemente correlacionados. Associados a
estes estados estendidos, o pacote de onda de dois magnons apresenta um comportamento
balistico. Além disso, em decorréncia do spin .S = 1/2 nao permitir um duplo “spin-flip”
nos spins da cadeia ferromanggética, os pacotes de onda de um tinico spin apresentam um
aspecto assimétrico. Este trabalho foi publicado em 2009 na revista Journal of Magnetism
and Magnetics Materials, referéncia [136] (ver anexo B).

3.1 Ferromagnetismo e modelo de Heisenberg

Um dos primeiros relatos historicos sobre o magnetismo sao de 800 a.C, realizados
na regiao da Grécia chamada Magnésia. Estes relatos dizem respeito a um minério,
hoje conhecida como magnetita, que tinha a propriedade de atrair pedacos de ferro.
Entretanto, é possivel que antes dos gregos, os chineses nao sé tivessem conhecimento
do fendbmeno, mas também tivessem aplicado tecnologicamente na invencao da bissola.
Contudo, os materiais magnéticos s6 passaram a ter importancia significativa a partir do
século XIII, com o uso extensivo da biissola no periodo das grandes navegacoes. A partir

1O nome méagnon ¢ derivado da analogia com fétons e luz, fonons e oscilagoes da rede.
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deste periodo, estes materiais magnéticos passaram a ser mais explorados, tanto do ponto
de vista técnico, como também cientifico.

Em alguns materiais observa-se um momento magnético macroscopico mesmo na au-
séncia de um campo magnético, possuindo assim uma magnetizacao espontanea. Tais
materiais sao conhecidos como ferromagnéticos. Estes materiais foram estudados no fi-
nal do século XIX por Pierre Curie ao se investigar medidas de magnetizacao em func¢ao
da temperatura. As substancias ferromagnéticas apresentam uma temperatura critica de
transicao, acima da qual as substancias perdem o seu comportamento ferromagnético.
Somente em 1907, Weiss elaborou o primeiro modelo para o ferromagnetismo [137]. Ele
postulou a existéncia de um campo molecular que surge a partir da interacao mitua entre
os elétrons que tendem a alinhar os momentos magnéticos uns com os outros. Assim,
para temperaturas abaixo da temperatura de Curie o efeito do campo molecular supera
as flutuacoes térmicas e a substancia pode se comportar ferromagneticamente.

A magnetizacao de um sistema esté inteiramente ligada & presenca de momentos mag-
néticos que podem ser induzidos pela presenca de um campo magnético externo ou nao.
Hoje sabemos que o magnetismo na matéria é explicado essencialmente por argumen-
tos de mecanica quantica. A mecanica quantica antiga explicou a origem dos momentos
magnéticos atomicos com o modelo de Bohr. A mecanica quantica nova, com a formu-
lacoes de Schrodinger, Heisenberg e Dirac, estabeleceram uma base que foi aplicada com
sucesso em solidos e mecanica estatistica. Heisenberg [138, 139] e, independentemente,
Dirac [140, 141], mostraram que a origem do campo molecular proposto por Weiss estava
numa interac¢do de troca (conhecido também como interagao de exchange, ou s6 mesmo
exchange) entre os spins dos elétrons. Esta interagdo de exchange, de natureza quéntica,
explica interacao coletiva entre os momentos magnéticos que é responsavel pelo ordena-
mento magnético.

Supondo que os elétrons da camada de valéncia estejam suficientemente localizados, de
maneira que seja possivel associar um spin a cada atomo, podemos utilizar o hamiltoniano

H=-Y"7;5"5 (3.1)

i7j

para descrever a interacao entre os atomos do sistema. Neste hamiltoniano, conhecido
como hamiltoniano de Heisenberg, J;; representa a constante de troca (ezchange), S e 5]
sao operadores de spin que agem nos sitios ¢ e j respectivamente. Para um ordenamento
ferromangético, ou seja, todos os spins alinhados paralelamente uns aos outros, a constante
de troca deve ser positiva. Para um ordenamento antiferromagnético, ou seja, todos os
spins alinhados antiparalelamente uns aos outros, a constante de troca deve ser negativa.

Considerando um material ferromagnético em seu estado fundamental, uma excitacao
em um de seus spins d& origem a uma perturbagao coletiva em todos os spins do sistema.
Estas excitacoes, conhecidas como ondas de spins, sdo quantizadas em energia. Assim,
um mégnon pode ser visto como uma quantizacao da onda de spin.
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3.2 Onda de Spin: Magnon

Na temperatura de zero absoluto, um material ferromagneto atinge o estado de menor
energia, em que todos os spins apontam na mesma dire¢ao. A medida que a temperatura
aumenta, mais e mais spins sao desviados aleatoriamente a partir do sentido comum,
aumentando a energia interna e reduzindo a magnetizacao liquida. Assim, estando um
material ferromagnético no seu estado fundamental, uma perturbagao muito sutil, faz com
que o sistema deixe o seu estado fundamental e va para um estado excitado. O desvio em
um tnico spin da origem a uma perturbacgao coletiva em todos os spins do sistema.

A observacao destas excitagoes coletivas, denominadas ondas de spin, foram previstas
inicialmente por Bloch, a fim de explicar a reducao da magnetizacao espontanea em
um ferromagneto[142]. Bloch demonstrou que as excitagdes de mais baixa energia do
sistema formam o estado com um desvio em um tnico spin. O formalismo, baseado no
Hamiltoniano de Heisenberg (equagao 3.1), tem sido muito amplamente estudado ao longo
dos anos, tanto no contexto ondas de spin em de materiais ferromagnéticos [143, 144, 145,
146|, como também em materiais antiferromagnéticos [143, 147, 148|.

Para que possamos compreender melhor o fenomeno no contexto ferromangético, con-
sideremos um caso simples de uma rede ferromagnética unidimensional contendo N spins
S =St +S,5 + S,k (ver figura 3.1). Para mantermos a simplicidade, consideremos que

Figura 3.1: (a) e (b) Estados fundamentais de uma cadeia ferromagnética. (c) Primeiro estado

excitado da cadeia apresentada em (a).
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Fonte: Autor, 2011.

existam interacoes apenas entre sitios vizinhos. Para este sistema, o hamiltoniano 3.1 é

dado por
N
H==> Jun15 - Snsi (3.2)
n=1
Sabendo que
SE = 5% +45Y (3.3)

e utilizando as relagoes de comutacao dos operadores de spin

1S, STl = 2550 [SE,5,7] = Sif 0u
[Sk, S| = =S}, 0w (S5 1 =1[5,.571=0 [k, S/) =iSiom  (3.4)
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reescrevemos 3.2 como

ZJnn+1{SnSn+1+ (S} Sy + Sy s,m)} (3.5)

n=1

Concentrando a nossa atencao neste ultimo hamiltoniano, especificamente no termo
entre parénteses, podemos notar que este termo transfere um desvio de spin de um dado
sitio para um sitio vizinho. Sendo assim, é facil notar a dinAmica da onda de spin. Para
entendermos melhor, consideremos agora que um tinico desvio de spin é introduzinho no
sitio [ da cadeia, como na figura 3.1c. A forma mais sugestiva de expressa-lo é aplicando
o operador S, no estado fundamental. Como o sistema inicialmente est& no estado ferro-
magnético (figura 3.1a), podemos assumir, dentro do contexto de excitagbes magnéticas,
o estado fundamental como um estado de vacuo |@g). Assim o estado de uma excitagao
no spin do sitio [ fica |¢;) = S, |¢o). Desta forma, aplicando o hamiltoniano 3.5 no estado
| ), temos

H|¢l ZJnn+1SnSn+1|¢l Zjnn+15 S, +1|¢l Zjnn+15 S, +1|¢l>( )

n=1

TV TV TV
A B c
No primeiro termo (A) inserimos um termo nulo

A= =3 Juna(S2 82,187 =82 57824, +5257 5%,1)|60) (3.7)

Utilizando as relagoes de comutacao 3.4 e inserindo outro termo nulo temos

N
=D Jnant =85S, 1 0ura + (575 — 575, 57 57)S74]160) (3:8)
—— ——

n=1

Utilizando as relagoes de comutacao 3.4, temos

A = = Tt SiSmiOnna + (=S, 0ns 4 S S7) S5 4] b0)
N
= JaSEIG) + TS S |de) = D nns1Si SiSr 4 |6o) (3.9)
n=1

Como no estado fundamental todos os spins estao alinhados na direcao positiva de z,
o operador S? aplicado ao estado |¢g) assume o valor méximo S para qualquer sitio da

cadeia diferente de [ (sitio onde houve a excitac¢ao inicial). Assim,

A = J_1,S|00) + Jis1 (ST S — S ST +S1417517 ) [¢o) Z 1525 | do)
—_——— N———
N
A = — Z o182 o) + S(J10+ Jrisa)| o) (3.10)
n=1

E facil perceber que — 25:1 Jnnt15% € a energia do estado fundamental. Ao analisarmos
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o hamiltoniano 3.5 aplicado ao estado fundamental, lembrando que S;'|¢g) = 0 (ja que
todos os spins ja se encontram na direcdo positiva), temos H|po) = Fo|pg)?. Assim,
podemos reescrever

A = Eolon) + S(Ji-1g+ Jias)|dn) (3.11)

No segundo termo (B), utilizando as relacdes de comutacao 3.4 e o fato que SZ|¢g) =
Sldo) e S;[¢o) = 0, temos

B = _ZJnn+1S Sn+151 |¢0 Zt]n n—|—1 S S_ _Sn+1S +S +IS )Sl7|¢0>
= ‘ZJMH 1 (SIS, =SS +5,S0) o) = — TS| dir) (3.12)
v \,_/

No terceiro termo (C), de maneira analoga, obtemos
C=—Jy1S|¢i-1) (3.13)
Ao coletarmos os termos A, B, e C, temos como resultado da equacao 3.6

Hlgr) = Eo|én) + S(Ji—1g + Jii1)| o) — Jiis1S|dia) — Jig—1S| i) (3.14)

Esta ultima equacao estabelece claramente que um desvio no sitio [ nao fica localizado
em [, mas propaga-se pela cadeia através de seus vizinhos [ + 1 e [ — 1. Assim, devido
a interacao entre os spins, se comecarmos com um determinado spin para baixo, h4 uma
certa probabilidade que em um tempo posterior ao invés dele, um outro spin esteja para
baixo. Esta propagacao estabelece a excitacao coletiva do sistema, formando assim a onda
de spin. Vemos também que |¢;) ndo é um autoestado de H (equagao 3.5), pois um desvio
no sitio [ nao fica localizado em [. Portanto, para determinarmos qual estado representa
esta configuragdo, representamos |®) como o estado de 1 magnon, ou seja

) mzfnwn (3.15)

onde os nimeros f, representam as amplitudes de probabilidade de ocorrer um tnico
desvio no sitio n.

Através da equagao de Schrodinger H|®) = E|®) temos

N

1
N N
Z{[E0+S(Jn 1n+Jnn+1)] fn|¢n> - nn+1an|¢n+1> n,n—lsfn|¢n—1>} :Ean|¢n>
n=1 n=1
ZPara o caso em que todos as constante de troca sejam iguais, temos H|¢o) = Ep|¢o) = —NJS?|¢p).
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N N N F— Eo N
;(Jn—l,n + Jn,n+1)fn|¢n> - Zl Jn,n+1fn|¢n+1> - Zl Jn,n—l.fn|¢n—1> - S Zl .fn|¢n>

(3.16)

Como estamos somando sobre todos os n estados de 1 mégnon, fazendo n = n + 1 no
segundo somatorio e n = n — 1 no terceiro somatorio, obtemos

N

[(Jn—l,n + Jn,n-{—l)fn - Jn—l—l,nfn—i—l - Jn—l,nfn—l] |¢n> -

n=1

N
BSOSl (317
n=1

Sendo S = 1/2 e fazendo ¢ = E — Ejy, temos a equagdo de Schrodinger em fungao das
amplitudes de probabilidade f,, dada por

(Jnfl,n + Jn,n+1)fn - Jn+1,nfn+1 - Jnfl,nfnfl = 25fn (318)

Esta ultima expressao nos da uma relacao de recorréncia que é de grande importancia
para o estudo de ondas de spin. Ela possibilita, por exemplo, a obtencao da represen-
tacao matricial do hamiltoniano no subspaco formado por todos estados de 1 “spin-flip”.
Através da representacao matricial, utilizando rotinas numéricas apropriadas, a obtencao
dos autovalores e autovetores do hamiltoniano torna-se possivel. Este tipo de procedi-
mento que vem sendo utilizado nos tltimos anos, permite o estudo das propriedades de
localizacao das ondas de spin através de técnicas que foram desenvolvidas para sistemas
eletronicos [81, 82, 83, 84, 96, 149, 150, 151]. Apresentado inicialmente por Ziman [81],
esta abordagem possibilitou a demonstracao, por exemplo, de que uma excitagao spin
inicialmente localizada pode apresentar um comportamento superdifusivo na presenca de
desordem [84], contrastando com a previsao da teoria de escala para o comportamento
eletronico. Sabe-se também da existéncia de uma fase de ondas de spin estendidas na
regido de baixa energia para uma distribui¢do de acoplamentos aperiodica [96].

No contexto dos estudos experimentais e/ou aplicados, as ondas de spin tem se tor-
nado importante devido a um amplo campo de aplicagoes. Estes estudos visam o de-
senvolvimento da tecnologia, onde materiais magnéticos sao utilizados. O surgimento da
“spintronica”’, em que os spins dos elétrons sao usados para operacoes de logica e memoria,
promete ser uma rota alternativa para dispositivos eletronicos. Estudos experimentais tem
sido apresentados nos tltimos anos [152, 153, 154, 155, 156, 157]. Como exemplo temos o
trabalho de Alexander Khitun e colaboradores que propoem e analisam um amplificador
de ondas de spin destinados ao aumento da amplitude da onda de spin propagando através
do efeito magnetoelétricos. O amplificador é uma estrutura de duas camadas multiferroi-
cas, que inclui materiais piezelétricos e ferromagnéticos [155]. O amplificador consiste em
um substrato semicondutor (por exemplo, silicio), um filme de condugao ferromagnético
(por exemplo CoFe), e uma camada de material piezoelétrico (por exemplo, titanato zir-
conato de chumbo). O filme ferromagnético serve como um guia de onda para as ondas
de spin (ver figura 3.2). O estudo foi baseado no conceito de que a amplitude da onda
de spin esta sujeito a amortecimento durante a propagacao por causa da espalhamento,
por exemplo, magnon-magnon e fonon-magnon. Ou seja, o objetivo do amplificador é
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Figura 3.2: (a) Esquema do amplificador de ondas de spin. O filme ferromagnético serve como
um guia de onda propagando de ondas de spin. A amplitude da onda de spin propagante é
amplificada na regido sob a camada piezelétrica através de acoplamentos magnetoelétricos. (b)
Amplitude da onda de spin vs coordenada y. A amplitude da onda de spin é aumentar & medida
que se propaga dentro do piezoelétricos.

v

Input spin wave signal Output spin wave signal
y=0 y=L L

>
Piezoelectric (e.g. PZT)

Ferromagnetic Film (e.g. CoFe, NiFe)

Amplification
(region under the PZT)

Silicon Substrate

(a) (b)

Fonte: A. Khitun, 2009 (referéncia [155]).

aumentar a amplitude da onda de spin propagando preservando a fase. Potencialmente,
amplificadores magnetoeléctricos podem ser usados em circuitos légicos baseados em on-
das de spin, proporcionando ganho para compensar as perdas durante a propagacao do
sinal da onda de spin [155]. Alexander Khitun e colaboradores descrevem e analisam
possiveis abordagens para circuitos logicos baseados em propagacao de magnons e os ele-
mentos basicos necessarios para a construgao deste circuito [156]. Maiores informagoes
das aplicacoes tecnoldgicas, podem ser vistas nos trabalhos [152, 153, 154, 155, 156, 157|
e referéncias contidas nos mesmos.

3.3 Excitacao de 2 Magnons em cadeias com desordem
correlacionada

3.3.1 Excitagao de 2 Magnons em cadeias ferromagnéticas

Desvios gerados em dois spins de uma cadeia ferromangética a partir do seu estado
fundamental gera estados de 2 magnons, ou seja, 2 ondas de spin. Assim, o estudo de 2
mégnons possui um elemento nao presente no caso de 1 mégnon: a interacao entre as ondas
magnéticas propagantes. Tendo em mente que a interacao entre elétrons apresenta um
importante papel no comportamento do sistema eletronico e lembrando do mapeamento
do sistema para 1 mégnon em um problema eletronico, espera-se que a interagao entre
ondas de spin desempenhe relevantes contribuicoes nas propriedades termodinamicas dos
materiais a baixas temperaturas.

Os primeiros estudos direcionados aos efeitos da interacao entre ondas de spin foram
realizados por Bethe [158]. Seus estudos, baseados em uma cadeia de spins unidimensio-
nal, mostram a existéncia de ondas nao-interagentes de Bloch e excitagoes nas quais um
bloco de dois ou mais spins desviados transladam juntos pela cadeia. Alguns anos depois,
Holstein e Primakoff também direcionaram esforcos ao estudo de ondas de spin interagen-
tes [159]. Seu modelo consistia de uma rede ferromangética 3d de spins em sob influéncia
de um campo magnético externo. Seus resultados permitiram descrever os estados quanti-
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cos através de duas partes do hamiltoniano original: uma relacionada ao comportamento
nao-interagente das ondas de spin, e outra relacionada aos efeitos de interacao entre as
mesmas. Dyson direcionou seus estudos aos célculos das propriedades termodinamicas
para baixas temperaturas do sistema ferromagnético 3d para baixas temperaturas [160].
Michael Wortis estudou o modelo de Heisenberg 1d, 2d e 3d e demonstrou a existéncia de
estados ligados (um bloco de dois ou mais spins desviados transladam juntos pela rede)
proposto por Bethe em 1d [161]. Mais recentemente, Nascimento, Moura e Lyra estuda-
ram a natureza de dois magnons em cadeias ferromagnéticas desordenadas de spin 1/2
[162]. Eles mostraram que, devido a interagao efetiva de excitagdo imposta pela regra
de exclusao, os estados de 2-mégnons de baixa energia mostram uma forte correlacao
spin-spin, em comparac¢ao com os estados mais localizados de alta energia. Além disso,
mostrou-se que a distancia média entre as duas excitacoes evolui no tempo difusamente,
enquanto a dispersao de pacotes de onda evolui superdifusivamente.

Para entendermos melhor os aspectos inerentes as excitagoes de 2 mégnons em cadeias
ferromagnéticas, iremos desenvolver o formalismo matematico baseado no formalismo de-
senvolvido na secao anterior. Considerando o sistema inicialmente no estado ferromagné-
tico (figura 3.1a), em termos de excitagoes magnéticas, assumimos que este se trata de
um estado de vacuo |¢g). Desta forma, o estado de duas excita¢oes de spin, uma no sitio
ny e outra no sitio 1, pode ser escrito como |y, n,) = Sy, Sy, o). Assim, aplicando a
equacao 3.5 ao estado |¢p, n,) temos

N N
zZ Qz 1 —
H|¢mﬂ2> - = Z Jn,n-HS S +1|¢n1,m - 5 Z Jn,N+1S:Sn+1|¢n17n2>
n=1 n=1
Ay B
1 N
— 52 1Sy 5 0n ) (3.19)
n=1
o

A anélise do problema com um mégnon em uma cadeia ferromagnética de spin S = 1/2
nos revelou uma onda de spin propagando pela cadeia. Dado uma excitacao num dado spin

da cadeia, surgem estados com probabilidade de encontrar um spin-flip num sitio posterior
e também em um sitio anterior (ver equag¢ao 3.18). Como nosso sistema atual consiste
em uma cadeia ferromagnética de spins S = 1/2 em que serao excitados 2 magnons, é
intuitivo pensar no fato de termos relacoes de recorréncia distintas para spin-flips em
sitios vizinhos e sitios nao vizinhos. Isto porque, um mesmo spin nunca apresentara duas
excitacoes. Sendo assim, consideremos inicialmente o caso em que as excitagoes ocorrem
em sitios vizinhos (ou seja, n; =1 e ny = [+ 1). Da equagao 3.19 temos

H|¢l,l+1> = - Z Jn n+1SZSn+1S Sl+1|¢0 Z Jn n+1S Sn+1S Sl+1|¢0>
e ’ ps ’
1 N
- 5 Z Jn,n+IS;S:+1Sl_Sljrl|¢0> (320)
A 8,11 g
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No primeiro termo (A;), com ajuda das rela¢oes de comutagao 3.4 e usando o fato que
SZ|do) = S|go) e S |éo) = 0, temos

N
A = — Z Jnni1(S2 82,1 S; —S2 Sy 82 +S2S7S%, 1) S| do)

n=1

N
= > Tana (<85S + SEST S5y — S5 S5 + 57 825%.15)S14[d0)
n—1 W—/ \,—/

N

= = Z Jn,n+1[(_5557:+15n+1,l - S;Srzwrlél,n)sl;l + Sl_SrzL Ti-‘rlSl;l _Sl_SrzL SljrlSrzLJrl

n=1 —— ——

+5,57515741]190)
N

- = Z Jn,n—I—l[(_SZS;H(Sn—f—Ll - S;Srzwrldlm)sl:-l - SfoLS;+15n+1,l+1

n=1

+8 SpS1 Sn1 — St S5 Sna + 57 81515550 4]1¢0)

S~—— ——

= Jl—l,lSlZflSliSlji—l|¢0> + Jl,l+1SfSlz+1Sl:Ll|¢0> + Jl,l+15175125111|¢0>

N
+Jl+17l+251751115lz+2‘¢0> - Z Jn,n+1525175111‘¢0>

n=1

= Jl—l,l(Slz—lsl_ Sl_+1 - Sl_SlZ—l Sl_+1 + 51_512—15111)|¢O> + Jl,l+1(51_ Slz+151_+1
N—— —— N——
_Sf Sljﬂslzﬂ +5175111Slz+1)‘¢0> + Jl,l+1(517 SlZSlZH _Sf Sljﬂslz +Sf5111512)|¢0>
N—_—— N—— N——

N
+Ji1,042(8S Sp11) o) — Z Jnnt15°S7 S [ do)

n=1

= Jia(S) S8 =S S Sii 50 S Sii)leo) + i (=57 S,
—_——— ———

N
+SS7 S + S S11)160) + Jrerea(SSTSZ)I00) = Y Jnns1S*S; S |d0)

n=1

= J1—1185; S 1100) + Jrie (S, S + 2857 S ) @0) + Jip11425S) S| bo)

N
- Z Jn,n+15251_5l11‘¢0>(3'21)

n=1

Como — SN

J, 1152 & a energia do estado fundamental, podemos reescrever
n=1 ) + )

1
Ay = Eolgiig) + 5(17171,1 + Jit1042) | Grit) (3.22)

No segundo termo (Bjy) vemos que: Se n = [ temos By = 0; Se n = [+ 1 temos By # 0;
Se I # n+ 1 temos By, = 0. Estas conclusoes estao aliadas ao fato de que S;7|¢g) =0 e
um mesmo spin nao pode ser excitado duas vezes (pois S = 1/2). Assim, o tnico termo
nao nulo do somatorio é

1 _ — o
By, = —§Jl+1,l+2511151+2(51 Sl+1)|¢0> (3.23)
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Nesta altima expressao, através das relagoes de comutagao 3.4 e lembrando que S |¢g) =

0, temos
1 o
By = _§Jl+1,l+251+151+2<5 1+1 Sl-',-lSl +5 l+1 )|¢0>
N N——
1 _
= —§Jl+1,l+2(51+151+2 Sl+251+1 Sl+2Sl+1)Sl+1S |¢0>
—_— Y
1 _ o _
= _§Jl+1l+2(Sl+2 Sl+1 I+1 Sl+2 Sl+1SlJ§-1 Jr51-1-251-1-1*S(lj-LH)Sl |¢0>
—— S——
1 2z — z z
= _§Jl+1,l+2<251+2 l+1S 251+2 Sl Sl+1 +251+25 Sl+1)‘¢0>
N—— N——
1
= _§Jl+1,l+2‘¢l,l+2> (3-24)

No terceiro termo (C}), de maneira analoga, obtemos

1
Gy = —§J171,15\¢171,1+1> (3.25)

Ao reunirmos os termos A;, Bi, e C}, temos como resultado da equacao 3.19

H|¢ri11) = Eoloii41) + %(Jz—u + Ji1042) | Ori1) — %Jl+1,l+2|¢l,l+2> - %Jl—l,l|¢l—1,l+1>
(3.26)
Semelhante ao que observamos para 1 méagnon, observamos que |¢; +1) nao representa
um auto estado do sistema, pois os spins desviados nos sitios [ e [ + 1 nao permanecem
localizados, propagando-se para os sitios vizinhos [ — 1 e [ + 2. Assim como fizemos para
1 mégnon, representaremos |®) como estado de 2 mégnons expandido na base de 2 spin-
flips, de maneira que a equacao de Schrodinger independente do tempo (H|®) = E|P))
fica

pr,qEWl,lH prquWuH +prq2 (Ji- ll+Jl+1l+2)‘¢ll+1>

pP,q
pF#q pséq pséq
1 1
— —J; — —J_ _ 3.27
;fp,q2 11,142| O i42) ;fp,qQ | dica)  (3.27)
p#q PF£q

Fazendo ¢ = E — Ej, temos a equacao de Schrodinger em funcao das amplitudes de
probabilidade f,, dada por

25fn,n+1 = (Jnfl,n + Jn+1,n+2)fn,n+1 - Jn+1,n+2fn,n+2 - Jnfl,nfnfl,nJrl (328)

Agora, partindo da equacgao 3.19 e considerando o caso em que as excitacoes iniciais
nao ocorram em sitios vizinhos (sitios n; e ng), temos

N
H|bnms) = =Y Jans157571150, S, |60) ——Zjnnﬂs Sn19m Sna| P0)
n=1

J/

-~ -~

As By
1 N
= 32 JanntSi 5SS, l00) (3.29)
Cs
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Com ajuda das relagbes de comutacao 3.4, reescrevemos o primeiro termo (As) como

n~ni~¥n+1

N
Ay = =) Junr1(S; i1, Sy — 87 Sy Siis Sy + 8250 571150, )| do)
N——

n=1

N
= =Y Junstl(=58 1S Gn1m) + (SS5, 55,57 = 5 57) 415,11 00)
n—1 N——" N——"

N
= = Z Jn,nJrl[(_SZS;JrlS;génJrl,m) - S;Srzwrlsr;én,m + 51; SZ(SrzLJrlS;g - S?;g Srzwrl
n=1 ——
5, 5m11)]¢0)
N
= - Z Jn,n+1[(_SZS;JrlS;génJrl,m) - S;Srzwrlsr;én,m - 51; SfLS;+15n+17n2
n=1

n~nsg na2~n na2Tn

+5,. (S5S,, = Sny S 4+5,,52) S5 1]l ¢o)
~——

N
= > Junl(=S3Si1Smbui1m) — S Sia1Sadum — Sy SiSuiBnsi
n=1

— S, S SE 1 Onms + S S S2S7 ]| o)

ni™~n ni~na~n~n+l1

= (o1 %, 1SS 4 1S 2 1S+ a1y S S, 1S

n1—1~n1~ns ni~ni+1 ni~ns—1~n9

N
+Jn27n2+1577157:257212+1 - Z Jn7n+152577157:2)|¢0>
n=1

Ini—1,m1 (S5 -1y = Sy Sy —1 T 50,-1) 5 [90) + Ty ma 1 (S S5y 1155,
—_——— —\ ——

ni1—1~ny 1~n ni~ni—1 ni1+1~nso

_5771 57725214»1 +ST:1 5772551+1)‘¢0> _'_ Jn2*17n2 (S;1 Sflgflsgg _5771 S;gsz,gfl
—_——— —_———
+ST:1 577255271)‘(?(» =+ Jn27n2+15‘¢n1,n2> + E0|¢n1,n2>
= Jnl*Lnl <S771 521—157:2 _Sgl 57:2572;1—1 _'_57:1 ;2 fbl—l>|¢0> =+ Jnl,nl‘FlS‘(bnl,nQ)
—— —_——

+Jn2—17n25|¢m7n2> + an,ﬂ2+1s|¢n1,m> + E0|¢n1,m>
= (Jmfl,m + Jnl,n1+1 + Jn2*1,n2 + Jng,n2+1>5|¢n1,n2> + E0|¢n1,n2> (330)

No segundo termo (B;), novamente utilizamos as rela¢oes de comutacao 3.4 e o fato
de que S |¢po) = 0, temos

N
1 e C e C e _
By = =53 JnnrS (50150, = S Siiy +50,5011)50,100)
N
1
= =53 a1 (S0, = S St +5mS5) i1 S 60)
1 N
= =3 D Jnnr125:81 S, Gnm + S S (Sr S, = SaSes +Sr, S o)

na™~n na’n

N
1
= -3 > Jnns1(2575 4150, 0nmn + S (S, = 8,8 45, 50)S 4] |60)
n=1 v v
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B2 = -3 ZJ” n+1 QSnSnJrlS 5n ,n1 + QSerZL n+1 nn2]|¢0>

- (_Jnl,nrf-lszl 7:14-15 + Jn2 n2+15 Sng 7:2+1)|¢0>
= _Jnl,nl-f—l(snl n1+1 S_ n1+1SZ S + n1+1 n1 n2)|¢0>
—_—— —_——

+Jn2 n2+1(S Sn n2+1 S;1 n2+ISZ +Sn1 n2+1 Z2)|¢0>
—_——
- _Jnl,n1+1( ni+1 Srzll 57:2) - n1+1 Sngszl + n1+1Sn2572;1)|¢0> + Jng,n2+ls|¢n1,n2+1>
—— ——

- _Jn1,n1+15|¢n1+1,n2> - Jn27n2+15|¢n17n2+1> (331)

Analogamente, encontramos o terceiro termo (Cy) como

02 = _Jnlfl,rns‘(bnlfl,ng) - Jngfl,n25|¢n1,n271> (332)

Ao reunirmos os termos As, By e (5, temos como resultado da equacao 3.19

H|¢n17n2> = E0‘¢n1,n2> + (Jmfl,m + Jn17n1+1 + Jn2*1,n2 + Jng,n2+1)5‘¢n1,n2>
_Jn17n1+15‘¢n1+1,n2> - JnQ,n2+1S|¢m,n2+1> - Jn1*17n15|¢n1*1,n2> - Jn2*1,n25‘¢n1,n2*1>
(3.33)

Sendo |®) autoestado de 2mégnons, expandindo na base de 2 spin-flips, a equagao de
Schrédinger independente do tempo fica

1
Z fp,qEO‘(bnl,ng) + Z fp7qa(‘]n1*1,n1 + Jn17n1+1 + Jn2*1,n2 + Jng,n2+1)‘¢n1,n2>

p.q p.q
P#q P#q
1 1 1
- Z fp7Q§Jn1,n1+1‘¢n1+1,n2> - Z fp7Q§Jn2,n2+1|¢n1,n2+1> - Z fp7CI§Jn1*1,n1 |¢n171,n2>
pp¥qq pp¥qq pz;éqq
1
- Z fp,Q§Jn2*1,n2‘¢n1,n2*1> = Z fan‘(bm,nQ) (334)
pz;éqq pp¥qq

Sendo ¢ = F — Ey, temos a equaao de Schrédinger em funcao das aplitudes de proba-
bilidade f,, dada por

25fn1,n2 = (Jm*l,nl + Jn17n1+1 + Jn2*1,n2 + Jng,n2+1)fn1,n2 - Jnl,n1+1fn1+1,n2
_Jng,n2+1fn1,n2+1 - Jnlfl,nlfnlfl,ng - Jngfl,ngfnl,n271(3-35)

Notamos que a relagao de recorréncia para 2 magnons é composta por duas partes:
uma parte referente a desvios em sitios vizinhos (equagio 3.28) e outra parte referente a
desvios em sitios ndo vizinhos (equagio 3.35). Essas relagbes de recorréncia podem ser
utilizadas para obtencao da representacao matricial do Hamiltoniano na base de estados
com 2 spin-flip |¢pn, n,). Por exemplo, ao considerarmos uma cadeia com N = 5 spins,
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temos como estados possiveis:

|P1,2)5 [01,3)5 |D1,4); [D15)5 [ D2,3): |B2.4)5 [D25)5 | D3,4)3 |D3.5) 5 [Da5) (3.36)

Assim, para este caso, com o auxilio das equagcoes 3.28 e 3.35, podemos escrever a matriz
do hamiltoniano como

|P12) |P13) |P14) |d15) [D23) |d24) [d25) |P34) |035) |das)

(12 | Di__—Jss 0 0O 0O 0O 0 0 0 0
<¢173‘ —J273 Do —J374 0 —JLQ 0 0 0 0 0
<¢174‘ 0 —J374 Do —J475 0 —JLQ 0 0 0 0
<¢1,5‘ 0 0 —Jis5 Do 0 0 —Ji2 0 0 0
H = <¢2’3‘ 0 —Ji2 0 0 Ds —J34 0 0 0 0
(¢2,4] 0 0 —Ji2 0 —J3a4 Dy —Jss —J23 0 0
(P25 | O 0 0 —Ji2 0 —Jy5 Ds —Jo3 —Jo3 O
(¢34l | O 0 0 0 0 —Jog —Joz Dg —Jys O
(#35/ | O 0 0 0 0 0 —Josz —Jus D7 —J3a
<¢4,5| 0 0 0 0 0 0 0 0 —J34 Dg

(3.37)

A simplificacao do termo diagonal foi devido a organizacao da matriz. Este termo é
obtido da expressao entre parénteses da equacao 3.35, por exemplo: Dy = Jy1 + Jo3,
Dy = Jys+ Ji2 + Joz + J34 € assim consecutivamente. Devemos notar que num sistema
de 2 magnons numa cadeia de spins temos N(N — 1)/2 configuracdes possiveis. Assim,
as matrizes do problema de 2 magnons possuem dimensdo N(N —1)/2 x N(N —1)/2,
restrigindo um pouco a anélise de cadeias muito grandes devido ao esforco computacional.

Através da diagonalizacao direta do hamiltoniano, resolvido computacionalmente, ob-
temos autovalores e autovetores e utilizamos os mesmos para calcular grandezas que carac-
terizem quantitativamente o nosso sistema. Para diagonalizagao é preciso o uso de rotinas
apropriadas, que podem ser encontradas nas referéncias [163, 164]. Particularmente, nos
utilizamos rotinas Lapack [164] para os calculos referentes aos aspectos estacionérios de
2 méagnons.

Podemos também investigar o carater dinamico do pacote de onda de 2 magnons, assim
como apresentado nas referéncias [84, 96, 151, 162|. Neste caso, resolvemos a equagao de
Schrodinger dependente do tempo para dois magnons

d
ih%@(t)) = H|P(t)) (3.38)
onde H é o hamiltoniano 3.2 e [®(t)) = >, fu, ns(t)|Pnins) onde [@n, 5,) & um estado
com spin-flips nos sitios ny e ny ([P, n,) = Sy, 5, |00)). Visto que as expressoes 3.28 e

3.35 sdo obtidas de H|®), é facil perceber que a equagdo de Schrédinger dependente do
tempo em termos dos coeficientes f,, »,(t) é dada por

L d
Zh%fn,n—i—l(t) - (Jn-‘,-l,n + Jn+1,n+2)fn,n+1 - Jn+1,n+2fn,n+2(t) - Jn—l,n.fn—l,n—i—l (339)
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para desvios em sitios vizinhos e

L d
Zh%fmﬁu = (Jnlfl,nl + Jn17n1+1 + Jn2*1,n2 + Jn2,n2+1)fn17n2 - Jn17n1+1fn1+1,n2
_Jng,n2+1fn1,n2+1 - Jnlfl,nlfnlfl,ng - Jngfl,ngfnl,n271(3-40)

para desvios em sitios nao vizinhos.
Os céalculos das amplitudes de probabilidade da funcao de onda ap6s cada incremento
de tempo pré-determinado pode ser obtido através de algoritimo de Runge-Kutta [163].
Entretanto, em nossos calculos nés empregamos o método numérico baseado na expansao
de Taylor do operador de evolucao temporal:
no . !
V(AL =e M8 =14 )" (_“Lllilm) (3.41)

=1

onde H é o hamiltoniano (ver apéndice A2). A func¢do de onda num tempo At é dada por
|®(At)) = V(At)|®(t = 0)), de maneira que usamos o método recursivamente para obter
a funcao de onda no tempo t. Nos resultados que iremos apresentar usamos At = 0,05
e ng = 20. Os valores para a ordem de truncamento (ny = 20) e incremento de tempo
(At = 0,05) foram comprovados suficientes para conservar a norma da fun¢io de onda
em todo o intervalo de tempo requisitado, com precisdo |1 — |®(¢)|?| < 107°.

3.3.2 Distribuicao correlacionada de longo alcance nos termos de
exchange

Até o presente momento vimos como estudar os aspectos estacionarios e dinamicos de 2
méagnons. Entretanto, nosso modelo consiste de uma cadeia com N spins (S = 1/2) com
acoplamentos de primeiro vizinhos cujo o termo de exchange apresenta uma desordem
correlacionada de longo alcance. Devemos lembrar que a presenca de correlacoes na
distribuicao da desordem é responséavel por comportamentos nao previstos no modelo de
Anderson de baixa dimensionalidade (ver se¢ao 2.3.3).

Com base no trabalho pioneiro de Moura e Lyra [104], n6s consideramos em nosso
modelo que os termos de exchange J,, ,,+1 = J,, serao dados por

T
Ip =2+ — 3.42
JrAaz ( )
onde
N/2
1 2mnk
Tp = tanh kgl W COS (T + Qbk) (343)

Vemos que z,, é restrito ao intervalo —1 < x,, < 1. Podemos dizer que a equacao acima
é a decomposicao de Fourier discreta da sequéncia x,(t). Uma densidade espectral tipo
lei de poténcia (1/k*) caracteriza a auséncia de um comprimento de correlagao tipico na
distribuigao da desordem [165]. Isso nos permite a investigagao da influéncia da desordem
livre de escala sobre as propriedades das excitacoes magnéticas coletivas. Na expressao
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3.42, Az é uma constante de normalizacao de maneira que o segundo momento em torno
da média (variancia®) seja mantido unitério. Com isto evitamos acoplamentos exchange
negativos, o que representaria acoplamentos antiferromagnéticos. Na expressao 3.43, ¢
sao N/2 fases aleatorias uniformemente distribuidas no intervalo [0, 27], representando a
fonte de desordem da série. kK = 1/X, onde X é o comprimento de onda das ondulacoes na
sequéncia. O parametro « controla o grau de correlacao da sequéncia. Para o = 0, nos
recuperamos uma distribuicao ferromagnética aleatoria de acoplamentos exchange.

3.3.3 Resultados
Natureza dos autoestados

Com o objetivo de caracterizar a distribuicao espacial dos estados de 2 magnons, nos
calculamos inicialmente a func¢do participagao [58, 166]:

p- ! (3.44)

an <ng |fn1,n2 |4

Esta funcao nos fornece uma medida da porcao do espago onde a amplitude da funcao

de onda difere significativamente de zero. Para entendermos melhor esta medida do
grau de localizacao, lembremos que o numerador de 3.44 é igual a 1 para mantermos
a normalizacdo dos autoestados do Hamiltoniano (3, . |fn, n,[*). Para uma cadeia

pura, onde todos os estados sao extendidos, as amplitudes de probabilidade sao f,, ,, =
1

NiTE= A fungao participacao neste caso é

. 1 B 1 _ N(N-1) (3.45)

>on n|fn7n|4_ N-1 <N 1 2
1<n2 1,12 an:l ramngt1 [N(N — 1)/2]2

Como a funcao de onda estende-se por todos os sitios possiveis da cadeia, a participacao é
da dimensao do espaco de Hilbert. Vemos assim que P esta relacionada com o niimero de
estados possiveis (pares de sitios) com probabilidade nao nula de haver desvios nos spins.
Para funcoes de onda localizadas em uma regiao finita do sistema, P é finito no limite
termodinamico [58§].

Como o algoritimo numérico requer a diagonalizacao de matrizes (N(N — 1)/2 X
N(N —1)/2), nos ficamos restritos ao calculo de cadeias relativamente pequenas (N =
21,41,81, 101 spins). De modo a inferir sobre o limite das cadeias de infinito, n6s empre-
gamos uma analise de escala de tamanho finito. Além disso, devido a variavel aleatoria
¢ presente na distribuicao dos acoplamentos exchange, nos realizamos uma média con-
figuracional sobre o desordem - 8000 realizacoes para o menor tamanho de cadeia e 500
realizacoes para o maior.

Na figura 3.3 nds apresentamos os resultados para o nimero de participacao reescalada
(P/M) x Energia (E), sendo M = N(N —1)/2, calculados via diagonalizac¢do exata sobre

3Variancia de uma, variavel aleatéria ¢ uma medida da sua dispersio estatistica, indicando quéo longe
em geral os seus valores se encontram do valor esperado. No presente caso, a varidncia é determinada
por Az = (22) — (x,)2.

n
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44 Dois magnons em cadeias ferromagnéticas com desordem correlacionada

Figura 3.3: Funcao participacao reescalada P/M x Energia, sendo M = N(N —1)/2, para (a)
a = 0.0 e (b) @ = 3.0. O colapso dos dados observados no regime de baixa energia da cadeia
fortemente correlacionada (o = 3.0) ¢ uma assinatura de dois estados extendidos de 2 mégnons.

a b

100 T T T T

P/M
P/M

Fonte: W.S. Dias, 2009 (referéncia [136]).

cadeias com N = 21,41,81,101 spins. Em (a) temos o = 0.0, que representa auséncia de
correlagao e (b) a = 3.0. Para o = 0.0 pode-se notar que os estados de altas energias
sao bem localizados, pois apresenta um pequeno comprimento de localizagao - niimero
de participagao pequeno quando comparado com o espaco de Hilbert. Podemos notar
ainda que para E = 0 observa-se um colapso dos dados. Isto indica que os estados
de baixas energias tem um comprimento de localizacao muito maior que os tamanhos
das cadeias consideradas. Podemos notar também que a funcao participacao apresenta
um decrescimento consideravel por volta de E = 6, representando estados fortemente
localizados. Esta ¢ a escala de energia tipica que delimita a extremidade da pseudo-banda
abaixo da qual a densidade de estados sao fortemente localizados. Para o = 3.0, nota-se
que a participacao reescalada apresenta um colapso de dados bem definido no regime de
baixa energia. Isto significa que P/M independe do tamanho da cadeia utilizada, ou seja,
P & proporcional ao nimero total de estados possiveis (pares de sitios) com probabilidade
nao nula de haver desvios nos spins. Este resultado sugere a existéncia de um fase de
estados estendidos de 2 magnons.

Na figura 3.4 nés reunimos dados da participacao reescalada P/M proximo na parte
inferior da banda E < 1 para diversos valores de « (expoente que controla o grau de
correlacao do sistema). Fizemos isso para cadeias com N = 21,41,81,101 spins. O
colapso de dados para a > 2 na figura 3.4 nos mostra que a funcao participacao reescalada
torna-se independente do tamanho da cadeia. Isto nos informa claramente que o sistema é
governado por estados estendidos na parte inferior da banda para o > 2. Vemos também,
para a = 0.0 e estados de baixa energia F ~ 0 (ver figura 3.3a), que o colapso dos dados
reflete estados de baixas energias com comprimento de localizacgao muito maior que os
tamanhos das cadeias consideradas.
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Figura 3.4: Funcdo participagao reescalada P/M X «, sendo M = N(N — 1)/2, para cadeias
com N = 21,41,81,101 spins. O colapso dos dados observados para « > 2 indica que o sistema
é governado por estados estendidos.

T T T T

03 ]

Fonte: W.S. Dias, 2009 (referéncia [136]).

Dinamica do pacote de onda de dois magnons

Tendo em vista a existéncia de regimes governados por estados localizados e estados
estendidos na parte inferior da banda, nos resolvemos investigar o carater dinamico do
sistema. Para isto, calculamos a evolucao temporal através da integragao numérica da

equagao de Schrodinger dependente do tempo. Neste caso, o estado inicial |®(¢ = 0)) é
N

N
seja, os desvios ocorrem simetricamente em relacao ao centro da cadeia.

um pacote de onda localizado nos sitios n; e ns, sendo n; = do € Ny = % + dy, ou

A primeira quantidade analisada é a extensao espacial {(t), definida por

)= D MmOV (1 = (n1())? + (n2 — (na(1)))? (3.46)

ni<ng

onde
(ni(t)) = Z ni|fﬂ1,ﬂ2(t)|2’ i=1,2 (3.47)
ni1<ng
Esta grandeza nos informa o quanto a funcao de onda se estende pela cadeia. Podemos
interpretar a extensao espacial como a medida da largura da funcao de onda no plano
ny X ng.

Na figura 3.5 noés apresentamos a extensao espacial para cadeias com N = 2000 spins,
dy = 2, para (a) o = 0.0 e (b) a = 3.0, calculadas sobre uma média configuracional de
30 amostras distintas. Na auséncia de correlagoes (ver figura 3.5a), a extensao do pacote
de onda apresenta um comportamento assintotico tipo difusivo £(t) oc t%5. Este com-
portamento concorda a literatura de 1 e 2 magnons em ferromagnetos desordenados sem
qualquer correlagao [151, 162]. Quando o sistema apresenta-se fortemente correlacionado
(ver figura 3.5b), a extensao do pacote de onda apresenta um comportamento balistico

Instituto de Fisica - UFAL



46 Dois magnons em cadeias ferromagnéticas com desordem correlacionada

Figura 3.5: Extensdo espacial {(t) x t para uma cadeia com N = 2000 spins e (a) o = 0.0,
(b) @ = 3.0. Em (a) podemos ver um comportamento assintético difusivo &(¢) oc t°°. Em (b)
podemos ver o pacote de onda apresentando um comportamento balistico &(t) oc ¢1-0.

a b
T T ] 103
10° + -
| 10°+
10 - -
~ I
g S 10t
RN 4
0
10+
10" - -
-1_
10-2 I I I I ] 10
102 100 10" 10" 10 10° 10° 107
t t

Fonte: W.S. Dias, 2009 (referéncia [136]).

(£(t) o t'9) antes de chegar nas extremidades da cadeia. Estes dois resultados refor-
cam o conceito da auséncia de estados estendidos para sistemas com fraca ou nenhuma
correlacao e existéncia de uma fase de estados estendidos de dois magnons no limite de
forte correlagoes. Em outras palavras, podemos dizer que as correlacoes de longo alcance
na distribuicao dos termos de exchange é capaz de induzir a existéncia de uma fase de
estados estendidos.

Os resultados apresentados até o presente momento nao revelam uma influéncia direta
da interacao devido a nao permissao da dupla excita¢cdo num unico spin (S = 1/2). Em
funcao disto, nos calculamos a forma assintotica do pacote de onda de 1 mégnon, ou a
distribuicao de probabilidade associada a 1 magnon, definido como

[l =D fnm(®) (3.48)

Inicialmente, consideramos cadeias com N = 1000 spins, a = 0.0, com (a) dy = 200 e (b,c)
dy = 4. Como trata-se de um regime sem correlacao na distribuicao da desordem, sabe-se
que o pacote de onda é localizado numa regiao finita da cadeia. Para excitac¢oes iniciais
distantes (figura 3.6a), nenhuma distor¢do no pacote de onda de 1 méagnon é observada,
visto que a desordem nao correlacionada impede que os pacotes de onda de cada mégnon
se alarguem o suficiente para que haja o overlap das funcoes de onda. Isto nos diz que
a nenhuma interacao efetiva entre os spins é observada. Na figura 3.6b, observa-se que o
pacote de onda de 1 magnon apresenta um aspecto assimétrico, com caudas tipo lei de
poténcia com expoentes distintos para cada lado. O inset na figura 3.6b tem o objetivo de
mostrar com maior detalhe este comportamento assimétrico. Em 3.6¢ n6s apresentamos a
distribuicao de probabilidade espacial associada ao spin desviado da esquerda. Os insets
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Figura 3.6: Distribuicao assintotica do pacote de onda de 1 magnon em uma cadeia com N =
1000 spins (a,b,c) sem correlagdo na distribui¢ao dos termos de exchange (o = 0.0) e (d,e,f)
fortemente correlacionados (o = 3.0). O estado inicial das excita¢oes dos spins sao (a,d) ny =
% —200 e ng = % + 200 e (b,c,e,f) ny = % —4deng = % + 4. Podemos notar que o pacote de
onda exibe uma distribuicao assimétrica para excitagoes iniciais préoximas, com caudas tipo lei
de poténcia com diferentes expoentes, o que reflete a interagdo efetiva entre os magnons.
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Fonte: W.S. Dias, 2009 (referéncia [136]).

desta figura apresentam o expoente da distribuicao tipo lei de poténcia para cada cauda.
O expoente maior do lado direito do pacote de onda reflete a repulsao cinemaética entre as
excitacoes. Esta repulsao cinematica impede o alargamento livre do pacote de onda de 1
mégnon ao longo da regiao predominantemente ocupada pelo outro méagnon, provocando
assim um maior decaimento na distribuicao de probabilidade espacial.

Na presenca de desordem fortemente correlacionada (o« = 3.0), a interacao efetiva
também é responsavel por um aspecto assimétrico do pacote de onda de um méagnon (ver
figuras 3.6d,e,f). Neste caso, devemos lembrar que o sistema é governado por estados
estendidos, de maneira que a largura dos pacotes de onda de cada magnon torna-se muito
mais largo que no caso em que nao correlacionado (caso anterior o = 0.0, ver figuras
3.6a,b,c). Na figura 3.6d, ndo observamos um aspecto assimétrico porque, no tempo
observado, os pacotes de onda ainda nao se alargaram o suficiente para haja o overlap das
fungoes de onda de cada magnon. Na figura 3.6e, como as excitacoes iniciais apresentam
uma pequena distancia, a repulsao cinemaética entre os méagnons é facilmente observada,
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48 Dois magnons em cadeias ferromagnéticas com desordem correlacionada

Figura 3.7: Evolucio temporal da funcio de onda de cada magnon (|f,,(¢)|?> x n x t) em uma,
cadeia com N = 1000 spins com termos de exchange nao correlacionados (« = 0.0) - graficos
superiores; e fortemente correlacionados (o = 3.0) - graficos inferiores. O estado inicial das
excitagoes dos spins sao ny = % —2eng = % + 2. Para o = 0.0 uma porcao finita do pacote fica
presa ao spin excitado incial. Para @ = 3.0 o pacote de onda apresenta um amplo alargamento
para o lado livre de interacao com outro magnon. Em ambos os casos é evidente a repulsao entre

17,1

0S magnons.

0 2

| 7, |

7.0E-4
50 7.0E-4 2 4E-3
;:E; 8.1E-3
~ 100 e .8E-
296 wir
9.5E-2 S
150 3.2E-1 3.2E-1
1.1E0 1.1E0

200

400 500 600

n;

0 250 500 750

Fonte: W.S. Dias, 2009 (referéncia [136]).

refletindo um caréater assimétrico dos pacotes de onda de cada um dos magnons. Na figura
3.6f nos apresentamos a distribuicao de probabilidade espacial associada ao spin desviado
da direita. Podemos notar que o decaimento quadratico observado no caso anterior (3.6¢),
para o lado em que houve a interagao entre os magnons, também é observado. No outro
lado, como nao ha interagao com outro mégnon, nenhum regime tipo lei de poténcia
é estabelecido. Os pacotes de onda apresentam um aspecto acentuado que sinaliza um
frente de onda. A estrutura observada nesses pacotes de onda reflete a natureza aleatoéria
basica dos termos de exchange, que promovem um espalhamento aleatorio do pacote de
onda.

O comportamento assimétrico da evolucao temporal do pacote de onda é melhor ob-
servado ao plotarmos o grafico da distribuicao de probabilidade espacial associada a cada
spin (| fu(t)]?) X sitios da rede (n) xtempo (t) (ver figura 3.7). Os calculos realizados para
esta figura foram realizados para uma cadeia de N = 1000 spins, dy = 4, a = 0.0 (graficos
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3.3 Excitacao de 2 Méignons em cadeias com desordem correlacionada 49

Figura 3.8: Evolugao temporal do centroide de ambos os méagnons ((n1(t)) e (na(t))) em uma
cadeia com N = 2000 spins, dy = 4 e dy = 70 com o = 0.0 e @ = 3.0. Nota-se que a interacao
entre os méagnons é responsavel por uma repulsao entre os mégnons, sugerido pelo aumento da
distancia dos centroides.
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Fonte: W.S. Dias, 2009 (referéncia [136]).

superiores) e a = 3.0 (graficos inferiores). Ao observarmos os graficos fica ainda mais
evidente o papel da interacao cinemaética entre os spins. A interacao efetiva entre os spins
inibe a alargamento do pacote de onda através da regiao ocupada pelo outro pacote de
onda de 1 magnon, estabelecendo uma assimetria na distribuicao de probabilidade espa-
cial de 1 magnon. Em funcao do comportamento do sistema como isolante, para a = 0.0
(graficos superiores), o pacote de onda se alarga muito menos que no sistema fortemente
correlacionado o = 3.0.

Embora seja evidente que a interacao entre os magnons faca com que o pacote de onda
apresente um comportamento assimétrico, devido a nao propagagao do magnon na regiao
ocupada pelo outro pacote de onda, nés calculamos a evolucao temporal do centroide

(ni(t)) = Z ni|fﬂ1,ﬂ2(t)|2’ i=1,2 (3.49)

ni<ng

de ambos os magnons ((ny(t)) e (na2(t))) em uma cadeia com N = 2000 spins, dy = 4
edy=T0e a=0.0ea=3.0 (ver figura 3.8). Nota-se que a interacdo é responsavel
por uma repulsao entre os mégnons, indicado pelo aumento da distancia dos centroides
(ver figuras 3.8a,c,d). Em (a) observa-se a repulsdo instantanea entre os méagnons, assim
como em (c). O plato inicial em (d) é devido o nao overlap das fungoes de onda. Isto
fica mais evidente em (d), onde ndo observa-se a repulsao entre os magnons, visto que a
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50 Dois magnons em cadeias ferromagnéticas com desordem correlacionada

Figura 3.9: Dependéncia temporal da func¢ao correlagdo entre os dois magnons em uma cadeia
com N = 2000 spins, dyg =4 e dg = 70 com « = 0.0 e @ = 3.0. A descontinuidade na fungao
correlacao assinala a colisdo entre os mégnons, o que resulta posteriormente numa repulsao entre
0S mMesmos.

— a=3d,=4

o| ——— a=3 a,=7 |
i o=0 d, =+
v ig={) f{? = 70

0™

10

Ct)/(<ny><n,>)

10"

Fonte: W.S. Dias, 2009 (referéncia [136]).

distribuicao nao correlacionada resulta num pequeno alargamento dos pacotes, inibindo
o overlap a grandes distancias.

Os 1ltimos resultados revelam uma competicao entre a propagacao do magnon, seja
ela balistica (desordem fortemente correlacionada) ou difusiva (desordem fracamente cor-
relacionada), e a repulsdo cinemética entre os magnons. Na figura 3.9 sdo apresentados
dados da funcao correlacao

C(t) = (n()na(t)) — (na(2)) (na2(t)) (3.50)

normalizada ({(t)/(n1(t)){ns2(t))) para os sistemas apresentados anteriormente (ver figura
3.8). Os platos iniciais representam o regime onde os pacotes de onda nao apresentam
um overlap, enquanto que o rapido aumento (descontinuidade da derivada) da fungao
estabelece 0 momento em que o overlap inicia-se. Evidentemente, quando a distancia
entre as excitagoes iniciais é pequena (dy = 4), o tempo necessério para a colisdo é menor
que 0 caso em que as excitagoes iniciais sdo mais distantes (dy = 70). Entretanto, ao
confrontarmos os dados de o« = 0.0 (desordem descorrelacionada) e a = 3.0 (desordem
fortemente correlacionada), nota-se que o tempo necessario para a colisdo é menor para
o tltimo. E 6bvio que este aspecto esta associado ao carater metalico do sistema quando
a = 3.0. Esta diferenca entre os aspectos isolantes e metalicos do sistema também reflete
no grau de correlacao do sistema, pois nota-se que o fraco aumento na funcao correlacao
esta associado a propagacao difusiva dos magnons.
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Dois elétrons interagentes em cadeias puras e
com desordem

Os estudos que serao apresentados neste capitulo foram direcionados a dois elétrons
interagentes em sistemas unidimensionais. Consideramos que a interacao entre os dois
elétrons de spins opostos é de origem coulombiana e on-site, ou seja, a interacao ocorre
somente quando os dois elétrons estao no mesmo sitio atoémico. Avaliamos os estados
eletronicos e o comportamento dinamico dos pacotes de onda eletronico em cadeias cris-
talinas e com desordem correlacionada de longo alcance na distribuicao dos potenciais.
Isto é possivel mediante as solucoes das equacgoes de Schrodinger independente e depen-
dente do tempo, respectivamente. Além disso, em ambas as cadeias, nés investigamos a
influéncia de um campo elétrico externo constante sobre o comportamento dinamico dos
pacotes de onda. Em resumo, todos os nossos resultados sugerem que a existéncia dos
estados ligados de dois elétrons apresenta um papel significativo sobre os estados eletro-
nicos e comportamento dindmico do sistema. Mostraremos a coexisténcia de auto estados
estendidos e localizados préximos ao centro da banda, quando o sistema possui desordem
na distribuicao dos potenciais. A interacao promove uma distribuicao dos espacamentos
de niveis tipo Poisson independente do grau de interacao. Além disso, dependendo da
condicao inicial dos elétrons, a interacao elétron-elétron promove o aciimulo de uma parte
finita do pacote de ondas no sitio inicial, além de ser responsavel por um movimento corre-
lacionado dos dois elétrons. Os trabalhos aqui apresentados foram publicados em 2010 nas
revistas Physics Letters A e Physical Review B, referéncias [167] e [168| respectivamente
(ver anexos C e D).

4.1 Dois elétrons interagentes em sistemas 1D

4.1.1 Equagao de Schrodinger

Como apresentado no capitulo 2, a interacao entre elétrons possui grande relevan-
cia no comportamento de sistemas eletronicos, podendo induzir também uma transicao
metal-isolante. Ao tratarmos de sistemas com baixa densidade eletrdnica, mais especi-
ficamente dois elétrons, alguns estudos tem revelado que embora simplificado, o modelo
resgata efeitos fisicos importantes contidos em problemas de alta densidade eletronica
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52 Dois elétrons interagentes em cadeias puras e com desordem

[119, 120, 121, 122]. Como principal exemplo temos o pioneiro trabalho de Shepelyansk
que observou o enfraquecimento da localizacao de Anderson em um sistema de duas par-
ticulas interagentes em um meio desordenado [10], cujo resultado tem sido observado
também em sistemas muitas particulas [119, 120, 121, 122, 132, 133, 134, 135|.

Sistemas de baixa densidade eletronica apresentando alguns aspectos fisicos caracte-
risticos de sistemas de muitos elétrons contribui muito para o desenvolvimento da area de
transporte eletronico. O principal motivo estao relacionados as dificuldades inerentes ao
problema multieletronico. Uma delas esta na origem nao perturbativa do problema, uma
vez que, em geral, o termo de interacao nao é pequeno o suficiente para ser um parametro
na expansao perturbativa. Outra dificuldade diz respeito ao esfor¢o computacional, visto
que o numero de estados eletronicos cresce exponencialmente com o tamanho do sistema.

Direcionando os nossos esfor¢os ao estudo de sistemas com dois elétrons interagentes
em sistemas unidimensionais, tendo em vista o hamiltoniano de Anderson (expressao 2.5)
e o hamiltoniano de Hubbard (expressao 2.20) podemos perceber que o hamiltoniano de
dois elétrons interagentes numa rede unidimensional é dada por

N N N
H=1J] Z Z (CIhLl,UCn,U + CIL,ocnjLLg) + Z Z €nCh oCno + Z U/CIL,TCn,TCTn,¢Cn7¢ (4.1)
n=1 o n=1 o n=1

Neste hamiltoniano, J representa o termo de hopping de primeiros vizinhos, €, representa
a energia para o sitio n. O parametro U’ representa a energia de intera¢ao coulombiana
local (on-site) de Hubbard entre os dois elétrons. Assim como as expressoes 2.5 e 2.20,
utilizamos a representacao de segunda quantizacao, onde cz,o e ¢, sao, respectivamente,
os operadores criagdo e aniquilagdo de um elétron com spin o = £1/2 para o sitio i.

Dentro do contexto de sistemas com dois elétrons interagentes, a literatura apresenta
duas abordagens distintas para o estudo das propriedades de transporte eletronico. Uma
abordagem considera os elétrons com mesmo estado de spin, de maneira que a funcao
de onda dos dois elétrons deve ser anti-simétrica em relacio a troca das particulas '
[123, 169, 170, 171]. A outra abordagem trata os elétrons como distinguiveis pelo spin [10,
130, 172, 173, 174, 175]. Os aspectos fisicos caracteristicos do problema de duas particulas
interagentes sao apresentados em ambas as abordagens. Sendo assim, consideramos em
nossos estudos que a parte espacial da fungao de onda é resultado do produto direto das
funcoes de onda de cada elétron

¢(x1,%X2) = ¢a(21)9B(T2) (4.2)

Desta maneira, sendo a nossa cadeia constituida de N sitios, os auto-estados do Hamilto-
niano no sub-espaco gerado por todos os estados de posicao dos dois elétrons, é dado por

T (n1,ma)) =) > frigma, [(01,,m2,,)) (4.3)

n n
1s M2,

ou seja, nosso stib-espaco sera expandido em N? funcoes de onda. Nesta tiltima expressio,

!Esta condicdo é imposta pelo Postulado da Simetrizacio da Mecanica Quantica.
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4.1 Dois elétrons interagentes em sistemas 1D 53

|¥)(n1,,n2,,)) representa um elétron com spin s no sitio n; e outro com spin s’ para o sitio

no. Utilizando notagao de segunda quantizacao, temos nossos kets base escritos como
[¢(na,, o)) = €l el 10,0) (4.4)

ni,+ 02,y

onde |0,0) é o estado de vacuo, ou seja, o nimero de ocupagao dos estados de um elétron
é zero. Tomamos n; e ny como o sitio de ocupacao dos elétrons 1 (spin up 1) e 2 (spin
down |) respectivamente.

Os aspectos estacionarios do problema sao obtidos apds resolvermos a equacao de
Schrédinger independente do tempo

H|¥(ny,n9)) = E|¥(ny,n2)) (4.5)

De posse do Hamiltoniano 4.1, reescrevemos a tltima equacao como:

N
HW(nm2)) = I 3" (chinolno + ch ol ) [¥(n1,m2))

n=1 o ,
H
N N
+ Z Z €'ncl yCno| ¥ (n1,n2)) + Z U,CL7TCn7TCL7¢Cn7¢|\I/(n1, na)) (4.6)
n=1 o n=1
H, H;

onde foi feito a identificacao de cada termo do hamiltoniano para facilitar os célculos
posteriores da resolucao da equacao de Schrodinger.

Com o objetivo de encontrar uma relagao de recorréncia para este problema, tomamos
inicialmente os dois elétrons no mesmo orbital atomico, ou seja, ny = ny. Assim, para

H,, temos:
N
H1|lll(n17n2)> = J Z fan’n% Z(CL+1,TCH,T+CL+1,¢CH,¢
n1y,M2) n=1
+ CIL,TCn+17T + CL,¢Cn+1,¢)CLLTCiw|O> 0) (4.7)

Nesta tltima, o somatorio em o foi desfeito, explicitando os spins up (1) e down (]) de
cada elétron. Devido a atuacao dos operadores de criacao e aniquilacao de férmions, temos

N
Hi[W(ny,ng)) = J Z fmT,n% Z(CL+1,TC%T+CL+1,¢C”¢
niy,n2) n=1

+ CL7TCn+1,T _'_ CL7J/Cn+17\L)‘nLT7 n17\l/>
Hi|W(n1,m0)) = J D forom, (Ina+ Lpny) + [nag, ma +1y)

an’"%

+ =1y nay) + [nag, = 1))
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54 Dois elétrons interagentes em cadeias puras e com desordem

H1|\I/(n1’ n2)> = J Z fan,ml (W(m + lT’ n1¢)> + W(”mm + 1¢)>

nig,ne)
£l = Lpmy) + [ — 1)) (4.8)
Para Ho:
N
Ho|W(n1,m0)) = Y fruma, Y €nlchicnr 4l cn ) W(n,m0))
niy,n2) n=1
N
HolW(n1,m0)) = Y frma, Y €nlchponr + el yen)lnig, nay)
niy,n2; n=1
H2|\I/(n1’ n2)> = Z fme% (Elm + €,n1) |n1T>n1¢>
nig,ne)
H2|\I,(n17 n2)> = Z fanJLQL 26/”1 ‘w(n1T7 nli)) (49)
an,NQJ'

Fazendo agora os calculos para Hjz temos:

N
H;3|¥(ny,ng)) = Z S, o, Z U/CL7TCn,TCL,¢Cn,¢|\I’(n17n2)> (4.10)
n1p,n2y n=1

Uma vez que a energia de interacao de coulombiana é on-site, a equagao 4.10 é reescrita
como

H||W(n1,m2)) = Y forma, U'lto(n1g, 1)) (4.11)

an’nQi
somente se 1o = n7.
De posse das equacoes 4.11, 4.9 e 4.8, reescrevemos a parte da equacao de Schrodinger
independente do tempo para elétrons dispostos em sitios iguais (ny = ny) como:

El¥(ni,ng)) = Z fmT,nz¢ [J(W(nl + 14, n1)) + [Y(nigp,na + 1)) + [(ng — 14, n4y))
i — 1))+ (26, + U (1) (4.12)

Considerando agora que ny = nq + 1. Para H; temos:

N
H1|\I/(n1,n2)> = J Z fan,nzl Z(CL+1,TCN7T+CL+1,¢C%¢

NNy n=1

+ CL7TC71+17T + CL7J/C7L+17J/)C1T11TCILl+1¢ |0’ O> (4]‘3)

Fazendo novamente uso dos operadores de criacao e aniquilacao de férmions temos:

N
Hi|¥(n,n2)) = J Z fmT,nzL Z(CL+1,TC%T+CL+1,¢CH,¢
n14,M2) n=1

+ CIL,TCn-i-l,T + CL,¢Cn+1,¢)|n1T, ny + 1¢>
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H1|\II(TL1,TL2)> = J Z fanml(|n1+1T>n1+1¢>+|n1T’n1+2¢>

n1T7n2¢

+ \nl — 1T,n1 + 1¢> + \an,nu))
Hy|[W(ny,ms)) = J ) Jriyma, <|1/1(”1 + 1y n1 + 1)) + (g, na + 2y))

an,ngi
b = Ty, mn 1)) + Yy, m))) (4.14)
Para H, temos:
N
HoW(ny,mo)) = > fri, o, Y nleheng +l en) i+ 1)
n1y,M2) n=1
= Z fmT,HQ¢ <€In1 + €/n1+1>|w<n1T7 ny + 1¢)> (415)
an,nQJ'

Como visto anteriormente, Hz possui o termo de interacao on-site de Hubbard, exis-
tindo somente para elétrons no mesmo sitio. Desta forma, concluimos através das equacoes
4.14 e 4.15 que a parte da equacao de Schrodinger para no =nq + 1 é:

ElU(ni,ns)) = Y fum [J(W(nl 1y 1))+ [ (g, + 2))) + [P(nag, nay))
an’”%
= L+ 1)) )+ + ) [P, m +1,))] (4.16)

Tomando agora que ny = n; + 2, para Hy:

N
H|¥(ny,ng)) = J Z fan,ml Z(CLLTCTL,TWLCLH@%A
n14,m2) n=1

+ CL7TCn+1,T + Cl7icn+1,¢)|nl1‘7 ny + 2¢)
= J Z fan,ngl(|n1 + 1y, ny +2)) + |[nig, ng + 3))

an’nQL

+ | — 1y, ng +2)) + [nag,na + 1))
HiW(m,m2)) = T 37 S, (10000 + Lpmi +20)) 4 (g, my +3,)

anJ’LQL
b = g 20)) 4 Yl + 1)) (4.17)
Para H:
N
Ho|U(n1,m0)) = Y frroma, Y €nlchenr+ el jonlmip,ni+2)
n1y,M2) n=1
= Z fmT,HQ¢ <€In1 + €/n1+2>|w<n1T7 ny + 2¢)> (418)
an,an,

Sabendo que H3 nao é valido para este caso e tendo em maos as equacgoes 4.17 e 4.18,
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56 Dois elétrons interagentes em cadeias puras e com desordem

escrevemos a parte da equacao de Schrodinger para ny = ny + 2 como:

BlW(nm)) = D furpma, [ (1000 + 1 +2)) + (g, ma +3))
anJLQL
= L+ 20)) + [, +1,)))
()l +2)))] (4.19)
Reunindo as equagoes 4.12, 4.16 e 4.19 e substituindo nestas as grandezas adimensio-
nais ) " 5
€
n=—, U=— E=— 4.2
€ b 7 e 7 (4.20)

temos as equacoes de Schrodinger dadas por

gfm,m = fm+17n1 + fm,m-l—l + fm—lanl + fm,m—l + (26711 + U)fm,m (4'21)

para n; = naq,
gfm,erl = fn1+1,n1+1 + fn1,n1+2 + fm*l,erl =+ fnl,nl + (6711 =+ 6n14r1>fn1,711+1 (422)

parang =n; +1e
gfn17n1+2 = fn1+1,n1+2 =+ fn1,n1+3 + fm*l,er? + fnl,n1+1 + (6711 + €n1+2>fn1,n1+2 (423)

para ny = ni+2. A analise desta tltimas trés expressoes nos permite facilmente perceber
que a relacao de recorréncia para o problema em questao é dada por

gfm,m = fn1+1,m + fn17n2+1 + fm—l,m + fn17n2—1 + (6711 + €ngy + U(;m,ng)fnhnz (424)

Esta relacao de recorréncia pode ser utilizada para a obtencao matricial do hamilto-
niano na base |¢(nq,n2)), que representa a ocupagao do elétron 1 (spin up 1) no sitio ng
e o elétron 2 (spin down ) no sitio ny. Por exemplo, ao considerarmos uma cadeia com
N = 3 sitios, temos como estados possiveis:

Y1, 1)), [9(1,2)), [9(1,3)), [$(2,1)), [4(2,2)), [(2,3)), [9(3, 1)), [4(3, 2)), [¢(3, 3))

Desta forma, com auxilio da relacao de recorréncia 4.24, podemos escrever o hamiltoniano
na sua forma matricial como

|611)  lo12)  [d13)  |d21)  |d22)  |d23)  |P31)  |d32)  |¢s3)
(p11] | 261 +U 1 0 1 0 0 0 0 0
(¢1,2] 1 €1 + €2 1 0 1 0 0 0 0
(#1,3] 0 1 €1+ €3 0 0 1 0 0 0
g~ (921 1 0 0 e+ea 1 0 1 0 0
(h2,2] 0 1 0 1 2 + U 1 0 1 0
(h2,3] 0 0 1 0 1 s+ €3 0 0 1
(¢3,1] 0 0 0 1 0 0  e3+e 1 0
(¢3,2] 0 0 0 0 1 0 1 €3 + €9 1
(¢33] 0 0 0 0 0 1 0 1 23+U

(4.25)

Tese de Doutorado



4.1 Dois elétrons interagentes em sistemas 1D o7

Devemos notar que num sistema de 2 elétrons distintinguiveis num sistema unidimensi-
onal temos o N? configuracoes possiveis. Desta forma, as matrizes do problema de dois
elétrons possuem dimensao N2 x N2.

O analise do carater estacionario do problema é possivel através dos autovalores e auto-
vetores obtidos por diagonalizacao numeérica direta. Assim como no problema apresentado
no capitulo anterior, utilizamos rotinas Lapack [164] em nossos calculos.

Além dos aspectos estacionérios, podemos investigar os aspectos dinamicos do sistema.
Neste caso, resolvemos a equacao de Schrodinger dependente do tempo

d
ih— |0 () = H|¥(1)) (4.26)

onde H ¢ o hamiltoniano 4.1 e W(ny,n2)) = >, . fui.n,(£)[10(n1,m2)), onde [1(ny, na)) &
o estado em que os elétrons 1 e 2 estdo, respectivamente, nos sitios ny e ny (|¢(ny,,ng,)) =
CIIMCIIQJO, 0)). Uma vez que a expressao 4.24 foi obtida de H|¥), nota-se facilmente que
equacao de Schrodinger dependente do tempo em termos dos coeficientes f,, ,,(t) é dada

por

d
Zh%fm,nz (t) = Jritims T frimot1 + Jnimtne + frima—1 + (€ny + €ny + Uammz)fm,nz
(4.27)

A equagao acima pode ser resolvida através de algoritimo de Runge-Kutta [163], ob-
tendo assim as amplitudes de probabilidade da funcao de onda apo6s cada incremento de
tempo pré-determinado. Visto que um dos nossos objetivos é investigar também a in-
fluéncia de um campo elétrico externo sobre o comportamento dinamico dos dois elétrons,
apresentaremos a seguir os aspectos inerentes a presenca deste campo.

4.1.2 Campo Elétrico

Como vimos na sec¢ao 2.2, Felix Bloch mostrou que as fungoes de onda eletronicas em
um potencial periédico, em um cristal, sdo ondas planas moduladas periodicamente (ver
equagao 2.3). Devido a esta estrutura periddica existem regides em que as energias sao
permitidas (bandas de energia) e regides em que as energias sao proibidas (gaps de energia)
[43]. Uma importante diferenca entre a dindmica de um elétron numa rede cristalina e um
elétron livre é o fato do espaco k ser dividido em zonas de Brilloin e dentro destas zonas
existir uma dependéncia da energia em relacao ao vetor de onda. Assim, para um elétron
livre no espaco sobre influéncia de um campo elétrico E constante, o movimento descrito
é constantemente acelerado em uma direcao definida por F = —eE. Entretanto, para
um elétron em uma banda cristalina sob influéncia de um campo elétrico E constante, a
funcao de onda eletronica apresenta o que conhecemos da literatura como oscilacoes de
Bloch 176, 177, 178, 179, 180].

Podemos entender o fenémeno através do modelo semicléssico. Este modelo consiste
de obter as equacoes de movimento para a posicao r e o momento p de cada elétron
na presenca de um campo externo através do formalismo classico de Hamilton e depois
“quantizar” o momento do elétron. A fun¢do Hamiltoniana Classica H(p,r) pode entao

Instituto de Fisica - UFAL



58 Dois elétrons interagentes em cadeias puras e com desordem

ser “quantizada” através da substituicdo p por hk [181, 182]. Assim, pelas equacgoes de
Hamilton temos

 OH oH

Manipulando a primeira equacao temos
0H 0
V=% ~ @p [e(p/R) + V(r)]
_ Oe(p/h)
op
~ 10¢e(k)
= K (4.29)

A equacao anterior mostra a velocidade de um pacote de onda, também conhecida como
velocidade de transmissao de energia no meio ou velocidade de grupo. Vemos que a
velocidade é proporcional a inclinagao da curva de energia em relacao a k.

A segunda equacao em 4.28 pode ser escrita como

k=~ = —VV(r) (4.30)

Porém, se V(r) é a energia potencial de um elétron num campo fixo eletrostético, o lado
direito da equacao 4.30 é simplesmente a forca classica agindo sobre o elétron. Em nosso
caso trata-se da forga oriunda do campo elétrico E, ou seja,

hk=(—c)E (4.31)

Esta equacao nos mostra que variacao temporal de k é proporcional a forca elétrica. Esta
ultima equacao é imediatamente reduzida a

(—e)E

k(t) = —

t+ ko (4.32)

Para elétrons livres, a relagao entre energia e momento é dada pela parabola classica
€ = p?/2m. Entretanto, como o nosso elétron est4 numa banda de energia, as previsdes sao
bem diferentes. Para entendermos a dindmica de um elétron numa banda sob influéncia de
um campo elétrico, consideremos uma banda de conduc¢ao 1d como na figura 4.1. Através
da ultima expressao, vemos que o vetor de onda k aumenta uniformemente com o tempo.
Assim, a medida que ¢ aumenta, o elétron atravessa o espaco k a uma taxa uniforme (ver
representacao na figura 4.1a). O elétron, partindo de k = 0, por exemplo, move-se pela
banda até chegar ao ponto A. O ponto A é idéntico ao ponto A’, entretanto sdo separados
por um vetor da rede reciproca 27w /a. Tendo em mente o esquema de zona reduzida e a
periodicidade da funcao e(k), noés podemos descrever a mudanca do vetor k com o tempo
como um processo periédico no qual o ponto k vai de A" até A, reaparecendo em A’ e
repetindo o ciclo novamente. Associada a este fendmeno, existe uma oscilagado no espaco
real, uma vez que a velocidade (expressao 4.29) esté periodicamente mudando de sinal.
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Figura 4.1: Dinamica de um elétron sobre influéncia de um campo elétrico. Relagdo a) energia-
vetor de onda k; e b) velocidade-vetor de onda k.

a) E
A' A
—~_B' _—+—_B
\C V) NC
L)
\elétrc n
b) v k
0 k
_ar a
a a

Fonte: Autor, 2011.

A figura 4.1 mostra a velocidade do elétron ao longo do eixo k. Partindo de k = 0, a
velocidade aumenta a medida que o tempo passa. Apos chegar ao maximo, ela diminui e
entao desaparece para a extremidade da banda. Assim, o elétron retorna e adquire uma
velocidade negativa, repetindo o processo. Esta velocidade discutida aqui é a velocidade
no espaco real, ou seja, o velocidade fisica usual.

O periodo das oscilacoes é facilmente encontrado. Por simplicidade, admitamos que o
vetor de onda k esteja inicialmente em A’, ou seja

k(0) = ko = —g (4.33)

Especificando t,.;. como o tempo que o vetor k gasta chegar em 7/a, temos

(—e)E

k<t06il-> = ———"tocit. + kO (434)

Como a diferenca entre os pontos A’ e A é justamente um vetor de rede reciproca, fazemos

2m —e)E
K(to) - K(0) = 2 =08,
2mh
tocil. = = — 4.35
: ’ (—e)FEa (4:35)

Desta ultima obtemos a frequéncia de oscilacao

we 2T \Te)na (4.36)

Podemos encontrar também a largura do segmento no qual se d& oscilacao do elétron.
Para isso tomemos na equagao 4.29, ou seja

dr 10e(k)
&t~ h ok

(4.37)
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Sabendo que as fungoes r , (k) e k sdo continuas no intervalo [—7/a, 7/a]

r(t) —ryg = /Ot 1 Delk) dt

h 0Ok
1 [*Ooek) dt . 1
q ok dae™ = _(—e)E[€<k<t)) — E(k(0)] (4.38)

Nesta expressao, é evidente a amplitude de oscilagao é 7., = W/eE, onde W é a largura
da banda. Apos um ciclo, t = 7 (expressao 4.35), o elétron retorna a sua posigao original.

Para um caso ideal como descrito acima, estando o elétron livre de impurezas e imper-
feicoes na rede, além de vibracoes térmicas, é facil determinar a frequéncia de oscilacao e
amplitude de oscilacao. Por exemplo, tomando um sistema cujo espacamento de rede fosse
5 Ae uma largura de banda com 1 eV, um campo elétrico de 102 V/em poderia localizar
elétrons em uma regiao de ~ 100 um e fazé-los oscilar a uma frequéncia de w ~ 1 GH z.
O periodo de oscilagao para este caso seria 7 =~ 5 ns. Entretanto, num sistema real, inte-
racao com fonons e impurezas presentes no cristal impedem a visualizacao do fenémeno.
Sendo o tempo de relaxagao (tempo médio entre colisdes) da ordem de = 10~ s, o elétron
sofre um enorme ntimero de colisoes (em torno de 10°) no tempo de um ciclo, suprimindo
o fenomeno oscilatoério.

Do ponto de vista experimental, as oscilagoes de Bloch foram primeiramente obser-
vadas apos o advento das super-redes semicondutoras [183, 184, 185, 186]. A técnica
de crescimento de cristais atomicamente controlados mostrou-se extremamente eficaz na
construcao destas estruturas artificiais. Uma super-rede semicondutora é formada pelo
crescimento periddico e alternado de camadas de dois semicondutores com gaps de energia
diferentes, como representado na figura 4.2a. Devido a estes gaps de energia diferentes,
surge uma descontinuidade de energia nas interfaces entre duas camadas adjacentes (ver
figura 4.2b). Ao compararmos esta estrutura de potencial ao potencial periédico num cris-

Figura 4.2: (a) Super-rede semicondutora é formada pelo crescimento periddico e alternado de
camadas de dois semicondutores GaAs e AlGaAs. (b) Perfil da banda de conducao da super-
redes. (c) Deslocamento espacial de elétrons em super-redes semicondutoras.
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Fonte: (a) e (b) Autor, 2011; (c) Lyssenko, 1997 (referéncia [187]).

tal natural, podemos dizer que os pocos de potencial comportam-se como macro-atomos
numa rede cristalina com um parametro de rede maior, dando origem o nome super-
redes cristalinas. Esta disposicao periddica dos pocos na super-rede da origem a estados
eletronicos estendidos, da mesma maneira observada para d&tomos numa rede cristalina
[45].

Duas importantes caracteristicas destas estruturas artificiais é o alto grau de perfei-
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4.1 Dois elétrons interagentes em sistemas 1D 61

¢ao da rede o parametro de rede bem maior que o observado em cristais. A primeira
caracteristica esta associada ao tempo de relaxacao maior que o observado em cristais,
enquanto que a segunda caracteristica esta associada ao periodo de oscilagao (ver equagao
4.35). Com o maior grau de pureza e parametro de rede podendo chegar a centenas de
Angstrons, a observacao experimental do fendmeno tornou-se factivel (ver figura 4.2c).
Entretanto, o surgimento de outros sistemas artificiais também possibilitou a observa-
cao de oscilagoes de Bloch, como atomos [188, 189] e/ou condensados de Bose-Einstein
[190, 191, 192] aprisionados em redes Opticas.

A campo tedrico também tem sido bastante explorado. A coexisténcia de desordem
e campo elétrico constante revela que a influéncia do campo sobre a localizacao é muito
maior que a influéncia da desordem [193, 194]. A localizacdo do pacote de onda eletro-
nico na presenca do campo elétrico é conhecido como localizagao dinamica. Entretanto,
este aprisionamento do pacote de onda nem sempre resulta em oscilagoes coerentes com
frequéncia bem definida, como apresentado na equacao 4.36. Na presenca de desordem as
oscilagoes sao fortemente amortecidas [195, 196, 197| e o pacote de onda pode apresentar
um comportamento oscilatorio tipo ruido-branco [198]. Entretanto, para sistemas nao pu-
ros que apresentam fases extendidas, quando o sistema apresenta-se nesta fase, observa-se
que a desordem nao destréi a coeréncia das oscilagoes de Bloch [198, 199, 200].

O problema envolvendo interacao entre elétrons e campo elétrico também tem sido
investigado [201, 202, 203]. O formalismo de muitos corpos para a teoria de campo
médio dindmico foi estendida para tratar problemas de nao equilibrio, trantando-se do
hamiltoniano de Bose-Hubbard sob a acao complementar de um campo estatico. Foi
mostrado como as oscilagoes de Bloch extiguiram-se pelas interacoes elétron-elétron e
como suas carateristicas mudam drasticamente para um isolante de Mott [201]. Outro
trabalho sobre o modelo de Bose-Hubbard sob influéncia de um campo estatico revela
uma assinatura caracteristica de caos quantico. Isso induz a decaimento irreversivel de
oscilagoes de Bloch de dtomos frios carregados em uma rede 6ptica [202]. Embora, de
maneira geral, a interacao favoreca a destruicao das oscilagoes de Bloch, foi relatado
recentemente para um sistema interagente de atomos frios que as oscilacoes de Bloch sao
persistentes se a interacao é modulada harmonicamente com frequéncia adequada e fase

[203].

Interessados em investigar o comportamento de dois elétrons sob influéncia de um
campo elétrico uniforme e constante, adicionamos ao nosso Hamiltoniano 4.1 um termo
que representa a influéncia de um campo elétrico constante e uniforme sobre as particulas
por toda a cadeia. Assim, temos o Hamiltoniano

N N N
H=1J Z Z <CL+17OCn,J - CIMC,HLU) +Z Z (€', + eFan) ciwcn,ﬂLZ U/CL7TC717TCL7¢C”7¢
n=1 o n=1 o n=1

(4.39)
sendo F' o campo elétrico externo, e é a carga da particula, a o parametro de rede e n é o
operador posicao da particula. Para que possamos estudar o comportamento dinamico dos
dois elétrons sob efeito do campo, devemos resolver a equacao de Schrodinger dependente
do tempo. A inclusao do termo relativo ao campo elétrico altera a relacao de recorréncia
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4.24 para

L d

Zh%fm,?m = fn1+1,n2 +fn1,n2+1 +fn171,n2 +fn1,n271 + <6n1 +Fm +€n, +Fng +U5n1,n2) fnl,n2
(4.40)

sendo F = eFa/J. Este procedimento ¢ facilmente realizado ao lembrarmos que

Z eFan|nit,ng ) = (eFan, + eFans)|niy, ng ) (4.41)

ni,n2

Assim como no capitulo anterior, resolvemos as equacoes diferenciais 4.40 empregando
um método numérico baseado na expansao de Taylor do operador de evolucao temporal

V(AL) = e HHA = 1 4 Z _ZHN (4.42)

onde H é o hamiltoniano (ver apéndice A2). A fun¢ao de onda num tempo At é dada por
|®(At)) = V(AL)|P(t = 0)), de maneira que usamos o método recursivamente para obter
a funcao de onda no tempo t. Nos resultados que iremos apresentar usamos At = 0,05
e ng = 20. Os valores para a ordem de truncamento (ny = 20) e incremento de tempo
(At = 0,05) foram comprovados suficientes para conservar a norma da fungio de onda
em todo o intervalo de tempo requisitado, com precisao |1 — |®(¢)[*| < 107°.

4.2 Cadelas cristalinas

Como dito anteriormente, o trabalho pioneiro de Shepelyansk que observou o enfraque-
cimento da localizacao de Anderson em um sistema de duas particulas interagentes em um
meio desordenado [10], motivou uma série de estudos sobre sistemas de baixa densidade
eletronica (ver inicio da segao 4.1.1). Como exemplo destes estudos, especificando proble-
mas de duas particulas, podemos citar: dois elétrons interagentes em anéis mesoscopicos
desordenados 1D [123]; dois elétrons em cadeias desordenadas [169] e quasi-periddicas
[170]; dois elétrons interagentes em cadeias aperiddicas tipo Fibonacci and Thue-Morse
[130]; dois elétrons interagentes em cadeias aperiodicas [171]; (ver se¢ao 2.3.5). Entre-
tanto, como a fisica de sistemas puros é bem conhecida (modelo de Bloch), estudar a
interacao entre dois elétrons neste tipo de sistema revela aspectos inerentes apenas a
interagao.

Estudos sobre dois elétrons interagentes em cadeias puras foram realizados por Weisz e
Claro [204]. Neste trabalho, através de resultados analiticos, eles apresentam a existéncia
da banda de elétrons livres para dois elétrons e uma banda de estados ligados, bem como
a largura destas bandas. A banda de estados ligados como sendo U < E < VU? + 162,
enquanto que a largura da banda de estados nao ligados como —4J < E < 4J. Estes
resultados foram corroborados por nossos estudos numéricos, como pode ser visto na figura
4.3 (ver referéncia [174]). A densidade de estados (figura 4.3a), definida como o nimero de
niveis de energia dentro de um intervalo F + dE (DOS(E) =, 0(E — Ej), Ej sendo os
autovalores obtidos da diagonalizagdo do Hamiltoniano), mostra a existéncia de uma sub-
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Figura 4.3: (a) Densidade de estados e (b) Distancia Média entre os elétrons, obtidos para
uma cadeia com N = 100 sitios. Os auto-estados contidos na sub-banda apresentam pequenas
distancias, refletindo a natureza de estados ligados.)
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Fonte: W.S. Dias, 2007 (referéncia [174]).

banda quando a interacao entre os elétrons se faz existente. A distancia média entre os dois
eletrons (figura 4.3b), definida por d(E;) = 3 . Ine — m||f], ,,I%, reforcam existéncia
de estados ligados contidos na sub-banda de energia com limites U < E < /U? + 16J2.

Com o objetivo de entender um pouco mais a influéncia destes estados ligados sobre o
comportamento dinamico dos elétrons, nos revisitamos o problema e calculamos algumas
grandezas que possam caracterizar melhor o sistema.

4.2.1 Resultados

Nossos calculos, baseados na equacao 4.40 e realizados mediante o emprego de um
método numeérico baseado na expansao de Taylor do operador de evolucao temporal (ver
final da segao 4.1.2), noés consideramos por simplicidade h = J =e=a=1¢e¢, = 0.
Esta ultima consideracao refere-se a tomar ¢, como referéncia de energia. Além disso, nos
consideramos a func¢ao de onda como sendo um pacote gaussiano de largura o

(s 1ms | [U(t = 0)) = ﬁexp {—@} exp {—%} (4.43)

onde A(c) é a constante de normalizagao e o é a largura do pacote de onda. Neste caso,

os elétrons estao inicialmente dispostos nos sitios % +dy e g — dy, ou seja, os elétrons

estao dispostos inicialmente equidistantes do centro da cadeia.

Extensao espacial e participacao

Com o objetivo de investigar o quanto a fungao de onda se estende pela cadeia, nos
calculamos a extensao espacial £(t), definida por

Et) =Y V(= (m(8) + (n2 — (n2(£)2| furma (I (4.44)

ni,n2
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Figura 4.4: (a) Extensao espacial e (b) fun¢ao participagdo versus tempo para uma cadeia de
N = 1500 sitios, U = 0,2,4,6,8,12, 0 = 1 e dy = 0. Apds um transiente inicial, vemos que &
evolui balisticamente mesmo no regime de forte interacao. A funcao participagdo apresenta um
comportamento balistico para U = 0. Entretanto, na presenca de interacao, uma dependéncia
temporal atipica (P(t)  t) é observada.

(a)

E)

10

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [167]).

onde

(i) = Y () fruma ()] = 1,2 (4.45)

ni,n2

Os calculos foram realizados usando uma cadeia com N = 1500 sitios, alguns valores
de interagao (U = 0,2,4,6,8,12) e ambos os elétrons (¢ = 1) partindo do mesmo sitio
(dp = 0). Esta ultima consideracao visa investigar o papel da interacao, visto que em
nosso modelo a interacao é on-site.

Na figura 4.4a nés apresentamos os resultados obtidos para a extensao espacial. Pode-
mos ver que apds um transiente inicial, £ evolui linearmente com o tempo (£ o t) mesmo
quando a interacao se faz presente. Em outras palavras, vemos que um alargamento
balistico do pacote de onda de dois elétrons. No regime inicial, vemos que a presenca
de interacao promove uma reducao da extensao espacial. Esta reducao na presenca de
interacao estd associada a existéncia de estados ligados no pacote de onda inicial.

Visto que a fungao participagao nos fornece uma medida do grau de localizagao [58,
166], nos calculamos

1
2 ny o [ ()1

para o mesmo sistema anterior, cujos parametros foram N = 1500 sitios, alguns valores
de interagao (U = 0,2,4,6,8,12) e ambos os elétrons (¢ = 1) partindo do mesmo sitio

P(t) = (4.46)

(dy = 0). Na figura 4.4b nos podemos ver que na auséncia de interagao (U = 0), a fungao
participacao evolui proporcionalmente ao quadrado do tempo (P(t) o t?). Isto indica que

Tese de Doutorado



4.2 Cadeias cristalinas 65

os elétrons alargam-se uniformemente e independentemente sobre a cadeia, concordando
com o comportamento temporal da funcao participacao de 1 elétron em sistemas puros.
Entretanto, na presenca de interacao, observa-se que a funcao participacao evolui mais
lentamente com o tempo (P(t) x t). Tendo em mente que esta fungao nos fornece uma
medida da porcao do espaco onde a amplitude da funcao de onda difere significativamente
de zero, n6s direcionamos a nossa atencao ao aspecto do pacote de onda eletronico.

Aspecto do pacote de onda eletrénico

Tendo em vista o comportamento atipico da participacao na presenca de interacao, nos
investigamos o aspecto fun¢ao de onda dos elétrons apés um longo tempo (comportamento
assintotico). Nos consideramos uma cadeia de N = 200 sitios, 0 =1, dy =0e U =0e
4. Podemos ver na figura 4.5 a fungao |f,,(t)|* = >_,, | fam(t)]? caculada para um tempo
longo o suficiente para que a funcao de onda se alargue até as bordas da cadeia, versus o
plano formado pelo espago de Hilbert de cada elétron (m x n). Na auséncia de interagao

Figura 4.5: Funcao de onda eletronica apos um longo tempo de evolugao, em uma cadeia de
N = 200 sitios, 0 = 1,dy =0e (a) U =0e (b) U =4. Na auséncia de interagao os elétrons
alargam-se balisticamente pelo plano n x m. Para U > 0, os estados ligados correlacionam o
movimento do elétrons, de maneira que o pacote de onda se concentra ao longo da diagonal
n=m.

(a) (b)
Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [167]).

(figura 4.5a), os elétrons propagam-se independentemente ou nao correlacionados. Por
se tratar de uma cadeia cristalina, observa-se que o alargamento do pacote de onda é
balistico, estando os dois pacotes de onda distribuidos sobre o plano n x m. Visto que
os dois elétrons partiram do mesmo sitio, observa-se um méximo na regiao n = m = %
Na presenca de interacao (figura 4.5b), vemos que o pacote de onda fica concentrado em
torno da posigao n = m. Este comportamento esta associado aos estados ligados contidos
na banda de energia, responséaveis por correlacionar o movimento dos elétrons.

Devemos esperar que esta correlacao eletronica também deixe assinaturas na funcao

de onda de um elétron. Em virtude disso, calculamos | f,,(t)[> = >, | fn.m(t)|* para deter-

Instituto de Fisica - UFAL



66 Dois elétrons interagentes em cadeias puras e com desordem

Figura 4.6: Funcao de onda eletronica apés um longo tempo de evolugao, em uma cadeia de
N = 1000 sitios, 0 =1, dy =0, U = 0,4,10 e (a) t = 5, (b) t = 20, (c) t = 40, (d) ¢t = 100.
Na auséncia de interacao os elétrons alargam-se balisticamente , apresentando uma estrutura de
unico pico. Para U > 0 temos duas estruturas principais, uma concentrada na posic¢ao inicial e
outra apresentando uma frente de onda com alta aomplitude.
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Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [167]).

minados tempos durante o alargamento da funcao de onda eletronica pela cadeia. Nestes
calculos, consideramos uma cadeia de N = 1000 sitios, dy = 0, interacao coulombiana
U=0,4¢e10, o = 1.
fungdo de onda inicial (expressao 4.43), gaussiana de largura unitaria, observamos que a

Estes célculos sao apresentados na figura 4.6. Lembrando da

auséncia de interacao nao modifica a estrutura do pacote de onda ao passar do tempo.
O pacote de onda alarga-se balisticamente apresentando a estrutura de um tnico pico.
Entretanto, na presenca de interacao, mesmo para tempos iniciais, vemos um transiente
de uma estrutura gaussiana (¢t = 0) para um pacote de onda apresentando duas estruturas
principais. Uma dessas estruturas apresenta uma forte concentracao na posicao inicial,
enquanto que outra componente tem alta amplitude e apresenta uma aspecto tipo frente
de onda. Ambas estruturas evoluem balisticamente. Esta estrutura dupla do pacote de
onda, que para os tempos iniciais surge como um pequeno “encolhimento” do pacote de
onda, reflete na extensao espacial do pacote, como foi apresentado na figura 4.4a. Além
disso, a estrutura central do pacote de onda apresenta largura menor quanto maior for a
interacao elétron-elétron. A amplitude da frente de onda também é maior quanto maior
for o valor da interacao. Esta estrutura dupla do pacote de onda, possuindo regices de
amplitudes pequenas quando comparadas as amplitudes da estrutura central e da frente
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4.2 Cadeias cristalinas 67

de onda reflete na fun¢ao participagao, como apresentado na figura 4.4b. Para percebemos
melhor, precisamos ter em mente que esta funcao nos fornece uma medida da porcao do
espaco onde a amplitude da funcao de onda difere significativamente de zero.

Influéncia do campo elétrico

Até o presente momento, todos os resultados apresentados referem-se a sistemas com
campo elétrico nao presente. A partir de agora, nosso objetivo é investigar os efeitos
causados devido a presenca do campo elétrico. Assim como apresentado na secao 4.1.2,
a presenca de um campo elétrico é capaz de aprisionar o elétron numa regiao restrita da
rede. Nesta localizacao dinamica o pacote de onda pode apresentar um comportamento
oscilatorio coerente, conhecido como oscilagoes de Bloch [176, 177, 178, 179, 180].

Figura 4.7: Quadro a esquerda: centroide (n;(t)) calculado para uma cadeia de N = 120 sitios,
pacotes de onda de largura o = 1, dy = 0, campo elétrico constante F' = 0.5 e diferentes graus de
interagao (a) U =0, (b) U =4 e U = 10. Quadros a esquerda (transformada de Fourier) (n;(w))
mostram claramente que o centroide apresenta um comportamento oscilatério com frequencia
w = F para U = 0, frequencia predominante w = 2F para U = 4 e frequencia predominante
w = F para U = 10.
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Fonte: W.S. Dias, 2007 (referéncia [174]).

Relatamos anteriormente alguns trabalhos envolvendo interagao entre elétrons e campo
elétrico [201, 202]. De maneira geral, podemos dizer que a interagao elétron-elétron em sis-
temas de muitos corpos atua destrutivamente sobre as oscilacoes de Bloch. Para sistemas
de duas particulas em uma cadeia sujeita a um campo elétrico externo, foi demonstrado
que no limite de fraco hopping, a interacao elétron-elétron induz uma oscilacao adicional
da velocidade de deriva dos elétrons. O periodo desta oscilacao pode ser determinado
unicamente pela alcance e intensidade da interagao elétron-elétron [205]. Este modelo ja
foi estudado por nos anteriormente [174]. Neste trabalho foi demonstrado que o centroide
do pacote de onda pode apresentar um comportamento oscilatorio com uma frequéncia
predominante de w = 2F (ver figura 4.7), ou seja, o dobro da frequéncia das oscilagoes
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68 Dois elétrons interagentes em cadeias puras e com desordem

Figura 4.8: Amplitude da oscilacao de Bloch L versus a interagao coulombiana U para pacotes
de onda de diferentes larguras ¢ = 0,1,2,3 e F' = 0.5. Para pacotes de onda de largura finita a
amplitude de oscilagao diminui consideravelmente com o aumento de U para valores pequenos e
volta a aumentar no regime de forte interagdo elétron-elétron.
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Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [167]).

de Bloch (ver expressdo 4.36). Este dobramento de frequéncia surge devido a existén-
cia de interagao entre os elétrons e esta associada aos estados ligados que promovem o
movimento coerente dos elétrons. Assim, podemos pensar que os elétrons movendo-se co-
erentemente comportam-se como uma particula de carga 2e (ver expressao 4.36). Um fato
a ser observado é que na presenca de interacao elétron-elétron muito forte a frequéncia
predominante passa a ser w = F', como pode ser visto na figura 4.7 [174].

Dentro deste cenario, nos revisitamos o modelo e investigamos o papel dos estados
ligados sobre a amplitude da oscilacao do pacote de onda, seja no modo w = F', quanto
no modo de frequencia dobrada w = 2F'. Para isto, n6s calculamos a posi¢ao média do
elétron (n(t)), também conhecida como centroide, dado por

() = Y nalfumeOF  i=1,2 (4.47)

ni,n2

Utilizando uma cadeia de N = 120 sitios, F' = 0.5, dy = 0, diferentes valores de interacao
coulombiana e pacotes de onda de diferentes larguras o = 0,1, 2, 3, n6s calculamos o cen-
troide (equacao 4.47) e reunimos os valores das amplitudes de oscilacdo Ly (ver figura 4.8).
Apresentamos na figura 4.8 estes valores de amplitude de oscilagdo L versus a interagao
elétron-elétron U. Considerando o caso particular de o = 0, ou seja, a funcao de onda
do elétron é do tipo delta, vemos que nao é observado oscilagoes de Bloch para U = 0.
Quando a interacao elétron-elétron esta presente, a amplitude de oscilagao apresenta um
méaximo para um valor de interacao finita, com a amplitude de oscilacao desaparencendo
no regime de fortes interagoes. Entretanto, para pacotes de onda de largura finita o > 0,
observa-se um cenéario diferente. Na auséncia de interacao U = 0, o centréide oscila com
uma amplitude igual a amplitude de oscilacao observada para sistemas de elétrons nao
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interagentes. Na presenca de interagao observa-se que a amplitude de oscilagao inicial-
mente diminui a medida que U aumenta até um regime de interagao intermediario U ~ 4.
A medida que a interacao U cresce ainda mais, indo para um regime de fortes interagoes,
observa-se um lento aumento da amplitude de oscilacao. Além disso, observa-se que o
valor assintético da amplitude aumenta com a largura inicial dos pacotes de onda.

Todos estes aspectos podem ser entendidos qualitativamente ao destacarmos que o
pacote de onda inicial é composto por componentes formadas por estados ligados e nao
ligados. Como dito anteriormente, a banda de estados nao ligados é centrada em E = 0,
indo de ¥ = —4J E = 4J. J4 a banda de estados ligados tem uma largura de energia
U < E < V16J%2+ U? |204]. Lembrando da se¢ao 4.1.2, vemos que a amplitude de
oscilagao (expressao 4.38) é proporcional a largura da banda de energia e inversamente
proporcional & carga efetiva. Dentro desta analise, vemos facilmente o motivo da largura
de oscilagao da componente nao ligada ser maior que a largura de oscilagao da componente
ligada. Devemos ter em mente também o quanto estas componentes ligadas e nao ligadas
dependem da largura do pacote de onda inicial. Como a interacao é on-site, quanto
maior a largura do pacote de onda, maior a contribuicao dos estados nao ligados. Assim,
um pacote de onda inicial Gaussiano tem uma densidade espectral de estados centrados
em F = (0. Assim, a medida que a interacao U cresce, aumenta-se a significancia das
componentes ligadas, levando a uma diminuicao da amplitude de oscilacao. Para valores
de interacao U muito forte, a grande distancia da banda de estados ligados da distribuigcao
espectral do pacote de onda faz com que haja pouca influéncia destas componentes nao
ligadas. Isto pode ser visto ao observar-se a reamplificacao do modo de oscilagao w = F'.

Para que possamos extrair maiores informagcoes sobre a influéncia dos estados ligados
sobre frequéncia das oscilagoes de Bloch, nés investigamos agora a evolucao temporal de
um pacote de onda Gaussiano com uma velocidade inicial, dada por

(n1 T,me L |¥(t=0)) = explik(ny + no)|exp [_M] cxp [_(”2—7”(2])2]

402 402
(4.48)

onde i é a unidade imaginaria. O fator de fase e**("1+72) ggverna a velocidade inicial do

1
A(a)

pacote de onda, neste caso particular, com velocidade idéntica para ambos os elétrons.
Isto também pode ser usado para deslocar a densidade espectral do pacote de onda do
centro da banda.

Dentro destas consideragoes, nos calculamos a dependéncia temporal da posicao média
(n(t)) numa cadeia de N = 100 sitios, para elétrons inicialmente na mesma posi¢ao
dy =0, F=05U=28¢e (a) k=0.5¢e (b) k =3.0. Estes calculos podem ser vistos na
figura 4.9. Para pequenos valores de k, n6s obtemos um modo de frequéncia tnico em
w = F. Como a banda de estados ligados esté distante do centro da banda na qual a
densidade espectral do pacote de onda esta ligeiramente deslocado, os estados nao ligados
governam a dinamica dos elétrons. Entretanto, para k = 3 o cenério obtido ¢ o contrério:
obtemos um comportamento oscilatorio cuja frequéncia predominante é w = 2F. Vemos
que o dobramento da frequéncia de Bloch persiste mesmo para fortes valores de interacao,
diferente do observado na referéncia [174] (figura 4.7). A diferenca presente neste caso esta
associado a densidade espectral do pacote de onda inicial que estd bem deslocado do centro
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Figura 4.9: Dados para a posigdo média (n(t)) versus tempo para uma cadeia com N = 100
sitios, dg = 0, F = 0.5, U =8, 0 =1e (a) k = 0.5 e (b) k = 3. Observa-se que um pequeno
valor de k é capaz de reamplificar o modo com frequencia w = F para valores de interacao forte.
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Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [167]).

da banda (k = 3). Neste caso temos uma composi¢ao consideravel de estados ligados, o
que promove o movimento coerente dos elétrons e consequentemente o dobramento de
frequéncia das oscilagoes de Bloch.

4.3 Cadeias com desordem correlacionada de longo al-
cance

Diferente do modelo tratado anteriormente, o modelo tratado nesta secao refere-se a
dois elétrons numa cadeia desordenada. Como foi apresentado na secao 2.3.3, a presenca
de correlacoes na distribuicao da desordem acrescenta ao modelo resultados nao previstos
pela teoria de escala. De maneira geral, observamos para elétrons nao interagentes e
auséncia de campo elétrico que este modelo apresenta uma banda de estados estendidos
para a > 2 [104]|. Para que possamos investigar a influéncia da interacao elétron-elétron
neste modelo, introduzimos a desordem na distribuicao das energias ¢, da equacao 4.40

através da relacao N/2

/2
en = ((a, N) Z (%) coS (27;\7;1{; + gbk)

k=1

(4.49)

onde ¢y sao N/2 fases aleatorias independentes uniformemente distribuidas no intervalo
[0, 27] [104, 198|. Este ultimo parametro representa a fonte de desordem da série. Man-
temos esta sequéncia de maneira que (¢,) = 0. {(«, N) é uma constante de normalizacio
usada para manter a variancia (segundo momento em torno da média) da distribui¢ao
sendo unitaria para todos os tamanhos de cadeia. O parametro « controla o grau de
correlacao da sequéncia.
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4.3.1 Resultados

Assim como o modelo anterior, nés empregamos o método numérico baseado na ex-
pansdo de Taylor do operador evolu¢do temporal (ver final da secao 4.1.2) sobre as
equagoes 4.40, sendo ¢; governado pela equagao 4.49. Por simplicidade, consideramos
h=J=e¢=a=1. Além disso, nos consideramos a funcao de onda como sendo um
pacote gaussiano de largura o, definido na equacao 4.43, da mesma forma que o modelo an-
terior. Consideramos os elétrons inicialmente dispostos nos sitios g +dye % —dy, ou seja,
os elétrons estdo dispostos inicialmente equidistantes do centro da cadeia. E importante
destacar que, em funcao da variavel aleatoria ¢y, presente na distribuicao dos acoplamentos
exchange, nés realizamos uma média configuracional sobre o desordem - 8000 realizacoes
para o menor tamanho de cadeia e 500 realizagoes para o maior. Além disso, os valores
para a ordem de truncamento (ng = 20) e incremento de tempo (At = 0,05) foram com-
provados suficientes para conservar a norma da funcao de onda em todo o intervalo de
tempo requisitado, com precisio |1 — |®(¢)|?| < 107°.

Extensao espacial

A primeira quantidade calculada foi a evolucao temporal da extensao espacial do
pacote de onda dos dois elétrons, definida anteriormente (ver equac¢ao 4.44). Em nossos
calculos nos consideramos cadeias com N = 500 e N = 1000 sitios, elétrons partindo
do mesmo sitio dy = 0, ¢ = 1, interacao coulombiana U = 4 e diversos valores de «
(parametro que controla o grau de correlagao).

Figura 4.10: (a) Extensao espacial £(¢) x tempo ¢ para a = 3.0, N = 1000 sitios e U = 4.0. (b)
Extensao espacial assintotica £(t — o0)/N x parametro de correlagdo « para dois tamanhos de
cadeia. O comportamento balistico em (a) e o platd unido com o colapso de dados em (b) sao
assinaturas claras de estatos estendidos no limite de forte correlacdo (o > 2).

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [168]).

Visto que este sistema apresenta uma banda de estados estendidos para a > 2 [104],
podemos ver que neste regime a extensao espacial dos dois elétrons apresenta um alarga-
mento balistico (ver figura 4.10).
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O plato apresentado para tempos muito longos indica que o pacote de onda chegou
as bordas da cadeia. Assim como o modelo nao interagente, temos um indicativo de
que os elétrons se comportam como um sistema cristalino no limite de fortes correlacoes.
Para que esta suposicao possa se tornar uma afirmativa, nos realizamos céalculos com
cadeias com N = 1000 sitios e N = 500 sitios e parametros dy, o e U iguais ao da
figura 4.10a. Estes célculos foram realizados para diversos graus de correla¢ao (o = 0 até
a = 4.0) e organizados na figura 4.10b. Observa-se que a extensao espacial assintotica
reescalada &(t — o0)/N versus o parametro de correlagdo « apresenta um colapso de
dados para a > 2. Tendo em mente que o pacote de onda em um sistema governado por
estatos estendidos alarga-se por toda a cadeia, é facil perceber que a extensao espacial
para tempos muito longos é proporcional a N. Desta forma, o colapso de dados da
extensao espacial reescalada para dois tamanhos de cadeia indica que os pacotes de onda
se alargaram por toda a cadeia. Em outras palavras, vemos que o sistema é governado
por estados estendidos para a > 2. Este resultado é corroborado pela dinamica balistica
da extensao espacial apresentada na figura 4.10a. Por outro lado, vemos que a extensao
espacial reescalada (figura 4.10b) depende do tamanho da cadeia para regimes de fraca
correlacao (o < 2). Isto significa que o pacote de onda esta localizado num segmento
finito da cadeia, ou seja, o sistema é governado por estados localizados.

Probabilidade de Retorno e correlagao entre elétrons

Diante dos resultados preliminares, vemos que a interacao nao afeta o ponto de tran-
sicao metal-isolante do modelo eletronico com desordem correlacionada de longo alcance
[104]. Visto que o presente modelo no limite de fraca correla¢do («a < 2) é governado por
estados localizados e que o nosso modelo ja foi amplamente estudado neste regime (ver
referéncias [10, 57, 123, 124, 125, 126, 127, 128, 129|), nos concentramos nossa aten¢ao no
regime de fortes correlagoes (o > 2).

Figura 4.11: Evolugdo temporal do pacote de onda de um elétron, ou seja, |fn,(t)|> =
an | frams(t)|? versus t versus n. Foram utilizadas cadeias com N = 1000 sitios, dy = 0,
F=0,a=3e(a)U=0,(b)U=4¢e(c)U=230. Para U > 0 vemos que uma fragao finita do
pacote de onda permanece aprisionado no sitio inicial.
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Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [168]).

Na figura 4.11 nos apresentamos o aspecto do pacote de onda de um elétron | f,, (¢)|* =
an | frim, (t)|? calculada para cadeias com N = 1000 sitios, a = 3.0, dy = 0, 0 = 1,
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Figura 4.12: Calculadas para um tempo muito longo tem-se a (a) probabilidade de retorno
R(t — o0) e (b) func@o correlacao ((t — oo) versus interacao elétron-elétron U. Vé-se que a
interacao entre os elétrons é responsavel por correlacionar os elétrons e aprisionar uma porgao
finita do pacote de onda.
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Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [168]).

F =0 e interacao elétron-elétron sendo (a) U = 0; (b) U = 4; (¢) U = 30. Podemos ver
claramente que uma fracao finita do pacote de onda fica aprisionada na posicao inicial
quando a interagao entre os elétrons se faz presente. Além disso, observa-se também que
esta por¢ao é maior quanto maior for o valor da interacao elétron-elétron.

Este resultado fica mais evidente ao calcularmos a amplitude da funcao de onda no
sitio inicial

R(t) = Ifn?,ng(t)|27 (450)

conhecida como probabilidade de retorno. R(t) informa-nos a probabilidade de encontrar
o elétron na posi¢ao inicial. se em um tempo muito longo (¢t ~ 10% ) obtermos R(t) — 0,
temos uma func¢ao de onda nao posicinada no sitio inicial. Ao contrario, se a probabilidade
de retorno saturar num valor finito, teremos um pacote de onda localizado/aprisionado.

Na figura 4.12a n6s reunimos os dados da probabilidade de retorno calculada para um
tempo muito longo e considerando sistemas com diferentes valores de interacao elétron-
eléetron U. Vemos que a probabilidade de retorno aumenta a medida que a interacao
aumenta, o que significa dizer que que uma parte dos pacotes de onda realmente fica mais
aprisionado nos sitios iniciais a medida que a interacao cresce. Através dos calculos da
funcao correlacao

¢ = (ning) — (n1)(na) (4.51)

onde (n1) e (ny) sdo as posi¢oes médias (expressao 4.45) e

(nang) = > ny - nal foy ol (4.52)

ni,n2
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que exprime o quanto as posicoes dos elétrons estao correlacionadas, vemos que o au-
mento da probabilidade de retorno esta associada ao aumento do movimento coerente dos
elétrons. Este fato é visivel na figura 4.12b, ao observarmos que ( cresce com o aumento
da interacao U. Assim, vé-se que uma parte dos pacotes de onda realmente fica mais apri-
sionado nos sitios iniciais a medida que a interacao cresce, associado também ao aumento
da correlacao entre os pacotes de onda. Em particular, a funcao correlacao para tempos
longos indica um crescimento linear no regime de fraco acoplamento (ver inset na figura

4.12b).

Influéncia do campo elétrico

Além da influéncia da desordem sobre a dinamica dos pacotes de onda, existird um
novo ingrediente. Como ja foi bem trabalhado neste capitulo, sabemos que o campo
elétrico é capaz de produzir um aprisionamento dinamico em elétrons. Este fenomeno,
quando observado em sistemas puros ou apresentando fases extendidas, observa-se oscila-
¢Oes coerentes, conhecidas como oscilagoes de Bloch [198, 199, 200|. Dentro deste cenario,
investigaremos a coexisténcia dos ingredientes campo elétrico, desordem e correlacao.

Figura 4.13: Velocidade do centroide versus posigao para uma cadeia de N = 500 sitios, U = 0.0,
F=0.5,dy =0ea=0.0ea=3.0. Vemos oscilagdes coerentes para fortes correlagoes, indicando
um regime de oscilagoes de Bloch.
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Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [168]).

Com o objetivo de certificar o papel da desordem sob a dinamica eletronica sob in-
fluéncia do campo elétrico, nés calculamos a posicao média do centréide dos elétrons

1

X(1) = 5[(n) (@) + (n2) (1)] (4.53)

e a velocidade do “centro de massa” [205]

V() = =23 formalfisime + Frmast] (4.54)

ni,n2
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Figura 4.14: (a)Evolucdo temporal da velocidade do centréide para uma cadeia de N = 500
sitios, & = 3.0, F' = 0.5, dy = 0 u = 4.0. (b) Espectro de Fourier V(w) da velocidade. O
espectro de frequencias da velocidade apresenta um pequeno modo de oscilacao para elétrons nao
interagentes (w = F). Entretanto, como trata-se de uma interagdo coulombiana intermediéria
(U = 4), a frequéncia predominante corresponde a w = 2F.
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Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [168]).

onde & é unitario imaginario. Podemos ver na figura 4.13 o espago de fase V' (t) x X(t)
calculados para cadeias com N = 500 sitios, elétrons dispostos inicialmente no mesmo sitio
(do=0),0=1,U=0.0e (a) « =0.0 e (b) @« = 3.0. Para ambos os casos, consideramos
uma evolucao temporal até t = 1000. Observamos que o sistema apresentando fracas
correlagoes (figura 4.13a) apresenta um aprisionamento dinamico, porém os pacotes de
onda apresentam oscilagoes incoerentes. Ja no limite de forte correlacao na distribuicao da
desordem (figura 4.13b) o espago de fase apresenta oscilagoes coerentes, com uma pequena
variacao na amplitude. Esta oscilacao coerente é uma assinatura clara das oscilacoes de
Bloch e esté associada a uma frequéncia de oscilagao bem definida. Estes resultados sao
corroborados pela referéncia [198|.

Dentro do limite de fortes correlagoes (o = 3.0), nos calculamos a evolucao temporal da
velocidade do centroide para uma cadeia com N = 500 sitios, 0 = 1, F' = 0.5 e interacao

entre elétrons U = 4.0. Estes calculos sao apresentados na figura 4.14, onde podemos
ver que dependéncia temporal da velocidade (figura 4.14a) apresenta um comportamento

oscilatorio com amplitude variavel no tempo. Sua transformada de Fourier (figura 4.14b)
apresenta duas frequéncias bem definidas. Uma frequéncia com w = F' e outra com
w = 2F. A frequéncia w = F esta associada a oscilacao nao correlacionada dos elétrons,
onde os elétrons oscilam quase que independentes (ver expressao 4.36). O padrao de
amplitude modulada visto na figura 4.14a est& associada a pequena divisao do pico em
w = F. Esta separacao da frequéncia surge em virtude do carater nao ligado da interacao
elétron-elétron, inibindo a dupla ocupacao dos elétrons e consequentemente o hopping
totalmente independente dos elétrons. Assim como o caso cristalino [174], vemos na
figura 4.14 que a interacao favorece o hopping coerente dos elétrons, fazendo com que
0s mesmos comportem-se como um elétron de carga 2e. Em outras palavras, temos o
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76 Dois elétrons interagentes em cadeias puras e com desordem

fenomeno de dobramento de frequéncia, que esta associado aos estados ligados dos elétrons
(que correlaciona o movimento dos mesmos), também bem estabelecido em sistemas com
correlacoes de longo alcance, no limite de fortes correlagoes.

Natureza dos autoestados

Todos os resultados anteriores, relacionados a equacao de Schrodinger dependente do
tempo revelaram assinaturas de estados estendidos no modelo presente modelo (elétrons
interagentes em cadeias com desordem correlacionada de longo alcance). Com o objetivo
de caracterizar melhor a natureza dos estados eletronicos do modelo em questao, nos apli-
camos o procedimento de diagonalizacao direta (ver parte final da se¢do 4.1.1) do Hamil-
toniano 4.1, na auséncia de campo elétrico. Tendo em mente a escrita matricial do hamil-
toniano 4.1, (desenvolvida na se¢ao 4.1.1), apds o procedimento de diagonalizagao direta

[164] nos seguimos a definigio usual da fungao participagio P(E) = 1/3" | fu, n,(E)|*
[58, 166] para definir a fungao participagao de cada elétron
1
Pi(E) = (4.55)

et ()

onde | f,,(E)|* = >on; | frin; (E)|* é a densidade de probabilidade para um unico elétron.

Figura 4.15: Fungao participacao associada a cada elétron para todos os autoestados proximos
ao centro da banda. (a) u = 0: os autoestados de dois elétrons em que os elétrons possuem
valores de participacao bem distintos. (b) U = 4: Os elétrons apresenta mesmos valores de
participacdo, exceto os autoestados mais localizados.
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Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [168]).

Como visto anteriormente, a fungao participacao nos fornece uma medida da porcgao
do espaco onde a amplitude da funcao de onda difere significativamente de zero. No
presente caso, vemos o nimero de sitios no qual o elétron i propaga no autovetor de
energia . Os nossos calculos foram realizados para cadeias com N = 120 sitios, a = 3,
na auséncia de interagao entre os elétrons (U = 0) e na presenga de interagao U = 4. Na
figura 4.15 reunimos os dados para estados proximos ao centro da banda (|E| < 0.5) e
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4.3 Cadeias com desordem correlacionada de longo alcance 7

Figura 4.16: Participacgio minima e maxima associada a cada elétron versus N calculadas
para a janela de energia no centro da banda |E| < 0.5. Foram utilizadas cadeias com N =
40, 60, 80, 100, 120, 140 e 160 sitios, com parametro de correlacao o = 3.0 e interacao elétron-
elétron U = 4. Em virtude da desordem, foram calculados a média sobre 500 amostras. Nota-se
que a participagdo maxima corresponde a estados estendidos (P o« N), enquanto que a
participa¢ao minima corresponde a estados localizados (P, — 0 no limite termodinamico).
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Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [168]).

organizamos a funcao participagao de cada elétron de maneira que P, > P, para todos os
estados. Para que fique mais claro, a participacao do elétron no eixo vertical corresponde
ao maior nimero de participagao obtido dos dois elétrons. Destacamos o fato de que
autoestados de um elétron podem coexistir dentro de uma mesma janela de energia. Isto
pode ser visto claramente ao observarmos a figura 4.15a, onde temos um elétron extendido
(participagao elevada), enquanto que o outro elétron esta localizado (participagao baixa).
Em outras palavras, vemos P; > P, para um dado autoestado. Isto pode ser entendido
tendo em mente que os autoestados sao degenerados e compostos pelo produto direto dos
estados de um elétron, com |¢ 2(E)) = |¢1(E1))|1)2(E2)), com E = E; + E,. Vemos que
na presenca de interagdo U = 4 (ver figura 4.15b) esta degenerescéncia é quebrada e os
estados estacionarios nao sao mais escritos como um produto direto. Os elétrons tornam-
se correlacionados, com ambos apresentando aproximadamente a mesma participacao,
exceto para o caso de estados mais localizados. Estes estados nao sao eficientemente
correlacionados pela interacao elétron-elétron.

Para melhor caracterizarmos estes estados, nés reunimos célculos da participa¢ao mi-
nima e maxima associada a cada elétron, calculadas para a janela de energia no centro da
banda |E| < 0.5. Foram utilizadas cadeias com N = 40, 60, 80, 100, 120, 140 e 160 sitios,
com parametro de correlacao o = 3.0 e interacao elétron-elétron U = 4. Apds uma média
sobre 500 amostras n6s reunimos os dados e plotamos na figura 4.16 a participagao minima
(Prin) € maxima (P,,,,) reescalada (divida pelo tamanho da amostra) versus N. Vemos
claramente que a participacao maxima corresponde a estados estendidos, pois P, < N
para todos os tamanhos de cadeia. Entretanto, pode-se notar também que estados com
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Figura 4.17: Distribui¢oes de espagamento de niveis, calculadas para cadeias com N = 120
sitios, a = 3.0 e diferentes valores de interacao elétron-elétron U = 0,2 e 4. Observa-se que
mesmo no regime de forte correlagdo o espagamento de niveis apresentam uma forma tipo Poisson
P(s) o< e=A%. P(s) possui uma singularidade tipo delta em s = 0 para U = 0, assinalando a
denegerescéncia do espectro de energia. A interagdo elétron-elétron remove a degenerescéncia e
P(s) reassume uma forma Poissoniana independente do valor da interacao U.

2 T—T T T T

Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [168]).

participagdo minima estdo associados a estados localizados, visto que P,;,/N — 0 no
limite termodinamico.

Os resultados anteriores sugerem a coexisténcia de estados localizados e estendidos
dentro da mesma janela de energia para o sistema em questao. A distribuicao do es-
pacamento de niveis de energia tem sido usado como critério de distincao entre estados
localizados e estados estendidos [206, 207]. Em sistemas de um elétron, estados localizados
sdo nao correlacionados na energia e distribuidos segundo uma lei de Poisson P(s) = e™*,
onde s é o espacamento medido em unidades de espacamento médio. Estados estendi-
dos apresentam uma distribui¢ao de espacamento de niveis seguindo uma distribuigao de
Wigner P(s) o< se~ [208, 209]. A anélise da transicio de Anderson revela que uma nova
distribuicao, intermediéria entre as distribui¢coes de Wigner e de Poisson e invariante de

escala, descreve as flutuagoes da densidade espectral [210].

Dentro deste cenario, motivados pela coexisténcia de estados localizados e estendidos
dentro da mesma janela de energia, nos investigamos a estatistica do espacamento de niveis
proximos ao centro da banda. Acreditamos que estes aspectos podem apresentar novos
fatores quando comparado ao modelo de um tnico elétron, no qual estados estendidos e
localizados usualmente nao coexistem na mesma janela de energia. Em nossos célculos
utilizamos a janela de energia proximo ao centro da banda —0.5 < E < 0.5. Foram
utilizadas cadeias com N = 120 sitios, « = 3.0 e U = 0.0,2.0 e 4.0. Um processo de
desdobramento espectral foi utilizado para manter o nivel médio de afastamento igual a
unidade em cada segmento da janela de energia [210].

Os resultados sao apresentados na figura 4.17. Observamos que na auséncia de intera-
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4.3 Cadeias com desordem correlacionada de longo alcance 79

¢ao, a distribuicao do espagamento de niveis apresenta uma singularidade tipo delta para
s = 0. Isto esta associado com a degenerescéncia da energia total £ = F; + F,, com E;
variando dentro da banda de energia de um elétron. Do niimero total de estados (Ng)
incluido no intervalo de energia considerado, o niimero de estados degenerados seré dado
pelo nimero total de pares (Ny?/2). Os demais estados devem seguir a usual distribuicio
de Poisson. Portanto, espera-se que o nivel de afastamento assuma a forma combinada
P(s) = (1/2)8(s) + (1/4)e*/2, onde s ¢ medido em unidades do espacamento médio dos
niveis, incluindo niveis degenerados e nao degenerados. A presenca de estados estendidos
nao afeta a distribui¢ao porque estados nao degenerados que sao vizinhos mais préximos
em energia raramente sao um par de estados estendidos, devido a seu nivel de repulsao
intriseco. O fitting dos dados para U = 0 no inset da figura 4.17 corresponde ao termo
exponencial da distribuicao proposta. Para os elétrons interagentes, a degenerescéncia é
quebrada e a singularidade tipo delta é removida. A distribuicao de Poisson recupera sua
forma usual, como mostrado pelo fitting dos dados para U finito no inset na figura 4.17.
O pequeno desvio para pequenos valores de s é um efeito de tamanho finito. Além disso,
devemos destacar a universalidade da distribuicao do espacamento de niveis no que diz
respeito a forca da interacao U.

Instituto de Fisica - UFAL



Interacao elétron-tfonon

Neste capitulo nds investigaremos a acao de outro tipo de interacao sobre a dina-
mica do pacote de onda eletronico. Assumindo que os ions da rede possuem um pequeno
movimento oscilatorio em torno do ponto de equilibrio, torna-se necessario levar em con-
sideracao a existéncia de modos vibracionais da rede, ou seja, a existéncia de fonons. A
interacao da funcao de onda eletronica com esta rede que possui estes modos de vibracao
da origem a um tipo de interacao, conhecida usualmente como interacao elétron-fonon.
Esta interacao, apos exceder um valor critico, promove uma localizacao do pacote de onda
eletronico conhecido como auto-armadilhamento(self-trapping) [21, 24, 25, 26, 27, 28, 29|.
Dentro deste contexto, nossos estudos foram direcionados a dois modelos. No primeiro
no6s realizamos um estudo comparativo do fenomeno de self-trapping em redes 2D qua-
dradas e hexagonais (honeycomb). Considerando sistemas cristalinos, ndés mostramos a
dependéncia do fendmeno com a topologia da rede. Mostramos que o parametro critico
da interacao elétron-fonon que governa o self-trapping escala linearmente com a funcao
participac¢ao inicial independente do tipo de rede. Além disso, mostramos que o niimero de
coordenacao da rede é um parametro topologico importante para a transicao self-trapping.
No segundo modelo nds investigamos a coexisténcia de interacao elétron-elétron e inte-
racao elétron-fonon numa cadeia cristalina. Considerando um sistema de dois elétrons
de spins opostos, nossos resultados mostram que a magnitude da interacao elétron-fénon
necessaria para promover o self-trapping é menor quanto maior for o valor da interacao
elétron-elétron. O primeiro trabalho foi publicado na revista Physical Review B, referén-
cia [211] (ver anexo E), enquanto que o segundo trabalho foi aceito para publica¢do na
revista Furopean Physics Journal B.

5.1 Equacao de Schrodinger nao linear

Nos capitulos anteriores foram apresentados varios trabalhos relacionados ao trans-
porte eletronico. E evidente que o problema de um elétron em uma rede, a rigor, é um
problema de muitos corpos. Nota-se também que o surgimento de novos ingredientes
contidos nos modelos tem como objetivo a compreensao e aprimoramento do conheci-
mento sobre o comportamento de elétrons e excitagoes magnéticas em diversos sistemas.
O ingrediente mais abordado até o presente momento, sendo o foco principal desta tese,
foi a interacao eletronica. Foram relatados varios trabalhos sobre o papel da interagao
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5.1 Equacao de Schrodinger nao linear 81

elétron-elétron sobre os estados eletronicos do sistema, contextualizando a abordagem de
sistemas de baixa densidade de particulas. Entretanto, assim como a interacao entre elé-
trons, outro tipo de interacao também tem um importante papel na dinamica eletronica:
a interacao elétron-fonon. Esta interacao surge da interacao da funcao de onda eletronica
com a rede que possui modos de vibragao (féonons) decorrende de pequenos movimentos
oscilatorios em torno do ponto de equilibrio. Assim, a interacao elétron-fonon da origem
a um termo nao-linear na equagao de Schrédinger.

Os primeiros estudos direcionados & equagao de Schrodinger nao linear (ESNL') foram
realizados por Holstein [19, 20]. Em seu modelo esta contido uma excita¢ido movendo em
um cristal unidimensional interagindo com as vibragoes da rede, descritas como osciladores
harmoénicos. Dado um meio cristalino com N sitios, o Hamiltoniano do sistema é dado
por

N
LMZI%? ZX2+JZCCJ+1+C]+1C] +Z€”CCJ+AZXCCJ 1)
j=1

onde X éo operador posicao relacionado ao grau de liberdade vibracional z; do j-ésimo
sitio, P = zh - ¢ operador momentum associado este grau vibracional z; do j-ésimo

sitio. J é o termo de hopping de primeiros vizinhos e €, é a energia local do sitio n, que
por simplicidade, em se tratando de uma rede cristalina, pode ser tomada como ¢, = 0
sem qualquer perda de generalidade. A é um parametro de energia associado a energia
eletronica nos sitios da rede. Podemos dizer que A representa o termo de acoplamento do
pacote de onda com as vibracoes da rede.

Para resolvermos este hamiltoniano, assumimos que um dado estado do sistema pode
ser representado como uma superposigao das fungoes de onda de cada sitio (¢;), de ma-
neira que

M-

@Z)(I‘,l‘l,...,l‘N) = aj(xl,...,:pN)ngj(r—ja,xj) (52)

1

j

Cada fungdo de onda ¢,(r — ja,z;) esta localizada sobre o j-ésimo sitio da rede e de-
pende do valor da coordenada z; (sendo a o vetor da rede de Bravais). Os coeficientes
a;(zy,...,xy) das fungbes de onda sdo, cada um, dependentes de todas as coordenadas
internucleares e significa a amplitude de probabilidade de ocupacgao do elétron no j-ésimo
sitio da rede.

Por se tratar de um problema em que a funcao de onda eletronica interage com esta
rede que possui estes modos de vibragao, pensar sobre o tempo de resposta desta interacao
torna-se um fator importante. Assumindo que as vibracoes moleculares nos sitios da rede
(descritas por z;) alcancam o equilibrio vibracional numa escala de tempo muito inferior
a escala da evolugao do elétron, tem-se a entdao conhecida aproximagao adiabatica [22].
Entretanto, se esta interacao nao for instantanea, tem-se uma interacao elétron-fonon
nao adiabatica [22, 23, 212, 213|. Tem sido demonstrado que a presenca do processo de
relaxacao da interacao elétron-fonon é levado em conta em um sistema de dois niveis,
existe um regime de self-trapping e uma coexisténcia de transicoes estaticas e dinamicas,

'Em inglés, esta sigla é dada por DNLSE em funcdo do significado: Discrete nonlinear Schrédinger
equation.
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82 Interagao elétron-fonon

dependendo do grau de interagao elétron-fonon e do tempo de relaxacao [22]. Um atraso
temporal de natureza nao linear no termo de acoplamento elétron-fonon induz a uma
reducao do self-trapping para atrasos muito grandes. Entretanto, para tempos de resposta
pequenos, porém finitos, a nao linearidade necessaria para promover o self-trapping é
menor que no caso adiabatico [212].

Tendo em vista o sucesso do modelo aproximado adiabética, sendo capaz de resgatar
fatores essenciais da dinamica do elétron-fonon|24, 25, 26, 27, 28, 29|, direcionamos nossa
atencao a tal modelo. Neste caso, significa que podemos ignorar a energia cinética da
rede e minimizar as energias potenciais vibracional e eletronica [19], de maneira que
determinamos H1 como

N
H¢ — [MW ZX2+JZCC]+1+CJ+1C] +Z€"CC]+AZ CCJ]ZQZ¢1
J=1 j=1
Mw?
- Z[Z( 9 .T?) ai+J(ai+1+ai,1)+Axiai

i J

Oi (5.3)

Tomando o complexo conjugado ¢* = 3. al¢F (expressao 5.2), temos

[vrtvar - ap (Z i [ ¢;;¢idr) +J (a&(ai+l o) [ ¢;;¢>idr)

j
+ A (xia;ai/qﬁfnqﬁidr) (5.4)

Assumindo nulas as integrais de overlap ([ ¢, ¢;dr = 0 se m # i) e considerando norma-
lizadas as fungoes de onda moleculares e as fungoes de onda de estado

/(b;(bidr =1 sei=} (5.5)
/¢*¢dr =1 - Z|ai|2:1 (5.6)

podemos simplificar a expressao 5.4 (valor médio de H) como

M 2
=Y 2“’ 22+ [Jal(ain + ain) + Azla|?] (5.7)
J i

Devemos calcular os z; que minimizem a energia H'. Assim, diferenciando H’ em
relagdo a uma variavel x,, tendo em mente a condigdo de normalizagao (expressao 5.6),
obtemos

oOH'
Oz,

a *
= Mwap+A|ap|2+Z ¢ [ h '+J(ai+1+ai_1) —)\(ll]

0:10;
+ Za

através de um multiplicador de Lagrange. Assim, utilizando a equagao de Schrodinger

a; + J(aj, +al_y) — Aaf] (5.8)
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independente do tempo (Hvy = Ev), vemos que

) Mu? . . . )
pu? = 37 (M) el + a2 4 Al 59)
J
Muw? . . . )
<E -2 Qw x?) o) = J(a + al)) + Awia)” (5.10)
J

Através das equagoes 5.10 e 5.8 obtemos

oa’ da;
L a; p— 11
Z (83:1,% T 8a:p) (5-11)

(2

OH' Mw?
o, = Mw?z, + Ala,|* + <E — Z 5 s — )\)

J

Em fungdo da condigdo de normalizacdo (expressao 5.6), o ultimo termo desta expressao
é nulo, o que nos da
OH'

Oz,

Como a minimizacao da energia H' impoe que os valores x,, devem ser tais que as derivadas
0H'/0x, sejam nulas, obtemos

= Mw?z, + Ala,| (5.12)

_ A|a10|2
S VR

(5.13)

Desta forma, subtituindo esta iltima expressao em 5.7 obtem-se a expressao final para
o Hamiltoniano

Alay|? \
H' = Z [_ M£2 |a;|* + Jaj (a0 + a;) (5.14)
J

Por fim, utilizando as relacoes candnicas

: H' : H'
ih a= 0 e iha*= 9 (5.15)
0(1; 3aj
chegamos a equacao nao linear de Schrédinger
ih d; (t) = Jlaj(t) + aj-1(t)] = xla; () "a;(t) (5.16)

2 2 A . ~ 2 A
onde y = Aj‘wQ é o parametro que nos fornece o grau de interacao elétron-fonon. Em

termos matematicos, temos que y modula a nao-linearidade da funcao acima.

Os aspectos dinamicos da equagao 5.16 podem ser investigados através de algoritimo de
Runge-Kutta [163], obtendo assim as amplitudes de probabilidade da func¢ao de onda apos
cada incremento de tempo pré-determinado. Através de quantidades fisicas como a funcao
participagao [58, 166] e a probabilidade de retorno (ver segao 4.3.1), que oferecem medidas
do grau de aprisionamento ou extensividade do pacote de onda, pode-se caracterizar
a natureza estendida ou aprisionada (self-trapping) do sistema em fungao do grau de
interacao elétron-fonon.
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Embora tenhamos apresentado a equacao 5.16 no contexto de interagao elétron-fonon
(sistema eletronico), equagoes deste tipo (ESNL) tem sido aplicadas também em estudos
de condensados de Bose-Einstein [214, 215]|, redes oOpticas [216, 217] e guias de onda
acopladas [218, 219]. Outros aspectos bastante explorados também é a coexisténcia de nao
linearidade e desordem [68, 74, 220, 221, 222| e a existéncia de solugdes tempo-periddicas
exponencialmente localizadas no espago (“breathers”) [215, 223, 224, 225, 226, 227, 228|.

Seguindo a linha de investigacao da influéncia de interagoes sobre o comportamento
de elétrons e excitacoes magnéticas, mostraremos a seguir os dois modelos estudados en-
volvendo a interacao elétron-féonon. O primeiro modelo, apresentado na secao seguinte,
destina-se ao estudo da nao linearidade oriunda da interacao elétron-féonon sobre a di-
namica do pacote de onda em sistemas 2D. O segundo modelo destina-se ao estudo de
dois elétrons interagentes via interagao coulombiana em uma cadeia cristalina com nao
linearidade, também originada da interagao elétron-fonon.

5.2 Interacao elétron-fonon em redes quadradas e he-
xagonais

Todos os trabalhos apresentados neste capitulo, até o presente momento, apresentam
a influéncia da interacao elétron-fébnon sobre as propriedades de transporte. Dentro dos
estudos mais recentes, relatamos as investigacoes experimentais da interacao elétron-féonon
utilizando espectro de fotoemissao em filmes de pentaceno [229] e estruturas de grafeno
[230, 231]. O grafeno ¢ uma estrutura planar de atomos de carbono organizados em uma
estrutura cristalina hexagonal (honeycomb), como esta representado na figura 5.1a. Os
vetores da rede (ver figura 5.1b) podem ser escritos como

a a
a; = 5(3, \/g), Ay = 5(37 —\/5)7 (517)
onde a ~ 1,42 A ¢ conhecida como a distancia carbono-carbono. Os trés primeiros

Figura 5.1: (a) Representacao da estrutura cristalina do grafeno. (b) Estrutura do grafeno
construida a partir de duas redes triangulares interpenetradas, sendo a; e as os vetores da rede
e d;, 1t = 1,2,3 os vetores de primeiros vizinhos.

(a) (b)

Fonte: Autor, 2011.

vizinhos no espaco real sao dados por

51 = 3(1, V3) b= 3(1, —V3) 85 =—a(1,0) (5.18)
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O grafeno pode ser visto como uma “fatia” individual e plana de uma estrutura 3D de
grafite [232].

Do ponto de vista histérico, este sistema foi primeiramente investigado através de
modelos tight-binding por Wallace [233] e McClure [234]. Durante muito tempo a estru-
tura do grafeno serviu como modelo académico de baixa dimensionalidade para estudos
de transporte eletronico. Entretanto, a descoberta de nanotubos de carbono [235] mo-
tivou grande interesse na area. Dentre os inimeros resultados relacionados a estruturas
de carbono, destaca-se a observagao experimental do grafeno [232|. Além da estabilidade
em condi¢oes ambientes, “violando” o teorema de Mermim-Wagner? [236], as proprieda-
des eletronicas incomuns deste material, como alta mobilidade de portadores de carga e
auto grau de pureza [237|, tem despertado direcionado & nanoeletronica e nanocircuitos
baseados em grafeno [237, 238, 239, 240|.

Direcionando para o contexto de interacao elétron-fonon, descricoes baseadas nas equa-
¢oes de Dirac para estruturas de grafeno tem sido apresentadas [237]. Dentro do contexto
de nao linearidade ctibica na equacao de Schrédinger, a influéncia deste termo oriundo
da aproximacao adiabatica do acoplamento elétron-foénon foi investigada em redes bidi-
mensionais, similares a estruturas de grafeno. O trabalho tem como objetivo descrever a
influéncia de interagoes de primeiros vizinhos e também de longo-alcance [241].

Tendo em mente a grande utilizacao de estruturas cristalinas 2d quadradas em sis-
temas de transporte eletronico e motivados pelas caracteristicas particulares do grafeno
[237], principalmente no que diz respeito a seu arranjo atdomico, nés direcionamos nossa
aten¢ao ao estudo comparativo do fendmeno de self-trapping em redes quadradas e redes
honeycomb.

5.2.1 AnAlise da rede hexagonal a partir da rede quadrada

Tendo em mente a equagao de Schrodinger nado linear (equagao 5.16) apresentada na
segao anterior (ver secdo 5.1), para que possamos descrever o comportamento dindmico
do pacote de onda eletronico numa rede com interacao elétron-fonon adiabatica, nos uti-
lizamos a equagao de Schrédinger

i g () =T s s (£) = X (1) (1) (5.19)
(n;m’)

onde @y, ¢ a amplitude do pacote de onda no sitio (n,m), J é o termo de hopping entre
0s sitios primeiros vizinhos (n/,m’) e x é o parametro nao linear que controla a interagao

elétron-fonon. Por se tratar de uma rede cristalina, da mesma maneira que fizemos na
deducao da equagao 5.16, também consideramos os potenciais on-site €,,, = 0, sem
qualquer perda de generalidade. Este parametro pode ser tomado como uma referéncia
de energia. Além disso, usamos 7 = J = 1 e hopping de primeiros vizinhos.

A analise da organizacao atomica da rede quadrada é bastante comum e de facil
visualizacao. Obviamente as posi¢oes dos sitios seguem uma organizacao quadrada e, por

20 teorema de Mermim-Wagner demonstra a impossibilidade de uma rede cristalina em duas dimen-
soes [236]. Seus argumentos sdo baseados no papel dos defeitos sobre a estabilidade termondinamica e o
papel de fonons de grandes comprimentos de onda, cujo numero diverge para para baixas temperaturas,
fazendo com que as amplitudes dos deslocamentos interatdmicos também apresentem uma divergéncia.
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exemplo, tendo uma rede de N = 3 sitios (3 X 3) (ver figura 5.2a), considerando apenas

Figura 5.2: (a) Rede quadrada 3 x 3. (b) Rede honeycomb 3 X 3 (c) “Mapeamento” da
rede honeycomb numa rede quadrada. Pode-se pensar num “achatamento” da rede honeycomb,
permitindo assim a melhor visualizagao dos termos de hopping de primeiros vizinhos.

(a) + : ; 1,2)
a1 3 PV
L ]
@D |52
b b
*eD

,(3,1) ’(3,2) ’-(32)

Y

Fonte: Autor, 2011.

o hopping entre primeiros vizinhos, é facil ver que a “matriz de hopping” é dada por

|p1,1) |d12) |d13) |d21) |d22) [d23) |¢31) |d32) |d33)

(p11]| O J 0 J 0 0 0 0 0

(brol | J 0 J 0 J 0 0 0 0

(brs]| O J 0 0 0 J 0 0 0

Y, _ A2al | J 0 0 0 J 0 J 0 0
quadradt = (gyal |0 J 0 J 0 J 0 J 0
(a3l | O 0 J 0 J 0 0 0 J

(ps1]| O 0 0 J 0 0 0 J 0

(32| | O 0 0 0 J 0 J 0 J

(s3] | 0 0 0 0 0 J 0 J 0

(5.20)

A estrutura da rede honeycomb ja nao é tao simples assim para se construir. As posi-
coes dos sitios sao definidas através das expressoes 5.17 e 5.18. Tomando como exemplo
uma rede 3 x 3 (ver figura 5.2b), considerando apenas o hopping entre primeiros vizinhos,
é facil ver que a “matriz de hopping” é dada por

|611) |o12) |P13) |d21) |d22) |d23) |d31) |d32) |o33)
é11l| O J 0 J 0 0 0 0 0

SO O OO O GOy
O O oo o oo
O OO0 o o oo
SO O GO oo oo
S O WO ooy
GO OO o Yo
o GO oo gy oo
SO GO o oo
SO OO Yo o oo

(
(
(
Mhoneycomb = <
! (¢2,2]
(
(
(
(

(5.21)

A figura 5.2c demonstra graficamente o processo de “mapeamento” da rede hexagonal
(honeycomb) na rede quadrada. Pode-se pensar num “achatamento” da rede, até que a
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organizacao atomica fique parecida com a organizacao da rede quadrada. Ao compararmos
estas duas estruturas, vemos que todos os sitios da rede honeycomb tem apenas trés
primeiros vizinhos, diferentemente da rede quadrada que possui quatro primeiros vizinhos.

De maneira a analizarmos a propagacao do pacote de onda, nés seguimos a evolugao
temporal de uma pacote de onda Gaussiano de largura o

G (0) = ﬁexp [—%} X exp {—%} (5.22)

localizado no sitio (ng,mg). Procuramos sempre fazer com que (ng,mg) seja na regiao
central da rede. Além disso, o método utilizado para integracao da equacao 5.19 foi o
Runge-Kutta [163], obtendo assim as amplitudes de probabilidade da func¢ao de onda apds
cada incremento de tempo pré-determinado. Acompanhamos a norma da funcao de onda
todo o intervalo de tempo requisitado tendo como critério de precisao a conservacao da
mesma.

As medidas do grau extensividade do pacote de onda foram tomadas por meio da
fungio participagao [58, 166] (P(t) = 1/, ., |anm(t)[*) e a probabilidade de retorno
(R(t) = |ang.mo(t)[?), funcdes ja apresentadas e utilizadas nos capitulos anteriores. Visto
que R(t) informa-nos a probabilidade de encontrar o elétron na posi¢ao inicial, se em
um tempo muito longo (t ~ 10°) obtermos R(tf) — 0, temos uma fungao de onda nio
posicinada no sitio inicial. Ao contrario, se a probabilidade de retorno saturar num valor
finito, teremos um pacote de onda localizado/aprisionado. Da mesma forma, uma vez que
a funcao participagao nos da uma estimativa do nimero de sitios sobre o qual o pacote
de onda visitou até o tempo ¢, P(t) oc N’ em um tempo muito longo temos indica que
o pacote de onda permanece localizado. Por outro lado, P(t) oc N? corresponde a um
regime em que o pacote de onda se estende por toda a rede.

5.2.2 Resultados

Como 0 nosso objetivo é apresentar um estudo comparativo do fenomeno de self-
trapping em redes honeycomb e quadradas, nos inicialmente analizamos a evolucao tem-
poral da fungao participagao P(t) (figura 5.3, a esquerda) e probabilidade de retorno R(¢)
(figura 5.3, a direita), calculadas para uma rede de N x N = 1500 x 1500 sitios, uma
participagao inicial P(t = 0) = 4, para redes honeycomb e quadrada. O estudo compara-
tivo foi realizado ao aumentarmos gradativamente a interacao elétron-fonon em ambas as
redes.

As figuras 5.3a e 5.3b mostram a evolugao temporal da fungdo participagdo P(t).
Para pequenos valores de Y, o que representa fraca interacao elétron-fonon, podemos
ver que o pacote de onda estende-se continuamente pelas redes, apresentando o mesmo
comportamento comportamento tipico. Entretanto, a medida que aumenta-se o valor
da nao lineraridade y, observa-se que o pacote de onda eletronico é mais susceptivel a
interacao elétron-fonon em redes honeycomb que em redes quadradas. Isto fica claro ao
observarmos que o pacote de onda é extendido na rede quadrada e localizada na rede
hexagonais para x = 35. Para grandes valores de nao linearidade y = 50, vemos que
o acoplamento elétron-fonon torna-se suficientemente forte para promover a localizagao
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Figura 5.3: Evolucdo temporal da fungao participagdo P(t) (a esquerda) e probabilidade de
retorno R(t) (a direita), calculadas para uma rede de N x N = 1500 x 1500 sitios, diferentes
valores de acoplamento elétron-fénon y = 20, 35,50, para redes honeycomb e quadrada. Em
todos os casos temos uma participacao inicial P(t = 0) = 4. Ambas as quantidades, P(t) e R(t),
indicam que o aumento gradativo da interacao elétron-fonon promove o self-trapping primeiro
na rede honeycomb.

10°

(a) Hexdgonal
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S m—— /‘(:50
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Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [211], adaptado para a lingua portuguesa).

do pacote de onda em ambas as redes. Vale destacar que no regime estendido, a funcao
participacao satura com um valor da ordem do ntmero de sitios da rede para longos
periodos de tempo, quando o pacote de onda chega aos contornos da rede. Esta saturacao
nao é demonstrada nas figuras 5.3.

Uma melhor caracterizacao do fenémeno de self-trapping é obtida ao analizamos a
evolucao temporal da probabilidade de retorno R(t) (figura 5.3, a direita), para rede
honeycomb figura 5.3c e quadrada figura 5.3d. Vemos que a probabilidade de encontrar
o elétron no sitio inicial diminui com o tempo para valores de interacao elétron-féonon
pequenos. A medida que aumenta-se o valor de y observa-se que o valor de R(t) nao
diminui continuamente com o tempo, o que significa que uma porc¢ao do pacote de onda
permanece aprisionado nos sitios iniciais. Da mesma forma que observado para a funcao
participacao, observa-se que o pacote de onda eletronico é mais susceptivel & interacao
elétron-fonon em redes honeycomb que em redes quadradas. Para forte interacao elétron-
fonon, o fenomeno é observado em ambas as redes.

Os resultados demonstrados até o presente momento, além de corroborarem entre
si, nos indica que o pacote de onda em uma rede tipo honeycomb esta mais susceptivel
a sofrer influéncia da interacao elétron fonon que na rede quadrada. Entretanto, para
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Figura 5.4: (a) Funcio participacio assintotica normalizada P(t ~ 10°)/N? versus o acopla-
mento nao linear y, considerando um pacote de onda com participacdo inicial P(t = 0) = 4.
Observa-se que o self-trapping acontece primeiro na rede hexagonais que na rede quadrada. (b)
e (c) apresentam a evolugao temporal da funcdo participagdo nas vizinhangas da transicao de
self-trapping em redes (b) hexagonais e (c) quadradas. Este comportamento oscilatorio esta
relacionado a caracteristica de breathing dos pacotes de onda auto-aprisionados (self-trapped.)
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Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [211], adaptado para a lingua portuguesa).

fortalecer ainda mais este indicativo, nés reunirmos os dados da funcao participagao no
limite assintotico P(t ~ 10%)/N? em funcao da nao linearidade x para pacotes de onda
com participagao inicial P(t = 0) = 4 (ver figura 5.4a). Devemos lembrar da defini¢ao da
fungdo participagao, o que nos remete ao fato de que em um tempo muito longo, P(t) oc N°
indica que o pacote de onda permanece localizado, enquanto que P(t) o N corresponde a
um regime em que o pacote de onda se estende por toda a rede. Podemos ver na figura 5.4a
que uma transicao de self-trapping bem definida é bem observada em ambas as redes. Para
nao linearidades pequenas, podemos ver que a fungao participacao é da ordem do nimero
de sitios da rede, em ambas as redes. Isto caracteriza um estado estendido. A medida que
a interacao elétron-fonon cresce, observa-se claramente que a nao linearidade critica para
a transicao do self-trapping é consideravelmente menor em redes honeycomb que em redes
quadradas. Além disso, sao mostrados na figura 5.4b e 5.4c a dependéncia temporal da
fungao participacao de P(t = 0) = 4 em redes (b) quadradas e (c) hexagonais. Para nao
linearidades proximas, um pouco acima dos valores criticos da transicao de self-trapping,
observa-se o carater tipo breathing® do pacote de onda [215, 223, 224, 225, 226, 227, 228].
Observa-se também nesta figura que a amplitude de oscilagao diminui a medida que o
sistema vai se aprofundando na fase de auto-aprisionamento (self-trapped).

Embora os resultados apresentados até o presente momento ji apresentem resulta-
dos suficientes para a caracterizacao do nosso estudo comparativo do fenémeno de auto-

3 Breathing é caracterizado por oscilacoes internas do pacote de onda induzidas pela presenca de nio-
linearidade.
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Figura 5.5: Diagrama de fase P(t = 0) x x. (participacdo inicial versus nao linearidade cri-
tica) mostrando a transi¢ao entre o regime estendido e auto-aprisionado em redes honeycomb e
quadradas. Em ambos os casos a nao linearidade critica escala linearmente com a funcao par-
ticipacao inicial. O inset n6s reportamos a nao linearidade critica normalizada pelo nimero de
coordenacao da rede. O colapso de curvas indica que o numero de coordenacdo da rede é um
parametro topologico relevant para a transicao de self-trapping.
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Fonte: W.S. Dias, 2010 (referéncia [211], adaptado para a lingua portuguesa).

aprisionamento entre redes quadradas e honeycomb, uma melhor qualificacao dos resul-
tados pode ser obtida com a diagrama de fase self-trapped - estendido para as duas re-
des. Este diagrama de fase é demonstrado na figura 5.5, onde apresentamos o gréfico
P(t = 0) x x. (participacdo inicial versus nao linearidade critica). Tendo em mente as
grandezas probabilidade de retorno e funcao participacao, utilizamos como critério de
caracterizagao de uma fase metalica os fatos de R(t &~ 10°) oc 1/N? e P(t &~ 10°%) oc N2
Tomando o aumento da interacao elétron-fonon, nota-se que independente da largura do
pacote de onda, a nao linearidade ocorre sempre primeiro em redes honeycomb que em
redes quadradas. Esta afirmativa vale para todos graus de interacao elétron-fonon. Para
pacotes de onda estreitos observa-se que a nao linearidade que separa as regioes de auto-
aprisionamento e estendido é relativamente pequena. Um fato interessante é a observacao
da lineraridade critica em ambas as redes ser linearmente proporcional ao nimero de
participagdo inicial P(t = 0). Existe uma estreita regiao do diagrama de fase em que
o pacote de onda estd auto-aprisionado (self-trapped) na rede honeycomb, mas nao na
rede quadrada. Observa-se também que a razao x./P(t = 0) é da ordem da largura de
energia de um tnico elétron. Estes resultados demonstram explicitamente a dependéncia
do fenémeno de self-trapping sobre a condic¢do inicial (largura do pacote de onda) e que
a topologia de rede é um parametro importante nestes estudos. Esta tltima observacao
fica mais evidente ao observarmos o inset da figura 5.5, onde plotamos a nao linearidade
critica normalizada pelo niimero de coordenacgao da rede. Observa-se um colapso das cur-
vas correspondentes as redes quadrada e honeycomb, reforcando a importancia do niimero
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de coordenacao da rede, e consequentemente, a topologia da rede, junto aos estudos da
transigao estendido/ self-trapped.

5.3 Coexisténcia de interacao elétron-féonon e interacao
elétron-elétron

Até o presente momento vimos varios trabalhos destinados & compreensao da interacao
elétron-elétron em sistemas de tranporte eletronica. Mais especificamente, no contexto
de interacao elétron-elétron, vimos ao longo da secao 2.3.4 e capitulo 4 vérios estudos
direcionados ao entendimento do papel da interacao elétron-elétron junto a sistemas que
apresentam desordem composicional e campos elétricos externos. Em sistemas de baixa
dimensionalidade, dentro do contexto de coexisténcia entre desordem e interacao elétron-
elétron, varios trabalhos relatam o aumento da propagacio eletronica (diminui¢io da
localizagdo de Anderson devido a desordem) em virtude da interacdo entre elétrons |10,
123, 124, 125, 126, 127, 128, 129|. Por outro lado, ao lidarmos com sistemas que possuem
desordem e nao linearidade oriunda da interacao elétron-fonon, observa-se que os aspectos
da nao linearidade tem se demontrado dominantes sobre o papel imposto pela desordem
[242, 243, 244, 245]. Podemos citar como exemplo a observagao de uma “destruic¢ao
da localizacao de Anderson”, onde é observado uma dinamica subdifusiva do pacote de
onda acima de um valor critico de nao linearidade. Diante destas consideragoes, nossos
estudos foram direcionados a influéncia da interacao coulombiana entre os elétrons sobre
o fendmeno de self-trapping oriundo da interacao elétron-fénon.

5.3.1 Dois elétrons interagentes em cadeias nao lineares

O modelo de estudo consiste de dois elétrons de spins opostos em uma cadeia crista-
lina. Estes elétrons possuem uma interacao coulombiana entre eles, sendo esta interacao
on-site, assim como a interagdo de Hubbard (ver secao 2.3.4). Além disso, os elétrons
apresentam um acoplamento com as oscilacoes da rede. Os movimentos relativos entre
os dois diferentes pares de base podem ser representados por modos de fonons aciusticos
e Opticos. Desta forma, os termos de potencial e de hopping do hamiltoniano depen-
dem destas vibracoes, em principio. FEstas consideracoes nos leva a um hamiltoniano
H = thonon + Helectron—phonon do sistema dado por

H = Z £+1Mw2(u — uy)? +Z £+1Mw2y2
— \2M "2 et e o 2

+ Z (Vo + tn1 — un)(CILJrlCn + CIL—lcn) + Z (Vo + tmi1 — um)(c;rn+lcm + CTm—lcm)

n

+ Z(en + Ynln)cl e + Z(em 4 VoV )€ Com - Z UCL,TCn,TCL,¢Cn7¢ (5.23)

n

Aqui u,, and v, sao deslocamentos da rede e coordenadas e vibragoes internas da n-ésima
célula unitaria, respectivamente. p, and P, sao, em ordem, seus momentos conjugados.
M é a massa da célula unitaria, enquanto wy e w, sao as frequéncias de oscilacao dos fonons
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Opticos e actsticos respectivamente. CL(m) € Cp(m) S0 0s operadores criacao e aniquilagao
para o elétron no sitio n(m). a e Y, sdo as constantes de acoplamento, enquanto Vj é
o termo de hopping. €,,(,) sdo as energias on-site e U é a interagao elétron-elétron.

Para que possamos seguir a evolucao temporal dos pacotes de onda, nos resolvemos
a equacao de Schrodinger dependente do tempo, expandindo a funcao de onta na repre-
sentagio de Wannier [®(t)) = > dnm(t)ln s1,m s2). A partir disto, nos obtemos as
equacoes de movimento:

POl 2 2unt) = ta®) = s (0] = 22RO ) = £ (B8

b L fan® = £ s frn ) (5.24)

Tl 4 wévnu):%;m,m(t)ﬁ (5.29

d;;n?@) + wivm(t ymZ|fnm (5.26)
indlem @ e o) fn7m<t>+[em+vmum<t>J Fan(®)

dt
p,n

onde t,, = a(Vo +u, —u,) e t,, = a(Vo+ up, — uy,). Nos assumimos que a dependéncia
dos termos de hopping sobre u,, é tao fraco que pode ser desprezado, além da existéncia
de um hopping de primeiros vizinhos, ou seja, ¢, nom) = =1 se [p —n(m)| = 1 e zero de
outra forma. Desta forma nos obtemos

i W

at = [En + VnVn<t> + €m T+ mem(t)] fn,m

- T [fnfl,m(t) + fn+1,m<t> + fn,m71<t> + fn,m+1 (t)] + 5n,men,m (528)

Assumindo que as vibragoes moleculares da rede chegam ao equilibrio em uma escala de
tempo muito inferior que a escala de evolucao temporal do pacote de onda eletronico, nos
obtemos

wg’/n = Vnz |fn,m<t>|2 e wgym = ’sz |fn,m<t> ?

Substituindo a equacao 5.29 na equacao 5.28 obten-se

it = et eal )+ | T S U OF + 22 5 OF | St
T an®) + S+ a0+ Frma ()] + Gl e (5.29)
o
hd{l—t’” = [en + €m) fam(?) mem |2+><Z|fnm ]fn,m@)

- T [.fn—l,m(t) + fn—l—l,m( ) + fn,m—l( ) + fn,m-i-l( )] + 5n,men,m (5'30)
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Utilizamos em nossos célculos h =T = 1 e consideramos os potenciais on-site €, = 0.
Nos empregamos o método Runge-Kutta de oitava-ordem para integrar a equacao 5.30,
obtendo assim as amplitudes de probabilidade da funcao de onda apds cada incremento
de tempo pré-determinado. Nos acompanhamos a evolugao temporal de pacotes de onda

tipo delta (fu,n, = 6, 00n,m9), sendo a posicio inicial dos elétrons (n?,n9) organizada

ni,n
de forma que os elétrons lestejam dispostos inicialmente equidistantes do centro da cadeia
(% —dp, %+d0). Durante a evolucao temporal foi acompanhado a norma da funcao de onda
em todo o intervalo de tempo requisitado, de maneira que a precisao |1 — |®(¢)]?] < 107°.

Assim como nos trabalhos anteriores, tomamos como medidas do grau localizagao
(auto-localizagao) do pacote a fungao participagao £(t) =1/, | fu, n,(t)[* € a probabi-
lidade de retorno Ry(t) = [f,9,.,0(t)]>. Como discutido anteriormente, Ry(t) informa-nos
a probabilidade de encontrar o elétron na posicao inicial e a funcao participacao nos da
uma estimativa do nimero de sitios sobre o qual o pacote de onda visitou até o tempo .
A integragao da equagao 5.30, obtendo assim as amplitudes de probabilidade da funcao
de onda apos cada incremento de tempo pré-determinado, foi tomada até que t ~ 10°.
Desta forma, garantimos que Ry(t — 0o) — 0 esta relacionado a um carater estendido do
sistema, enquanto que uma probabilidade de retorno saturada num valor finito indica um
pacote de onda localizado/aprisionado. A mesma anélise vale para a fun¢do participacao,
ou seja, £(t — 00) o< N? indica um regime em que o pacote de onda se estende por toda

a rede.

5.3.2 Resultados

Seguindo a mesma abordagem do problema anterior (se¢do 5.3), nos seguimos a evo-
lugao temporal do pacote de onda eletronico, observando as grandezas participacao e
probabilidade de retorno. Entrentato, vale destacar que se trata de um sistema com
varias variaveis, torna-se um pouco mais trabalhosa a anélise e caracterizagao do compor-
tamento eletronico do sistema. Visto que o objetivo é descobrir a influéncia da interacgao
elétron-elétron sobre a dinamica do pacote de onda com a existéncia de nao linearidade,
nos coletamos diversos calculos da probabilidade de retorno Ry(t) e funcdo participagao
£(t) para tempos longos (¢ ~ 10°), tendo uma escala de nao linearidade, trés valores de
interagao elétron-elétron (U = 0,4, 10), com a posi¢ao inicial como sendo a mesma (dp) e
afastados um do outro (dy = 20). A coleta destes dados foi organizada como se pode ver
na figura 5.6, onde estdo apresentadas a probabilidade de retorno Ry(t ~ 10°) e funcio
participagao £(t ~ 10°) versus a nao linearidade .

Nas figuras 5.6a,b, onde dy = 0, ou seja, os elétrons estao inicialmente no mesmo
sitio, vemos que a medida que a interacao elétron-elétron cresce, os valores de aco-
plamento elétron-fonon necessarios para o aparecimento do auto-aprisionamento (self-
trapping) sao cada vez menores. Com o objetivo de reforgar o entendimento, deve-se
lembrar que Ry(t ~ 10%) — 0 esta relacionado a um carater estendido do sistema, en-
quanto que uma probabilidade de retorno saturada num valor finito indica um pacote de
onda localizado/aprisionado. A mesma anéalise vale para a fungio participagdo, ou seja,
£(t ~ 10°%) oc N? indica um regime em que o pacote de onda se estende por toda a rede.
Nota-se transicoes de self-trapping bem definidas. O papel desempenhado pela interacao
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Figura 5.6: Probabilidade de retorno para tempo longo (Ro(t =~ 10°) versus x para pacotes de
onda (a) inicialmente no mesmo sitio (dyp = 0) e (c¢) inicialmente distantes (dg = 20). Em (b) e (d)
tem-se a fungao participacao para as mesmas condicoes iniciais que (a) e (c¢), respectivamente.
Os resultados sugerem que a presenca de interacao promove o self-trapping nao linearidades
menores.

Fonte: Autor, 2011.

elétron-elétron fica ainda mais evidente ao observarmos os mesmos célculos para elétrons
inicialmente distantes dy = 20 (ver figura 5.6¢,d). O colapso dos dados para a probabili-
dade de retorno Ry(t ~ 10°) — 0 e funcio participagao &(t = 10°) sugere que a interagio
elétron-elétron nao desempenha papel significante sobre o self-trapping neste caso. Como
os elétrons estao inicialmente distantes, visto que a interacao elétron-elétron é on-site,
os estados ligados oriundos da interacao elétron-elétron nao desempenham nenhum papel
sobre a dinamica dos pacotede de onda. Os pacotes de onda eletronicos tornam-se apri-
sionados acima de um valor de nao linearidade critica da ordem da largura da banda de
um elétron, corcordando com os resultados da literatura.

Visto o indicativo que a interacao favorece o self-trapping, nés calculamos a proba-
bilidade de retorno assintotica Ro(t ~ 10°) versus interacao U (ver figura 5.7), com nao
linearidade xy = 0,1,2,3 e pacotes de onda (a) inialmente no mesmo sitio (dy = 0) e (b)
inicialmente distantes (dy = 20). Observa-se neste caso, para dy = 0, que a medida que
aumentamos o valor da nao linearidade, o auto-aprisionamento acontece para menores
valores de interacao. Em outras palavras, a nao linearidade critica que separa as regioes
onde o pacote de onda apresenta um regime delocalizado/auto-aprisionado diminui a me-
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Figura 5.7: Probabilidade de retorno para tempo longo Ro(t ~ 10°) versus interacio U, com
nao linearidade y = 0,1, 2, 3 e pacotes de onda (a) inialmente no mesmo sitio (dy = 0) e (b) inici-
almente distantes (dy = 20). Para pacotes de onda inicialmente dispostos no mesmo sitio, vemos
que a medida que aumentamos o valor da nao linearidade, observa-se o auto-aprisionamento para
menores valores de interacao.

1

0.04

Fonte: Autor, 2011.

dida que aumenta-se a interacao entre os elétrons. Mesmo para valores fracos de interacao
elétron-fonon, nota-se a existéncia do self-trapping. O pequeno aumento na probabilidade
de retorno assintotica com o aumento de U para dy = 0 e Y = 0 é promovido somente pela
interacao. Este fenomeno foi relatado anteriormente nas secoes 4.2.1 e 4.3.1. Para elétrons
inicialmente distantes (dy = 20) este resultado fica mais evidente, observando Ry (¢ ~ 10°)
e £(t ~ 10°) na figura 5.7b e inset, respectivamente. Observa-se que no regime de fraco
acoplamento elétron fonon (xy = 0,1, 2, 3), a probabilidade de retorno para tempos longos
¢ muito pequena (Ro(t ~ 10°) — 0) e a fungao participagio é da ordem do espago de
Hilbert £(t &~ 10%) oc N2, caracterizando a extensividade do pacote de onda por toda a
cadeia. O colapso de dados mais uma vez indica que a interacao nao desempenha papel
relevante para elétrons suficientemente distantes.

A qualificacao da regiao critica que separa regioes em que o pacote de onda esta
localizado de regioes em que o mesmo encontra-se auto-aprisionado é melhor entendida e
detalhada ao tomarmos a analise de escala de tamanhos finitos. Neste caso, nos calculamos
a probabilidade de retorno Ry (t) até t,,q, ~ 10% para cadeias de diferentes tamanhos (N =
100, 150, ..., 750 sitios), para uma escala de valores de interagao elétron-fonon y, desde
x = 0 a& xy = 5. Visto que o objetivo é a anélise do papel desempenhado pela interacao
elétron-elétron, consideramos dy = 0 e uma escala de valores de interacao elétron-elétron

U.

Na figura 5.8a nés vemos o grafico Ry(t =~ 10°) versus x para U = 2.5, dy = 0 e
cadeias de N = 100, ...,750 sitios. Nota-se que, independente do tamanho da cadeia,
para x > 1.85(5) a probabilidade de retorno é finita, indicando o regime de self-trapped.
Para x < 1.8, a probabilidade de retorno assintotica é desprezavelmente pequena (da
ordem de 1/N), caracterizando o regime delocalizado (estados estendidos). Através do
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96 Interagao elétron-fonon

Figura 5.8: (a) Probabilidade de retorno reescalada para tempo longo (Ro(t ~ 10%)/N) versus
X, com U = 2.5, dy = 0 e diversos tamanhos de cadeia. Para x > 1.85(5) a probabilidade
de retorno é finita, indicando o regime de self-trapping. (b) Diagrama de fase em x versus U,
delimitando as regides de self-trapping e delocalizada. Na auséncia de interagao elétron-fonon, a
nao linearidade critica é da ordem da largura da banda. A medida que U cresce, observa-se uma
diminuicao da nao linearidade critica ye.
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Fonte: Autor, 2011.

diagrama de fase x versus U (figura 5.8b) podemos ver as regides delocalizadas e de
self-trapping, delimitadas pela nao linearidade critica x.. Na auséncia de acoplamento
elétron-elétron, a nao linearidade critica acima da qual o pacote de onda encontra-se
aprisionado é da ordem da largura da banda de um unico elétron [24, 25, 26|. Este
resultado estd em concordancia com resultados anteriores, pois na auséncia de interacao
os elétrons tornam-se independentes ou nao-correlacionados. Quanto a interacao elétron-
elétron esté presente a nao liearidade critica diminui. Observa-se que no regime de elétrons
fortemente correlacionados (grandes valores de U), a nao linearidade critica diminui com
1/U (ver inset). Este comportamento é explicado ao lembrar que os estados ligados de dois
elétrons estao na faixa de energia U < E < v/U? 4 16, que também tem uma diminuigao
da largura da ordem de 1/U para fortes interagoes elétron-elétron. Vemos assim que os
estados ligados de dois elétrons possuem um grande papel sobre a dinamica dos pacotes
de onda, sendo capaz de promover o aprisionamento deste mesmo para fracos valores de
acoplamento elétron-foénon.
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Conclusoes

Ao longo deste trabalho foram relatados varios trabalhos voltados ao estudo de trans-
porte eletronico. E notavel o surgimento de novos ingredientes, visando cada vez mais a
compreensao e aprimoramento do conhecimento sobre o comportamento de elétrons em
diversos sistemas. Dentro deste contexto, escolhemos o tema da presente tese: Efeito da
interagao entre particulas e/ou quasiparticulas em sistemas de baixa dimensionalidade.
A seguir apresentaremos suscintamente os resultados obtidos nos sistemas abordados ao
longo do corpo da tese.

Primeiramente, no capitulo 3 n6s tratamos um sistema de excitacoes coletivas de spin
S = 1/2 em sistemas unidimensionais. Mais especificamente, nos tratamos um sistema
quantico de spins ferromagnéticos cujos acoplamentos entre os spins apresentam uma
distribuicao aleatoria com correlacao de longo-alcance. Neste sistema, sao estimuladas
duas excitacoes magnéticas ou dois “spin-flips”, dando origem a duas excitacoes coletivas,
conhecidas como magnons. Os efeitos de interagao surgem ao proibirmos a dupla excitagao
em um unico spin, visto que se trata de um sistema de spin S = 1/2. Nossos estudos sao
inicialmente direcionados a caracterizacao da natureza dos auto-estados de dois magnons.
Para isto, foi resolvida a equacao de Schrédinger independente do tempo. Em seguida foi
investigado a evolugao temporal de um pacote de onda formado por dois “spin-flips” para
uma distancia inicial entre eles dada por dy. Estes resultados sao revelados apoés a solucao
numérica da equacao de Schrodinger dependente do tempo. Em resumo, vemos que os
estados de dois magnons permanecem exponencialmente localizados quando o sistema esté
fracamente correlacionado (« < 2), similar a localizagdo de Anderson para uma excitagao
coletiva, de spin. Ao contrario, ondas de spin estendidas sao observadas na presenca
de forte correlagdo na distribuicdo dos potenciais (a« > 2). Associado a estes estados
estendidos, o pacote de onda apresenta um alargamento balistico, contrastando com a
dindmica difusiva para sistemas com desordem nao correlacionada. Foi demonstrado
também que o pacote de onda de um tnico magnon apresenta um aspecto assimétrico
devido & interacao efetiva entre os magnons em virtude da repulsao cinematica entre os
magnons. O efeito combinado da repulsao cinematica e a dinamica balistica em um regime
fortemente correlacionado permite a observacao de correlacoes entre os spins que sao
substancialmente maiores que o observado em cadeias ferromagnéticas com desordem nao
correlacionada. Esperamos que este trabalho estimule estudos posteriores para excitacoes
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magnéticas em outros sistemas, como sistemas anti-ferromagnéticos, sistemas com spin
de maior ordem e sistemas 2D e 3D.

No capitulo 4 n6s tratamos o problema de dois elétrons interagentes em sistemas unidi-
mensionais. A interacao entre os dois elétrons de spins opostos é de origem coulombiana
e on-site, ou seja, a interacao ocorre somente quando os dois elétrons estao no mesmo
sitio atomico. Avaliamos os estados eletronicos e o comportamento dinamico dos paco-
tes de onda eletronico em cadeias cristalinas e com desordem correlacionada de longo
alcance na distribuicao dos potenciais. Isto foi possivel mediante as solugoes das equacoes
de Schrédinger independente e dependente do tempo, respectivamente. Além disso, em
ambas as cadeias, nés investigamos a influéncia de um campo elétrico externo constante
sobre o comportamento dindmico dos pacotes de onda. No primeiro trabalho, destinado
ao problema em cadeias cristalinas, observa-se que, independente do valor da interacao
entre os elétrons, a largura do pacote de onda alarga-se balisticamente. Entretanto, a
dinamica da funcao participacao apresenta um comportamento nao usual a medida que
a interagdo elétron-elétron aumenta: deixa de ter um comportamento balistico P(t) o
para U = 0 para um comportamento difusivo P(t) « t a medida que U cresce. Este
comportamento esta relacionado aos estados ligados que surgem na presenca de interacao
entre os elétrons, responsavel por correlacionar a dindmica dos dois elétrons. Os esta-
dos ligados da origem também a uma assinatura sobre a estrutura do pacote de onda
gaussiano, desenvolvendo uma estrutura dividida. A regiao central com uma densidade
eletronica concentrada na regiao inicial e duas frentes de onda, uma para cada lado. J&
com a presenca do campo elétrico, observa-se que a amplitude de oscilagao do pacote
de onda eletronco apresenta diferentes aspectos para pacotes de onda gaussianos e tipo
delta. Para os tultimos observa-se que a amplitude de oscilacao exibe um méximo para
valores de interacao finitas e amplitudes despereziveis no limite de U — 0 e U — oo. Por
outro lado, duas tendéncias distintas sao observadas para pacotes de onda gaussianos:
um regime com amplitude de oscilacao finita tipica de elétrons nao interagentes; e um
minimo da amplitude de oscilacao para um valor finito de interacao, quando a banda
de estados ligados de dois elétrons desempenha importante papel sobre a dinamica dos
elétrons. Neste regime, os estados ligados sao responsaveis por oscilagoes de Bloch com
uma frequéncia dobrada, onde os elétrons comportam-se como um tnico elétron de carga
2e. Por fim, nés mostramos a reamplificagao do regime do modo com frequéncia dobrada
por promover uma forte superposicao entre a distribuicao espectral do pacote de onda e
a banda de estados ligados.

Para o segundo modelo, em que a ha uma distribuicao de energias com desordem
correlacionada de longo alcance, observa-se autoestados estendidos em torno do centro
da banda no regime de fortes correlagoes (o > 2). Neste regime, observa-se também
um apriosionamento de uma porcao finita e pequena do pacote de onda em torno da
sua posicao inicial. A presenca de campo elétrico induz a uma localizagao dindmica do
pacote de onda. Quando o sistema estd no regime fracamente correlacionado (o < 2)
as oscilagoes ndo sao coerentes, diferente do observado para (a > 2), onde as oscilagoes
sao coerentes, como oscilagoes de Bloch com frequéncia de oscilagao bem definida. Na
presenca de interacao com valores proximos a U = 4 observa-se o fendmeno de dobramento
de frequéncia, ou seja, a frequéncia caracteristica das oscilacoes de Bloch sao 2 vezes maior.

Tese de Doutorado



99

A andlise dos autoestados de dois elétrons, observou-se que os estados proximos a centro
da banda sao altamente degenerados, com estados de dois elétrons estendidos e localizados
coexistindo. Este fator contrasta com o comportamento usual de sistemas de um elétron
no quais estados localizados e estendidos podem ser separados por mobility edges. Esta
degenerescéncia tem impacto sobre a estatistica do espacamento de niveis. A presenca
de estados estendidos é irrelevante, com uma funcao distribuicdo sendo bem descrita
por uma superposicao de um pico tipo delta e um decaimento poissoniano. Observa-
se que a interacao elétron-elétron correlaciona a funcao de onda eletronica, reduzindo
a degenerescéncia dos niveis de energia. Neste caso, a distribuicao de espacamentos de
niveis reassume seu aspecto poissoniano usual.

Por fim, no capitulo 5, nés tratamos a acao de outro tipo de interacao sobre a dina-
mica do pacote de onda eletronico. Assumindo que os ions da rede possuem um pequeno
movimento oscilatério em torno do ponto de equilibrio, torna-se necessario levar em con-
sideracao a existéncia de modos vibracionais da rede, ou seja, a existéncia de fonons. A
interacao da funcao de onda eletronica com esta rede que possui estes modos de vibracao
d4a origem a um tipo de interacao, conhecida usualmente como interacao elétron-fénon.
Esta interacao, apos exceder um valor critico, promove uma localizacao do pacote de
onda eletronico conhecido como self-trapping 21, 24, 25, 26, 27, 28, 29|. Dentro deste
contexto, nossos estudos foram direcionados a dois modelos. No primeiro nos realizamos
um estudo comparativo do fenomeno de self-trapping em redes 2D quadradas e honey-
comb. Considerando sistemas cristalinos, n6s mostramos a dependéncia do fendémeno com
a topologia da rede. Mostramos que o parametro critico da interagao elétron-fénon que
governa o self-trapping escala linearmente com a funcao participagao inicial independente
do tipo de rede. Além disso, mostramos que o numero de coordenacao da rede é um
parametro topologico importante para a transicao self-trapping. No segundo modelo nos
investigamos a coexisténcia de interacao elétron-elétron e interacao elétron-féonon numa
cadeia cristalina, considerando um sistema de dois elétrons de spins opostos. Resolvendo
numericamente a equacao de Schrodinger dependente do tempo e seguindo a evolugao
temporal do pacote de onda dos dois elétrons, nés exploramos o comportamento assin-
totico da probabilidade de retorno e funcao participacao para melhor caracterizarmos o
estado do pacote de onda. N6s mostramos que a interacao elétron-elétron tem influéncia
desprezivel sobre a dinamica dos pacotes de onda quando os mesmos estao inicialmente
dispostos distantes um dos outros. O acoplamento elétron-fonon necessario para aprisi-
onar os pacotes de onda é o mesmo observado para sistemas de elétrons independentes
(sistemas de um elétron). Entretanto, quando os dois elétrons estao dispostos inicialmente
no mesmo sitio, nossos resultados mostram que a magnitude da interagao elétron-féonon
necesséaria para promover o self-trapping é menor quanto maior for o valor da interacao
elétron-elétron. Vemos assim que a interagao elétron-elétron desempenha um importante
papel na dindmica eletronica com interacao elétron-fonon, agindo como um importante
mecanismo para a localizacao eletronica em sistemas fortemente correlacionados.

Em sintese, acreditamos que todos os estudos apresentados no corpo desta tese possam
contribuir para o entendimento de classes de sistemas de transporte eletronico e excitacoes
magnéticas semelhantes, em que envolvam: desordem, campo externo, nao linearidade e
interacoes. De fato, os modelos e estudos aqui apresentados apresentam a fenomelogia
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observada em alguns sistemas de transporte eletronico e excitagoes magnéticas. Dentro
deste contexto, temos como perspectiva o desenvolvimento de outros modelos que con-
templem a descrigao e/ou entendimento de outros sistemas, bem como o desenvolvimento
de modelos e estudos mais precisos que relacionem sistemas de baixa densidade eletronica
e sistemas de muitas particulas.
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Apéndice

Deducao do Teorema de Bloch

O modelo estudado por Bloch se refere a um elétron sujeito a um potencial periddico.
Estas consideragoes fazem com que a funcao de onda eletronica deva satisfazer a equacao
de Schrodinger

h2
Hi) = |——V? =F Al
o= |-gm v+ U] v = B (A1)
Uma vez que o potencial da rede é periddico, temos
U(r)=U(r+a) (A.2)

sendo a um vetor da rede Bravais. Cada vetor a da rede pode ser visto como uma
translacao no espaco que deixa a rede invariante, denominada translacao de rede.

Para cada vetor da rede de Bravais a associamos um operador translacao T, que, ao
operar sobre qualquer func¢ao f(r), desloca o seu argumento por a

Taf(r) = f(r+a) (A-3)

Em funcao da periodicidade da rede, o Hamiltoniano A.1 permanece a mesma ao substi-
tuirmos r por r + a nos operadores que agem sobre 1. Desta forma

ToHY = H(r+a)y(r+a) = H(r)Y(r+a) = HT,¢ (A.4)
Temos entao
ToH = HT, (A.5)

Uma vez que o resultado de duas translacoes sucessivas nao dependem da ordem em que
sao aplicadas, pois
TaTawtp(r) = TaTath(r) = Y(r +a+ a’), (A.6)

temos

TaTa = TwTa = Taya (A7)
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114 Deducao do Teorema de Bloch

Podemos ver que as equagoes A.5 e A.7 nos permite escolher autofuncoes de energia
que sejam também autofuncoes de qualquer operador de translacao:

Hip(r) = Ei(r) (A.8)
Tay(r) = tath(r) (A-9)

Diante disto, vemos que os autovalores de translacao t, devem satisfazer a equacao
A.7 por um lado
Ta’Taqu) = taTa@Z) = tata’@z)a (AIO)

e também pelo outro
Ta’Taw = Ta-i—a’w = ta-i—a’w (A'll)

Assim a equacao de autovalores deve satisfazer
tarer = tata (A.12)

onde podemos escolher

Em resumo, podemos mostrar que os autoestados de H podem ser escritos na forma

Tab(r) = p(r+a) = fab(r) = () (A.14)
brta) = () (A.15)

Esta equacao é conhecida como o Teorema de Bloch.
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Apéndice B

Expansao de Taylor do operador evolucao

temporal

Considere um hamiltoniano, por exemplo, o hamiltoniano de Anderson
H =Y ali)(il + Y Tyli)il (B.1)
i i#]

onde ¢ ¢ a energia do elétron no sitio i e T;; é o termo de hopping responsavel pelo
movimento do elétron do sitio ¢ para o sitio 7. A equagao de Schrodinger dependente do

tempo
L d|)
— =H|V¥ B.2
i = ) (B.2)
pode ser resolvida encontrando-se
—iHt
(W (t)) = e |Wo(t = to)) (B.3)

onde
(1) = ZCz-(t)\i> (B.4)

C;(t) é a amplitude de probabilidade do elétron estar na posi¢ao i no tepo t. Desta forma,
a fungdo de onda no instante inicial (t = 0) é

(Ut =0)) =) Ci(0)]i) (B.5)
Isto nos permite escrever a equagao de Schrodinger (equagio B.2) como
S Cidn)iy = ey Ci0)]i) (B.6)
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116 Expansao de Taylor do operador evolucao temporal

Podemos, nesta tltima expressao, expandir a exponencial em série de Taylor

_itar > 1 /—iHdt X1 [ —iHdt\"
— _ =1 - B.
S () s () (3.7

n=1

de maneira que

ZC (dt)| Zc +ZZ% (_"gdt)nq@)m (B.8)

Vemos, desta forma, que a funcao de onda num tempo At é dado por

1+Z ( szt)

Aplicando este método recursivamente, é possivel obter a fun¢ao de onda num tempo ¢.

W(dt)) = W(t = 0)) (B.9)
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We study the Anderson localization in two-dimensional lattices with long-range correlated hopping
terms. The hopping energies along one lattice direction will be generated by a superposition of un-
correlated and long-range correlated contributions. Our numerical results strongly suggest the presence
of a Kosterlitz-Thouless-like transition above a critical correlation degree.

© 2010 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Materials with restricted geometry, such as semiconductor
quantum-well structures [1], quantum dots and wires [2,3], organic
thin films [4], quasiperiodic [5] as well as more general aperiodic
structures [6] are nowadays objects of growing interest from both
fundamental and practical point of views. An attributive peculiar-
ity of almost all of them is the presence of disorder, which can be
of an intrinsic nature (imperfections of the structure itself) as well
as originated from a random environment.

Whenever disorder is involved, Anderson’s ideas about localiza-
tion of quasiparticle states come into play [7]. In three dimensions,
the states at the center of the quasiparticle energy band remain ex-
tended for a relatively weak disorder (of magnitude smaller than
the bandwidth), while the other states (in the neighborhood of the
band edges) turn out to be exponentially localized. This implies
the existence of two mobility edges which separates the phases
of extended and localized states [8]. On the contrary, uncorrelated
disorder of any magnitude causes localization of all one-particle
eigenstates in one dimension (1D) [9] and two dimensions (2D)
[10]. However, it was suggested that low-dimensional Anderson
models with purely off-diagonal disorder might violate this gen-
eral statement since a singularity of the density of states (DOS)

* Corresponding author. Tel.: +55 82 3214 1429; fax: +55 82 3214 1645.
E-mail address: fidelis@if.ufal.br (EA.B.E. de Moura).

0375-9601/$ - see front matter © 2010 Elsevier B.V. All rights reserved.
doi:10.1016/j.physleta.2010.06.063

was found at the band center [11-14]. A throughly analysis of the
singularity of the DOS in the 1D Anderson model with off-diagonal
disorder and nearest-neighbor interactions showed that the states
belonging to this singularity are localized with no tendency of de-
localization with increasing chain size [13]. On the other hand,
the states belonging to the DOS singularity of the 2D counterpart
model display a power-law divergence with the system size, a typ-
ical behavior of critical states [14].

Since late eighties, however, it has been realized that extended
states may survive on 1D systems if the disorder distribution is
correlated [15-23]. Short-range correlated disorder was found to
support extended states at special resonance energies. In the ther-
modynamic limit, such extended states form a set of null measure
in the density of states [15-19], implying the absence of muobil-
ity edges in these systems. In contrast, systems with long-range
correlations in the disorder distribution support a finite fraction of
delocalized states [21,22], giving rise to mobility edges. Theoreti-
cal predictions of localization suppression on 1D geometries, due
to correlations of the disorder distribution, were confirmed ex-
perimentally in semiconductor superlattices with intentional cor-
related disorder [20], as well as in single-mode wave guides with
correlated scatterers [23].

A first study of the effects of long-range correlations in the
localization properties of 2d electronic systems with orthogonal
symmetry was performed in Ref. [24]. The authors considered a
striped media in the x-y plane with on-site disorder. The on-
site energies were generated by a superposition of an uncorre-
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lated term and a long-range correlated contribution along the
y-direction. It was predicted that this system displays a disorder-
driven Kosterlitz-Thouless-like MIT in the regime of strong cor-
relations. More recently, the effects of long-range correlations in
both x- and y-directions, were studied [25-28]. A transfer ma-
trix numerical calculation on a striped geometry, combined with
finite-size scaling arguments, confirmed the presence of a cor-
relation induced Kosterlitz-Thouless transition [25]. In addition,
by considering the site energies of the 2d Anderson Hamiltonian
distributed in such a way to have a power-law spectral density
S(k) oc 1/k*24, an exact diagonalization formalism of finite lattices
with a square geometry showed that this model displays a phase of
low-energy extended states for ayg > 2. In this regime, the dynam-
ics associated with the spread of an initially localized wave packet
becomes ballistic [26]. Moreover, the exponents governing the col-
lapse of the participation function for low energies (¢ o LP2) and
the long time decay of the autocorrelation function [C(t) « t~#]
were shown to satisfy the scaling relation D, = pd. Furthermore,
the scale invariance of the participation function relative fluctu-
ation at the critical point was investigated in Ref. [27]. By using
a finite size scaling hypothesis it was shown that the correlation
length critical exponent depends on g, thus indicating that cor-
relations in the disorder distribution are indeed relevant in this
regime, in agreement with the extended Harris criterion.

While the delocalization phenomenon induced by long-range
correlations in the on-site potential has been extensively investi-
gated in the literature, the counterpart model with long-range cor-
related off-diagonal disorder is still quite unexplored. In this work,
we report further progress along this direction. We will develop
transfer matrix calculations on the 2d Anderson model with long
range correlated hopping terms. Here, we will consider a striped
geometry in the x-y plane with zero on-site potentials. The hop-
ping energies along the y-direction will be generated by a super-
position of an uncorrelated term and a long-range correlated one.
Combining the transfer matrix calculations with finite-size scaling
arguments, we compute the localization length in the thermody-
namic limit. We will show that the scaling behavior is compatible
with the presence of a Kosterlitz-Thouless metal-insulator transi-
tion [25].

2. Model and formalism

We consider the 2d Anderson Hamiltonian with disordered
hopping terms and null on-site energies (€ = 0) on a striped
square lattice geometry L x M [24,25]:

H= )" Ty (X, y1)(x, 12l), (1)
(X1Y1,%2¥2)

where |x,y) is a Wannier state localized at site (x,y) and
Zm y1.x,y) Tepresents a sum over nearest-neighbor pairs. The
matrix Tyy, x,y, contains the hopping terms along both x- and
y-directions. In our calculations, we fix the hopping term along
the x-direction as ty = 1. The hopping terms along the y-direction
will be generated by a superposition of an uncorrelated contribu-
tion and a long-range correlated term,

ty =tanh(vy 4 py) + (ty). (2)

The first term v, represents a long-range correlated sequence de-
fined by

L2

2wk
vy = (a)Z o Cos( = +¢>k> 3

where ¢y are L/2 (L even) independent random phases uni-
formly distributed in the interval [0,27] and ¢(«) is a normal-
ization constant which is chosen to have the sequence variance

o= (vf,) —(vy)? = 1. We also shift the sequence in order to

have (vy) =0. Typically, this sequence is the trace of a 1d frac-
tional Brownian motion with a well defined power-law spectrum
S(k) oc 1/k*. The second term p, describes L independent random
numbers uniformly distributed in the interval [-W /2, W /2]. Here
we use (ty) =2 to avoid negative hopping terms.

In order to calculate the typical localization length of electrons,
we use the finite size scaling method combined with the transfer-
matrix technique [24]. We calculate the damping of wave functions
in the y-direction for a long strip of size L x M with L being ex-
tremely large (L~ 2 x 105). The periodic boundary condition is
adopted in the x-direction. For a given energy E, a 2M x 2M trans-
fer matrix Qn can be easily set up, mapping the wave-function
amplitudes at column n + 1 to those at column n in the strip. The
propagation along the strip is therefore described by the product
of transfer matrices

Pr=Qr-1Q1—2---Q2Q1. (4)

The transfer matrix P; has M pairs of eigenvalues whose loga-
rithms correspond to the Lyapunov exponents [24,25]. The largest
localization length A(E) for a given energy E in a system with a
finite width M is given by the inverse of the smallest Lyapunov ex-
ponent. In our numerical calculation, we choose L about 2 x 10° so
that the self-averaging effect automatically takes care of statistical
fluctuations. We estimate and control these fluctuations following
the deviations of the calculated eigenvalues of two adjacent itera-
tions. The finally obtained data have statistical errors less than the
symbol size in the corresponding figures. We use the standard one-
parameter finite-size scaling ansatz [24,25] to obtain the thermo-
dynamic localization length 1. According to the one-parameter
scaling theory, the rescaled localization length A = A(E)/M can be
expressed near the critical point in terms of a universal function
given by:

A= f(hoo/M). (5)

We also study some dynamical aspects by examining the time
evolution of an initially localized wave packet on a L x L square
lattice. The Wannier amplitudes evolve in time according to the
time-dependent Schrédinger equation as (h =1) [26]

Jdey y()
1 det/ =ty 1Cx,y—1(8) +tyCx y+1(E) + Cx—1,y(t) + Cx1,y(b),

xy=12..,L (6)

We consider a wave packet initially localized at site xo =
L/2,y0=L/2, ie. cyy(t =0) = by x,0y,y,. The above set of equa-
tions were solved numerically by using a high-order method based
on the Taylor expansion of the evolution operator V (At):

1
V(At) =exp(—iHAt) = 1+ZM )
=1

where H is the Hamiltonian. The wave-function at time At is
given by |®(At)) = V(At)|®(t = 0)). The method can be used
recursively to obtain the wave-function at time t. The following
results were taken by using At =0.05 and the sum was truncated
at n, = 20. This cutoff was sufficient to keep the wave-function
norm conservation along the entire time interval considered. We
are particularly interested in calculating the wave packet mean-
square displacement &(t) along the y-direction (the correlated di-
rection) [26]

L L
E(t) = ZZ(y ¥ [exy ®. (8)

1y=1
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Fig. 1. Rescaled localization length A(E)/M as a function of energy E for & =0 and
M =20 up to 80. The curves for smaller M are always above those of larger M
throughout the entire range of energies. This feature indicates that there is no mo-
bility edge.

Fig. 2. Rescaled localization length A =2(E)/M as a function of energy E for « =2
and M =20 up to 120. We can see that all curves merge together for E < Ec ~ 3.
This behavior signals a metal-insulator transition at E = E.

3. Results and discussion

All transfer matrix calculations were done for L~ 2 x 10% and
W =1. Fig. 1 presents the rescaled localization length A =A(E)/M
as a function of energy E for o = 0. the curves of the smaller M
are always above those of larger M throughout the entire range of
energies, thus indicating that there is no mobility edge and, corre-
spondingly, no metal-insulator transition. In Fig. 2 we show similar
data taken from the case of strongly correlated off-diagonal disor-
der (« = 2). This picture has a qualitatively different feature: all
curves merge together for E < E. &~ 3. This signals a delocaliza-
tion phase transition at E = E.. In Fig. 3, we plot the rescaled
localization length A = A(E)/M for a specific energy below E.
(E=1) as a function of M. We can see that the phase transition
occurs at o > 1, with the rescaled localization length becoming
size independent in the regime of large M. In Fig. 4(a) we col-
lect results for the localization length extrapolated to the thermo-
dynamical limit. These estimated values were obtained from the
scaling ansatz close to the critical energy E. ~ 3. We successfully

0 20 40 60 80 100 120 140 160
M

Fig. 3. Rescaled localization length A = A(E)/M for a specific energy below E
(E=1) as a function of M. We can see that the phase transition occurs for o > 1,
characterized by the size independence of the asymptotic scaled localization length.

fit the data with A oxexp(C//E — E¢) with E. = 3.00(5) indicat-
ing a fast decay of the localization length on the insulating side by
increasing the deviation from the transition point. This behavior is
the typical one for a disorder driven Kosterlitz-Thouless-like tran-
sition (KT transition). Using the estimated extrapolated localization
lengths, we report in Fig. 4(b) the data for the scaled localization
length A(E)/M close to critical energy E. =3.00(5) as a function
of the proper scaling variable A (E)/M. We have used energy val-
ues from E =3.20 up to 3.55 with AE =0.05 and stripe sizes
ranging from M =20 up to 120. The fact that all data from dis-
tinct energies and system sizes fall into a single curve, without the
need of any additional adjusting parameter, reflects the accuracy of
the estimated extrapolated localization length and the absence of
significant corrections to scaling in the asymptotic regime investi-
gated.

Finally, we show in Fig. 5 results for the time evolution of an
initially localized wave-packet in a square lattice with 3000 x 3000
sites and @ =0, 1.5 and 3. Numerical convergence was ensured by
conservation of the norm of the wave-packet at every time step,
ie, 1=, lcn(t > 00)|2 ~ 1071, The extended states that appear
in this model emerge in the regime at which the potential has a
strong correlation degree. These are typically non scattered modes
thus leading to a ballistic wave-packet spread, &(t) o t. In Fig. 5
we obtain roughly a ballistic spread for o > 1. In the long-time,
&(t) displays a saturation that represents the package arrival at the
lattice boundaries.

4. Summary and concluding remarks

In this Letter, we studied the localization properties in 2D
striped media with off-diagonal long-range-correlated disorder.
The hopping energies along the y-direction were assumed to be
composed of a superposition of an uncorrelated disorder term and
a long-range correlated random contribution. The long-range cor-
related terms were distributed in such a way to have a power-law
spectral density S(k) oc k=%. By using the well-developed transfer-
matrix method we find that the system undergoes a unconven-
tional correlation-driven Kosterlitz-Thouless metal-insulator tran-
sition when the hopping disorder distribution exhibits a power-law
spectral density S(k) ock™® with & > 1. This result is in remarkable
contrast to the one exhibited by 2D disordered media with uncor-
rected disorder, which do not display a metal-insulator transition
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Fig. 4. (a) Fit of the extrapolated localization length Ay, o exp(C/+/E —E.) with E; =3.00(5). This scaling behavior in typical of a Kosterlitz-Thouless transition. (b) Data
collapse of the scaled localization length in the universal scaling form, thus supporting the accuracy of the estimated extrapolated localization lengths.

Fig. 5. The mean-square displacement &(t) of a one-electron wave-packet computed
in a square lattice with 3000 x 3000 sites and & =0, 1.5 and 3. A nearly ballistic
spread (&(t) oct) takes place in the regime of strong correlations in the longitudinal
hopping distribution (et > 1).

for any amount of disorder. In addition, we followed the time evo-
lution of an initially localized wave-packet. Within our numerical
precision, we found that associated with the metal-insulator tran-
sition, a ballistic wave-packet propagation takes place. We hope
that the present work will stimulate further studies on semicon-
ductors and superlattices with intentional long-range correlated
off-diagonal disorder.
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We consider the one-dimensional quantum disordered S =} Heisenberg ferromagnetic chain model
with long-range correlated exchange couplings and study the nature of collective two-spin excitations.
By using an exact diagonalization of the Hamiltonian in the two-spin flip subspace, we compute the spin
wave participation number to characterize the localized or delocalized nature of the two-magnon
states. For strongly correlated random exchange couplings, extended two-spin excitations with finite

PACS: energy appear. Integrating the time-dependent Schroedinger equation, we follow the time-evolution of
73.20Jc an initially localized two-spin state. We find that, associated with the emergence of extended spin
75.10pq waves, the wave-packet mean-square displacement develops a ballistic spread. Further, the single-spin
75305 wave-packet acquires an asymmetric profile due to the kinematic interaction between the excited spins.

© 2009 Elsevier B.V. All rights reserved.
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1. Introduction

The Anderson theory plays a key role on the localization
properties of eigenfunctions in disordered systems [1,2]. The
localization-delocalization transition for weak disorder in three-
dimensional geometries, and its absence in low dimensional
systems with time reversal symmetry at any disorder strength, are
its most known predictions. The critical exponent v that describes
the divergence of the localization length ¢ o |E — Ec|", where
E indicates the Fermi energy and E. stands for the mobility edges
separating extended from localized states, is directly related to the
exponent u for the conductivity at zero temperature in doped
semiconductors and amorphous materials [3-5]. The localization
of collective excitations by a random potential is a quite general
feature. It applies, for example, to the study of magnon localiza-
tion in random ferromagnets and vibrational modes in harmonic
systems. In fact, it is possible to map the Heisenberg Hamiltonian,
as well as the one-dimensional harmonic chain with random
masses, into the Anderson model for disordered electronic
systems with correlated disorder [6-10,14,15].

Several works have been devoted to the study of the
localization properties of spin waves in low dimensional quantum
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Heisenberg ferromagnets. Localization is known to have a
profound impact on the transport properties of magnetic systems.
In general, it has been demonstrated that the finite energy spin
waves are exponentially localized for any degree of disorder.
However, the typical localization length diverges as one ap-
proaches to the bottom of the band [6-9]. In addition, it was
shown that an initially localized spin excitation may exhibit a
super-diffusive spread in the presence of disorder in contrast to
the random oscillations over a finite segment displayed by an
electronic wave-packet [9,10]. Further, the diffusion of spin waves
in ferromagnetic host systems with antiferromagnetic impurities
shows no evidence of strong localization [11]. Also, the effects of
localization in the spin and charge conductivity of ferromagnetic
systems have been theoretically evaluated [12,13]. Recently, the
one-dimensional quantum Heisenberg ferromagnet with ex-
change couplings exhibiting long-range correlated disorder was
studied [14]. Using renormalization group, integration of the
equations of motion and exact diagonalization, it was shown that
extended states appears for sufficiently strong correlations. In fact,
correlated disorder was shown to be a key ingredient to promote
delocalization in low dimensional systems [16-20].

Some static and dynamic properties associated with the two-
magnon excitations in finite S=1 ferromagnetic chains with
uncorrelated disorder were studied in Ref. [21]. As a S=1 spin
only allows for a single excitation, i.e., two-spin excitations can
never occupy the same site, the effective spin-spin interaction is
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closely related to an infinite strength Hubbard repulsion. It was
shown that the localization length of high-energy states are rather
small but diverges as one approaches the ground state energy. The
long localization length of the low-energy states give rises to
strong spin-spin correlations which are suppressed at high
energies as the localization length becomes smaller than the
chain size. Further, the time-evolution of two initially localized
spin deviations was followed. It was shown that the single-spin
wave-packet develops asymmetric tails due to the effective
spin-spin repulsion with distinct scaling exponents governing
the temporal evolution of length scales related to the average
spin-spin distance and the wave-packet dispersion [21].

In this work, we study the two-magnon excitations in the one-
dimensional quantum disordered S =1 Heisenberg ferromagnet
chain model with long-range correlated exchange couplings.
By using an exact diagonalization approach, we compute the
spin-wave participation number which will be used as a measure
of the spacial extension of the two-spin excitations. The numerical
calculations indicate that, in the regime of strongly correlated
random exchange couplings, there are extended spin waves with
finite excitation energies. We will also follow the time-evolution
of the mean-square displacement of the wave-packet. We will
explore the influence of the kinematic repulsion between the two
magnons and the emergence of extended states on the dynamics
of two-spin excitations.

2. Model and formalism

We will consider finite disordered chains with N spins (S =)
coupled via a first neighbors isotropic Heisenberg exchange
interaction, whose Hamiltonian can be written as

H= =Y JoniSnSuia. )
n

The couplings J,,.q =J; will be considered as long-range
correlated random ferromagnetic exchange integrals. In order to
generate exchange sequences with power-law decaying pair
correlation function, we firstly generate the following auxiliary
sequence:

N2
Xy = tanh {Z%ﬂcos <2nTnk + d)k>
o1k

: ()

which is restricted to the interval —1<x,<1 and whose pair
correlation function decays asymptotically as 1/r*. The hyperbolic
transformation of the series brings the advantage of bounding the
interval of the random variable without changing its asymptotic
correlation function. Such power-law decaying correlation func-
tion actually characterizes the absence of a typical correlation
length in the disorder distribution and allows the investigation
of the influence of scale-free disorder on the properties of
the collective magnetic excitations. In the above equation, k is
the wave-vector of the modulations on the random variable
landscape, ¢, are N/2 random phases uniformly distributed in the
interval [0,27] and the exponent o controls the degree of
correlations. The sequence of exchange integrals is obtained after
normalizing the auxiliary sequence to have unitary variance (Ax)
and displacing it to avoid negative (antiferromagnetic) couplings.
In the following, we use J,, = 2 + x,/Ax. With the above procedure,
the distribution of couplings has sharp edges for any value of «,
which results on long-range correlated sequences of strictly
ferromagnetic couplings even when very large chains are
considered.

For o = 0, we recover an uncorrelated random ferromagnetic
couplings distribution. The ground state for a ferromagnetic chain

consists of a perfectly ordered chain with all spins aligned
on the same direction. We will refer to the ground state
as the vacuum state |0) in what concerns to the presence of
magnetic excitations. One-magnon states are the Hamiltonian
eigenstates on the sub-space generated by all single flip states
|¢,) =S, 10). In the presence of disorder, the one-magnon states
are spatially localized, with the characteristic localization length
diverging as one approaches the bottom of the excitation energy
band. Here, we will explore the nature of the Hamiltonian
eigenstates on the sub-space generated by all two flip
states. The basis for this sub-space can be represented by
|Pn, ) = Sy, Sy, 10) Where ¢y, ,) is the state with spin flips
located at sites n; and n,.

In order to characterize the nature of the two-magnon
eigenstates, we solve the time-independent Schroedinger equa-
tion to obtain the coefficients ¢, , in the expansion over the
two-flip bases |®) =3 ¢y, 1, 1dn, n,)- The coefficients obey the
following recursion relation:

2£¢n1.n2 = Unl—l.nl +Jm,nﬁtl +Jn2—1‘n2 +]nz.nz+1)¢n,‘n2
7Jn1.n1+1 ¢n,+1.n2 7]n2.n2+]¢n1.n2+1

_Jnl.nl—l(bn]—l.nz _]nz—l.nz(bn].nz—l (3)

for the case of n; and n, not being neighboring sites. The
eigenstate coefficient for spin flips at neighboring sites follows a
simpler recursive relation in the form:

23¢n,n+1 = (ln—l,n +]n+1‘n+2)§bn,n+1 _]n+1,n+2¢n‘n+2
_]n—l,n¢n—l,n+1~ (4)

The above set of N(N — 1)/2 equations provides the coefficients of
all two-magnon eigenstates. As the numerical algorithm requires
the diagonalization of M x M matrices, with M = N(N — 1)/2, we
are restricted to compute the two-magnon states on relatively
small chains. In order to infer about the limit of infinite chains, we
will employ a finite-size scaling analysis. In the next section, we
will show results derived from the stationary states on chains
with N =21, 41, 81 and 101 spins. Distinct realizations of the
distribution of exchange couplings will be used to perform a
configurational average over the disorder, namely 8000 realiza-
tions for the smallest chain size and 500 realizations for the
largest one. In order to study the spacial distribution of the two-
magnon states, we computed the participation number of each
eigen-state defined as

1

Pz
Zn1<nzl¢n1‘n2|

(3)

For extended two-magnon states, the participation number
shall scale as N? (actually the maximum participation number is
M = N(N - 1)/2 for a uniform state). The states with localization
lengths much smaller than the chain size have size-independent
participation numbers. In addition, we will investigate the
time evolution of a wave-packet initially composed of two
flipped spins at a distance dy. We solve numerically the time-
dependent Schroedinger equation ikd/dt|®(t)> = H|®(t)) where
H is Hamiltonian (1) and [9(t)) = Y, -y, Py n, (0P, 1y)-
The time-dependent coefficients ¢, ,,(t) obey a set of differential
equations, derived from (4), for spin deviations at neighboring
sites and from (3) for non-neighboring deviations, namely

Ay g (€
l% = (In—],n +]n+1,n+2)(/)n,n+1(t) _.,n+1,n+2¢n‘n+2(t)

_]n—l‘n(/)n—l,nﬂ(t) (6)
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and

Ay, 1, (8)
l% = Um—l,nl +.]n1,n1+1 +.’n2—1,nz +]n2,n2+1)¢n1,n2(t)

7.ln1,n1+1 ¢n, +1,ny (t) 7.]n2,n2+1 ¢n1,nz+1 (t)
_]m.nl—l qu -1, (t) _]nz—].nz ¢n1.nz—1(t)v

ny>ny + 1, (7)
where we used units of #=1. We solved these equations
numerically by using a high-order method based on the Taylor
expansion of the evolution operator:

—iHAt
: ll! )' (8)

,
V(At) = exp(—iHAt) = 1 + Z
=1

where H is the Hamiltonian. The wave-function at time At is given
by |®(At)) = V(At)|d(t = 0)). The method can be used recursively
to obtain the wave-function at time t. The following results were
taken by using At = 0.05 and the sum was truncated at n, = 20.
This cutoff was sufficient to keep the wave-function norm
conservation along the entire time interval considered.
We followed the time-evolution of the spacial extension of the
two-magnon states defined as

Q0= I OF (11 — m(O)? + (02 — (ma(t), 9)
where
(i) = > Ny, OF, i=1,2. (10)

The spacial extension ¢(t) gives a measure of the wave-function
spread on the ny x n plane.

3. Results

In Fig. 1, we show results for the scaled participation number
P(E)/M (M = N(N —1)/2) versus energy E taking into account all
states within a small energy window around E. Results were
obtained using exact diagonalization on chains with N = 41, 61,
81 and 101 sites and (a) & = 0 and (b) « = 3. For o = 0 our results
show that the high-energy states are well localized presenting a
short localization length. The collapse of data from distinct chain
sizes at E = 0 indicates that the low-energy spin excitations have
finite localization lengths much larger than the chain sizes
considered. The normalized participation has a pronounced
decrease around E ~6. This is the typical energy scale that

delimits the pseudo-band edge above which the density of
states decays exponentially and the states are strongly localized.
For o = 3 the scaled participation number P(E)/M displays a well-
defined data collapse in the low energy regime. This result
suggests the existence of a phase of extended two-magnons
states. We collected in Fig. 2 results for the scaled participation
function near the band bottom P(E<1)/M versus the exponent
o of the power-law spectral density of the correlated potential for
lattices with N =41, 61, 81, 101 sites. For «>2 the scaled
participation function P(E<1)/M becomes size independent,
i.e,, the participation function is proportional to M = N(N — 1)/2.
This feature is a clear signature of the existence of extended sates
at the band bottom for o> 2.

The time evolution of the spacial extension &(t), obtained by
numerical integration of the time-dependent Schroedinger equa-
tion, is shown in Fig. 3. A configurational average over 30 distinct
runs was employed in chains with N = 2000 sites. In the absence
of correlations (o =0), a diffusive-like spread, &(t) o t9°99), is
observed after a short transient. This behavior is in agreement
with the previous literature on the dynamics of one and two-
magnons in uncorrelated random ferromagnets [9,21]. For « = 3,
the wave-packet presents a ballistic spread before reaching the
lattice boundaries &(t) o t!. This result gives further support to
the previous indication that this ferromagnetic chain displays a

03 - n

Fig. 2. Scaled participation number P/M (M = N(N — 1)/2) versus o for N = 41, 61,
81 and 101. For o>2, P/M is roughly size independent indicating extended states.

Fig. 1. Scaled participation number P/M (M = N(N — 1)/2) versus energy for (a) o = 0 and (b) o = 3. The data collapse observed in the low-energy regime of the strongly

correlated chain is a signature of extended two-magnon states.
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Fig. 3. The spacial extension &(t) versus time t for N = 2000 and for (a) « = 0 and (b) & = 3. For o = 0, the spacial extension &(t) displays an asymptotic diffusive spread,
&(t) o t3, For o = 3, the spacial extension shows a ballistic dynamics &(t) oc t'.
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Fig. 4. (a-c) Asymptotic distribution of the single-spin wave-packet in a chain with N = 1000 spins with random uncorrelated exchange couplings (o = 0). Calculations
were averaged over 50 realizations. The initial state have spin deviations at sites ny = N/2 — dy and n, = N/2 + dp. Notices that the wave-packet exhibits asymmetric tails
for small do. The insets (b and c) characterize the power-law decay of each tail. The larger decay exponent of the right side of the wave-packet reflects the effective repulsion
between the spin deviations. The cutoff is a finite-time effect. Asymmetric profiles were also obtained in the regime of strongly correlated disorder (d-f) for & = 3. In the
internal region the same quadratic decay obtained for the uncorrelated case is achieved. In the exterior region, only the finite-time cutoff is present with no power-law

regime.
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Fig. 5. Time evolution of the wave-function |¢,(t)? versus t and n computed using N = 1000, dy = 2 and o = 0 (a) and & = 3 (b). For o = 0 a finite fraction of the wave-
packet remains trapped on the initial site. For o = 3 the wave-packet spread is ballistic towards the free chain side. In both cases, the wave-packet spreads slower towards
the region where the second spin flip is located due to the effective kinematic repulsion between the spins.

phase of extended two-magnons states induced by long-range
correlated exchange couplings.

The long-time one-magnon wave-packet is strongly influenced
by the effective kinematic interaction between the two magnons.
In Fig. 4, we report the one-magnon wave-packet profile
(1¢pa = Y 1 m®1*) computed using N=1000, «=0 and
do =200 (a) and dy =4 (b,c). One notices in (b) and (c) that the
single-spin wave-packet develops power-law tails with distinct
characteristic exponents on each side. The larger decay exponent
is a consequence of the effective repulsion between the spins
which difficult the single-spin wave-packet to spread towards the
region predominantly occupied by the second spin excitation. For
dg =200, no distortion of the single-spin wave-packet was
observed, reflecting the absence of effective interaction between
the spins up to the time scale reported (see Fig. 4(a)). In the
presence of strongly correlated disorder (see Fig. 4(d-f)) the
distortion of the single-spin wave-packet was also detected for
small dy. In this case, due to the presence of an energy band of
extended states, the width of each spin wave-packet becomes
much larger than in (a-c) case for o = 0. Therefore, the effective
repulsion between the spins is stronger resulting in a highly
asymmetric profile. The same quadratic decay results from the
kinematic repulsion. In the exterior region, no power-law regime
sets up. The wave-packet just exhibits a sharp cutoff that signals
the wave-packet front. The structure observed in these wider
wave-packets reflects the random nature of the underlying
exchange integrals which promotes random scattering of the
wave-packet. The asymmetric time-evolution of the wave-packet
is more clearly illustrated in Fig. 5 which shows the time-
evolution of both magnons through the lattice. This calculation
was done using N = 1000, dy =4 and & = 0 (a) and o = 3 (b). The
effective kinematic repulsion between the spins is reflected by the
small spread of the wave-packet toward the region occupied by
the second spin excitation, an effect which is quite more evident
in the case of strongly correlated exchanges.

Finally, we study in Fig. 6 the time dependence of the wave-
packet centroid of both magnons ((n;(t)) and (ny(t))), as well as

the time dependence of the correlation function {(t)=
(m(O)ny(t))— (n1(t)) (na(t)). These calculations were performed for
N = 2000, and two typical values of dy and . In agreement with
Figs. 5 and 6, these figures further characterize the role played by
the effective kinematic repulsion between the spins. Particularly, a
pronounced collision effect is observed for o = 3 (see Fig. 6(d)). It
results from the competition between the ballistic propagation
driven by the extended states and the effective kinematic
repulsion. In Fig. 6(e), the time dependent correlation function
for « =0 is only weakly increasing with time reflecting the
localized character and the diffusive spread of both magnons. On
the other hand, {(t) grows much faster for & = 3 corroborating our
previous finding of a strong repulsion due to the presence of
extended two-magnon states in the regime of long-range
correlated disorder. The initial plateaus represent the regime on
which the two excitations have a negligible overlap. In this
regime, the correlation function is very small and below the
accuracy of the numerical integration of the time-dependent
Schroedinger equation. The discontinuity of the derivative
actually signals the collision time after which the magnons start
to repel each other.

4. Summary and conclusions

In summary, we investigated some stationary and dynamical
aspects of two-magnon excitations in one-dimensional quantum
disordered S = 1 Heisenberg ferromagnet chains with long-range
correlated exchange couplings. To introduce long-range correla-
tions in this system, we considered a Fourier method to construct
a on-site energy sequence with spectral density S(k) o 1/k”. Using
an exact diagonalization formalism, we investigated the partici-
pation function of all energy eigenstates. For weakly correlated
exchange couplings (z<2), the two-magnons states remain
exponentially localized, similar to the Anderson localization of
single-spin collective excitations. The high-energy spin-excita-
tions have rather small localization lengths. However, the
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Fig. 6. (a-d) Time dependent wave-packet centroid of both magnons ((ni(t)) and (n,(t))) as well as (e) the time dependent correlation function
{(t) = (n1(Hny(t)) — (n1(t))(ny(t)). Calculations were done for N = 2000, dy =4 and 70, while o = 0 and 3. Notice that the kinematic interaction repels the wave-packet
centroids. This effect is enhanced in the regime of strongly correlated disorder which results in more correlated wave-packets. The initial plateaus in the time-dependent
correlation function is due to the finite accuracy of the numerical integration and actually represent the regime on which the two excitations have a negligible overlap.

localization length diverges as one approaches to the ground state.
The numerical calculations indicated that, for strongly correlated
random exchange couplings, extended spin waves appear for
nonzero energies. Using the participation number scaling near the
band bottom, we showed that a band of extended states appears
for «>2. By integration of the time-dependent Schroedinger
equation, we computed the mean-square displacement of the
wave-packet. We found that, associated with the emergence of
extended spin waves for o>2, the wave-packet mean-square
displacement displays a ballistic spread, in contrast with the
diffusive dynamics in the case of uncorrelated random exchanges.
This result further characterizes the extended nature of the low-
energy states in the strongly correlated regime. Moreover, we
showed that the one-magnon wave-packet develops an asym-
metric profile due to the effective kinematic repulsion between
the magnons. In the interior region of the chain, the wave-packet
develops a quadratically decaying tail irrespective to the presence
of correlations. On the other hand, the 1/r decay typical of
uncorrelated random ferromagnets, associated with the diffusive
spread to the exterior region, is replaced by a sharp cutoff in the

presence of strong correlations with no intermediate power-law
regime. The combined effect of the kinematic repulsion and
ballistic dynamics in the strongly correlated regime leads to the
build up of spin-spin correlations which are substantially larger
than in ferromagnetic chains with uncorrelated disorder. We hope
that the present work will stimulate further studies of the
transport of interacting magnetic excitations in correlated
disordered magnets.
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Advancing the understanding of the transport properties of in-
teracting electrons in low dimensional systems usually consists of
a step ahead in condensed matter theory. Usually, the presence
of a Coulomb repulsion term (U o< e?/r) challenges the theoretical
treatment of the many body Hamiltonians. However, the compet-
itive electric forces and the presence of mobile charge carriers
promote the damping of electric fields, also called screening. The
resulting electronic interaction, called screened Coulomb potential,
is exponentially damped. Therefore, from the quantum mechanics
point of view an extremely short-ranged repulsive Coulomb inter-
action i.e., an effective on-site Coulomb repulsion U can be used to
simulate the electron-electron interaction. The Hubbard model is
the most used Hamiltonian model describing systems of itinerant
electrons within the on-site electron-electron interaction frame-
work. From the analytical point of view in the absence of on site
disorder, the most remarkable development was introduced about
60th years through the exact solution of a one-dimensional (1D)
model of interacting spinless bosons by Lieb [1]. By using a Bethe
ansatz formalism, a complete solution in the absence of disorder
was provided as a function of the interaction strength. For the infi-
nite Coulomb interaction limit, the Lieb-Liniger model [1] showed
that strongly interacting bosons effectively behave like noninter-
acting fermions, i.e. the well-known model of impenetrable bosons
discussed by Girardeau [2]. Following the Bethe ansatz framework
introduced in [1], the problem of N interacting fermions without
disorder moving in 1D was solved by Lieb and other authors [3].
Furthermore, it was shown that Hubbard systems can display a
correlation-driven transition, called Mott-transition, from a para-
magnetic metal to a paramagnetic insulator [4-13]. Studies of the

* Corresponding author. Tels.: +55 82 3214 1429, +55 82 3214 1645.
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Hubbard model reveal a wealthy of new phenomena in low di-
mensional electronic systems. One of the most famous applica-
tions, pointed by Anderson, consists of the understanding of the
mechanisms underlying the high-T, superconductivity observed in
CuO; compounds [11-13]. Even within the on-site Coulomb inter-
action formalism, the analytical or numerical study of many body
systems represents a hard task due to the fact that the number
of electronic configurations grows exponentially with the system
size.

More recently, the competitive role between dynamical local-
ization and electron-electron interaction was reported [14-18]. It
was shown that the N-particle problem is identical to that of a
single particle moving in an N-dimensional lattice, with defect
surfaces dividing the space in symmetric domains. It has been
shown that in the limit of weak hopping integral, the electron-
electron interaction induces an additional oscillation of the eigen-
states drift velocity. The period of this oscillation was found to
be determined solely by the range and strength of the electron-
electron interaction [14]. Furthermore, the two-electron problem
on a one-dimensional lattice subject to a static electric field was
revisited in Ref. [17]. It was numerically demonstrated the exis-
tence of a frequency doubling of the Bloch oscillations as a func-
tion of the two-electrons interaction. As the interaction is turned
on, the emergence of bounded states correlates the two electrons
dynamics. In a intermediate range of interaction strengths, the
initial state is mostly superposed to bound states and, therefore,
the double occupancy remains close to unity. This means that the
electrons behave as a single particle executing coherent hoppings.
The coupled electrons effectively behave as a single particle with
charge 2e, thus explaining the frequency doubling of the Bloch os-
cillations. The frequency doubling phenomenon for intermediate
electron-electron couplings was also obtained in 1D chains with
a long-range correlated on-site disorder distribution [18].
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In this work, we report further progress along the above lines.
Our main aim is to focus on the influence of the on-site Coulomb
interaction and of a static electric field in the dynamics of two-
electrons restricted to move in a low dimensional lattice. The fre-
quency doubling phenomenon previously reported in Refs. [17,18]
as a consequence of bounded states present in the two-electron
spectrum will be discussed in detail, pointing out the role of those
states plays in the electronic biased transport. To this end, we use
numerical methods to solve the Schrodinger equation and follow
the wave-packet dynamics of two electrons in a 1D pure chain.
Starting from an initial Gaussian wave-packet in the absence of an
electric field, we show a non-usual dynamics associated with the
two-electrons wave packet. The wave-packet width grows ballisti-
cally even in the regime of strong Coulomb interaction. However,
for U > 0, the participation number shows a slower spread. Our
calculations suggest that this unusual behavior is related to the
presence of bound states in the initial Gaussian wave-packet. In
addition, the electric-field biased wave-packet dynamics was revis-
ited. We numerically show that the spatial extension of the Bloch
oscillations depends non-monotonically on the electron-electron
coupling and that the contribution of bounded states to the wave-
packet dynamics is strongly dependent of the overall wave-vector
of the initial wave-packet.

1. Model and formalism

The tight-binding Hamiltonian for two interacting electrons in
the presence of a static uniform electric field F is given by [14-21]

H= Z Z W(Ciﬂ,scn.s + C-TTI,SCH-FI,S)
nos

+ Z Z[en + eFan]c,TLscn,S + Z UC;TC",TCZ,¢C"~¢ (1)
n

n N

where ¢, s and cjks are the annihilation and creation operators
for the electron at site n with spin s, n is the position op-
erator, W is the hopping amplitude, U is the on-site Hubbard
electron-electron interaction and e is the electron charge. Here
we are considering the external electric field applied parallel to
the chain length. In order to follow the time evolution of wave-
packets, we solve the time dependent Schrodinger equation by ex-
panding the wave-function in the Wannier representation |®(t)) =
Zn,m fam(®)|ns1, msy) where the ket |nsq, ms;) represents a state
with one electron with spin s; at site n and the other electron
with spin s, at site m. In order to allow for double occupancy
of the on-site orbital, we will consider in the following that the
electrons are in distinct spin states (singlet state). Once the initial
state is prepared as a direct product of states, the electrons will al-
ways be distinguishable by their spins since the Hamiltonian does
not involve spin exchange interactions. The time evolution of the
wave-function in the Wannier representation becomes

dfnm(t)

i

= fn+l,m(f) + fnfl,m(t) + fn,m+1(t) + fn,mfl (t)
+ [F(n‘|‘m)+5n,mu]fn,m<t)v (2)

where we used units of i =W =e =a=1. The on-site ener-
gies € were taken as the reference energy (€, = 0) without any
loss of generality. The above set of equations were solved numer-
ically by using a recursive high-order method based on the Tay-
lor expansion of the evolution operator [V (At) =exp (—iHAt) =
1+ Z?il(—iHAt)’/(l!)] where H is the Hamiltonian. The wave-
function at time At is given by |®(At)) = V(At)|®(t = 0)). The
following results were taken by using At =0.05 and the sum was
truncated at n, = 20. This cutoff was sufficient to keep the wave-
function norm conservation along the entire time interval consid-
ered.

0]

Fig. 1. The time dependent spatial extension & versus time t. Calculations were done
using N =1500, U =0 up to 12, 0 =1 and do = 0. After an initial transient, &
diverges linearly & oct even in the regime of strong interaction. In the transient
period (inset), the spatial extension depicts a small decrease due to the electron-
electron coupling.

2. Results
2.1. Unbiased dynamics (F = 0)

We firstly investigate the two-electrons wave-packet dynamics
in the absence of an electric field (F = 0). Specifically, we fol-
lowed the time-evolution of an initially Gaussian wave-packet with
width o:

1
(ns1, msz|@(t=0)) = 0 exp[—(n— n°)2/402]
x exp[—(m - m°)2/402] 3)

and computed the participation function P(t) and the spacial ex-
tension £(t) defined as [17]

P(t) = (4)

1
Lo fam@®1*

and

£ =Y /(- m©) + (m— mO)P ] fun®f,  ©)

where (n)(t) and {(m)(t) are the average position of each electron
at time t. The initial position of the electrons (n°, m®) will be con-
sidered to be (N/2 —dy, N/2 +dg). The participation function P(t)
varies from 1, corresponding to states with each electron fully lo-
calized in a given pair of sites (n,m), to N> when both electrons
are uniformly distributed along the chain [17]. This function gives
information about the product of the number of sites that are vis-
ited by each electron during the time evolution of the wave-packet
over the underlying lattice. The spacial extension £(t) measures the
wave-function width on the n x m plane. In Fig. 1, we show results
for the spatial extension & versus time t using a chain with N =
1500 sites, U =0 up to 12 and do = 0. After the initial transient, &
diverges linearly & oct even for strongly interacting electrons, thus
indicating a ballistic spread of the two-electrons wave-packet. One
also notices a dip in the spatial extension in the short time re-
gion for the case of interacting electrons. Such decreasing induced
by the electron-electron interaction is related to the presence of
bounded eigenstates in the initial wave-packet. Fig. 2(a) shows the
participation number P(t) versus time ¢t computed using the same
parameters as in Fig. 1. In the absence of electron-electron interac-
tion (U = 0), the participation number grows as P(t) « t2, signal-
ing that the electrons spread uniformly and independently over the
chain, in agreement with the time dependent behavior of the elec-
tronic participation number in 1D crystal lattices. However, when
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Fig. 2. (a) Participation number P(t) versus time ¢ computed using N = 1500, U =0
up to 12 and do =0. In the absence of interaction (U =0) the participation number
displays a ballistic growth (P(t) o t2). With the electron-electron coupling turned
on, a crossover to an unusual dynamical behavior is observed (P(t) o t). (b-c) The
two-electron wave function after a long evolution time. Here, we used N = 200,
do=0, (b) U=0 and (c) U=4. In the absence of electron-electron coupling, both
electrons spread ballistically filling the n xm plane. For U > 0, the electrons become
correlated due to the emergence of bounded states and, thus, the wave-packet con-
centrates along the diagonal n=m.

the electron-electron coupling is turned on, we obtain a slower
divergence of the participation number, in the form (P(t) «t). In
Fig. 2(b-c) we illustrate more clearly the time-evolution of both
electrons through the lattice. These calculations were performed
using N =200, dy =0, (b) U =0 and (c) U =4. In the absence of
electron-electron interaction both electrons spread ballistically and
independently, with the two-particles wave-packet filling isotropi-
cally the n x m plane. For U > 0, due to the appearance of bounded
states within the energy band, the electrons spread become corre-
lated and the wave packet concentrates around the n =m region.
These features also leave signatures in the one-electron wave-
function |fy|> =Y, |fam|® (see Fig. 3). This figure shows snap-
shots of the wave-packet starting from the initial transient regime

(t =5) until longer time evolution periods (t = 20, 40, 100) for
U =0, 4, and 12. In the absence of electron-electron interaction,
the wave-packet spreads ballistically displaying a single peak struc-
ture. In the presence of electron-electron interaction, the wave-
packet develops two main structures. One of then is concentrated
at the electron initial position. The other component has a strong
amplitude at the wave front that resembles the wave packet spread
of a single non-interacting electron initially localized at the chain
center [20,21]. Both structures evolve ballistically.

2.2. Biased dynamics (F # 0)

Now, we consider the wave-packet dynamics of both electrons
subjected to a uniform electric field (F # 0). It is well known
that in disorder-free systems, a uniform electric field causes the
dynamic localization of the one-electron and gives rise to an os-
cillatory motion of the wave-packet, the so-called Bloch oscilla-
tions [17,22]. Once Eq. (2) is solved for the initial condition (3),
we compute the mean position of a given electron (n)(t)

m© =1l fam®" (6)

n,m

In Ref. [17] it was shown that the centroid of the two-electron
wave-packet displays an oscillatory pattern with a predominant
frequency close to w = 2F. This phenomenon was related to the
emergence of bounded states with the electrons oscillating coher-
ently with an effective charge 2e [17]. For much stronger inter-
actions, the w = F frequency is re-amplified. Here we analyse in
detail the effect of Hubbard interaction on this unusual Bloch os-
cillation. We will explore the role played by bounded states on
the amplitude of the wave-packet oscillation and also on the in-
tensity of the doubled frequency mode. We numerically determine
in Fig. 4 the average displacement of one electron from its average
position as a function of the Hubbard coupling. Firstly, we analyzed
the particular case on which both electrons are initially fully local-
ized (o =0). In this case, no Bloch oscillation is observed for non-
interacting electrons. As the interaction is turned on, the oscillation
amplitude depicts a maximum at a finite interaction strength (of
the order of U =4), with the oscillation amplitude vanishing in
the regime of strong couplings. Whenever the initial wave-packet
has a finite width o, a quite distinct picture emerges. At U = 0, the
centroid oscillates with a relatively large amplitude. The oscillation
amplitude initially decreases when increasing U, but slowly return
to increase in the regime of strong couplings. Also, the asymptotic
amplitude increases with the width of the initial wave-packet. All
these features can be qualitatively understood by stressing that the
initial wave-packet can be splited in two components composed
of bounded and unbounded states. The band of bounded states is
centered around E =0, while the band of bounded states ranges
from U < E < +/16 4+ U2 [14]. The Bloch oscillation due to the un-
bounded component has a larger amplitude than that due to the
bounded states, according to the semi classical argument that pre-
dicts the oscillation amplitude to be directly proportional to the
bandwidth and inversely proportional to the effective charge. Also,
the relative role of these two components depends on the width
of the initial wave-packet, with a larger contribution of unbounded
states being present at larger values of o. Further, the initial Gaus-
sian wave-packet (Eq. (3)) has a spectral density centered at E = 0.
As the coupling strength starts to increase, there is an increasing
role played by the bounded component, which leads to the de-
crease of the oscillation amplitude. At very large couplings, the
re-amplification of the w = F oscillation mode as well as of the
oscillation amplitude are related to the large displacement of the
band of bounded states from the spectral distribution of the initial
wave-packet.
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Fig. 3. The one-electron wave-function |f, |2 = Yom | foml? for times t =5, 20, 40, 100, N = 1500 sites, o =1 and U =0, 4, 10. In the absence of electron-electron interaction,
the wave-packet spreads ballistically displaying a single peak structure. Two main structures develops in the presence of electron-electron interaction. One of them is
concentrated at the electron initial position while the other has a strong amplitude at the wave front. Both structures evolve ballistically.
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Fig. 4. The amplitude of the Bloch oscillation Lf versus the strength of the Hubbard
interaction U for several initial wave-packet widths 0 =0, 1, 2, 3 and F =0.5.
For 0 =0, L vanishes for non-interacting electrons. As the interaction is turned
on, the oscillation amplitude depicts a maximum at a finite interaction strength
(of the order of U =2), with the oscillation amplitude vanishing in the regime of
strong couplings. For a finite width o, the centroid oscillates with a relatively large
amplitude at U = 0. The oscillation amplitude initially decreases when increasing U,
but slowly returns to increase in the regime of strong coupling (inset).

Before concluding, we provide additional evidence of the influ-
ence of bounded states in the frequency doubling phenomenology.
We consider now the time-evolution of an initially Gaussian wave-
packet with a finite initial velocity given by

1
(nsy, msz|@(t =0))= A0 expi[k(n +m)]

x exp[—(n— n0)2/402]
x exp[—(m —m®)* /40?] (7

where i is the imaginary unit. The phase factor exp [ik(n + m)] gov-
erns the initial velocity of the wave-packet (in the particular case
of identical velocities of both electrons). It also can be used to dis-
place the spectral density of the wave-packet away from the band
center. In Fig. 5, we compute the mean position (n)(t) versus time
t using a chain with N =100 sites, dy = 0 (initially close electrons),
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Fig. 5. Data for the mean position (n(t)) versus time ¢ using a chain with N =100
sites, dp =0 (initially close electrons), F =0.5, U=8, 0 =1 and (a) k=0.5 and (b)
k = 3. For small k, the re-amplification of the mode with frequency w = F is seen
in this strong coupling regime. For k =3 the frequency doubling persists.

F=05, U=38, (a) k=0.5 and (b) k = 3. For small k, we re-
cover the previous result showed above, the re-amplification of the
mode with frequency w = F. This is in agreement with the general
scenario described above because the band of bounded states is
far from the band center around which the wave-packet spectral
density is just slightly displaced. However, for k =3 we obtain an
oscillatory pattern with a predominant frequency close to w = 2F.
It is important to stress that, in this case of large k, the frequency
doubling persists even in the strong interaction regime for which
this phenomenon is suppressed at low k. In fact, the initial state
defined in Eq. (7) for k =3 has a spectral decomposition which
is quite displaced from the band center and exhibits a significant
superposition with the band of bounded states. This feature pro-
motes the emergence of coherent hoppings and the consequent
frequency doubling of the Bloch oscillations.

3. Summary and conclusions

In summary, we studied the one-dimensional dynamics of two
interacting electrons with opposite spins under the influence of a

Tese de Doutorado



135

4558 W.S. Dias et al. / Physics Letters A 374 (2010) 4554-4558

static uniform electrical field F. Starting from an initial Gaussian
wave-packet and keeping the electric field turned off, we showed
a non-trivial dynamics of two-electrons wave-packet width and
participation number. The time-evolution of wave-packet width
is always ballistic, irrespective to the strength of the electron-
electron interaction. However, the dynamics of the participation
number of the two-electrons wave-packet displays a crossover
from a ballistic-like growth (P(t) o t2) for non-interacting elec-
trons to a diffusive-like growth (P(t) o< t) whenever the electron-
electron coupling is turned on. Such crossover is related to the
emergence of two-electrons bounded states that correlates the dy-
namics of the electronic wave-packet. The presence of an electron-
electron coupling also imprints its signature in the one-electron
wave-packet. In the regime of non-interacting electrons, an initially
Gaussian one-electron wave-packet evolves ballistically displaying
a single peak structure. The presence of an electron-electron cou-
pling is reflected by the development of a doubled structure with
the electronic density concentrated at the initial position as well
as at the wave fronts.

In addition, the electric-field biased wave-packet dynamics was
revisited. We numerically showed that the length of the segment
over which the centroid of the electron wave-packet oscillates
displays distinct features for delta-like and Gaussian initial wave-
packets. In the case of delta-like initial wave-packets, the oscilla-
tion amplitude exhibits a maximum at a finite interaction strength
and vanishes in both limits of U — 0 and U — oc. The vanishing
of the oscillation amplitude in these limits is in agreement with
previous results that showed no Bloch oscillation for delta-like
wave-packets of non-interacting electrons [20,21]. On the other
hand, a reversed trend is found for initially Gaussian wave-packets.
A finite oscillation amplitude in the regimes of weak and strong
interaction is typical of non-interacting electrons with an initial
Gaussian wave-packet distribution. The oscillation amplitude dis-
plays a minimum at a finite interaction strength where the band
of bounded two-electron states plays a significant role in the wave-
packet dynamics. Such reduced oscillation amplitude is related to
the reduced width of the bounded states band and to the corre-
lated dynamics of the two-electrons. In the intermediate coupling
strength regime, the predominant role played by bounded states
in the Bloch oscillations is supported by the emergence of a fre-
quency doubled component in the spectral decomposition of the
wave-packet centroid. We further showed that a re-amplification
of the doubled frequency mode can be achieved in the regime of
strong couplings by tuning the overall wave-vector of the initial

two-electrons wave-packet in order to promote a stronger super-
position between the wave-packet spectral distribution and the
band of bounded states. The above features reveal that even a
short-ranged electron-electron interaction has a strong influence
on the field driven Bloch oscillations. It would be much valuable
to extend the present analysis to the case of interacting many
electron systems. We hope the present work can stimulate future
developments along this line.
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Dynamics of two interacting electrons in Anderson-Hubbard chains with long-range
correlated disorder: Effect of a static electric field
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We investigate the influence of the on-site Hubbard interaction U on the eigenstates and dynamics of two
electrons restricted to move in a linear chain with long-range correlated disorder. We solve the time-dependent
Schrodinger equation to follow the time evolution of an initially localized Gaussian two-electron wave packet.
In the regime of strongly correlated disorder, for which one-electron extended eigenstates emerge near the band
center, the electron-electron coupling promotes the trapping of a finite portion of the wave packet. In the
presence of a uniform electric field, the wave packet develops complex Bloch oscillations. The power spectrum
of the centroid’s velocity trace shows a splitting near the typical semiclassical Bloch frequency, as well as a
frequency doubling phenomenon for intermediate couplings which is related to the bounded states components
that are present in the wave packet. Finally, we show that localized and extended two-electron eigenstates
coexist near the band center with the level spacing distribution showing a universal Poissonian form irrespec-

tive to the Hubbard coupling.

DOI: 10.1103/PhysRevB.81.045116

I. INTRODUCTION

The time evolution of one-electron wave packets in low-
dimensional disordered systems is a well-known problem
with several connections with transport phenomena.! For
low-dimensional systems with uncorrelated disorder, the
Anderson localization theory predicts the absence of ex-
tended eigenstates.'~ This means that the width of the time-
dependent wave packet saturates in the long-time limit, i.e.,
the electron remains localized in a finite region around the
initial position. The presence of short- or long-range correla-
tions in the disorder distribution is a key mechanism to in-
duce extended states in the one-dimensional (1D) Anderson
model.*"1 In fact, it has been established that short-range
correlated on-site disorder may lead to the appearance of
extended states at special resonance energies.*® However,
these states form a set of null measure of the density of states
in the thermodynamic limit, which implies in the absence of
mobility edges in such models.

On the other hand, long-range correlations can induce a
metal-insulator transition in 1D systems.>~'0 A strategy to
achieve this is to consider a 1D system with nearest-neighbor
hopping integrals and a long-range correlated on-site disor-
der distribution with a powerlike spectrum behaving as k™.
Whenever the standard deviation of the energy distribution is
equal to the nearest-neighbor hopping and a<<2, all states
remain localized and the Lyapunov exponent is finite on the
entire energy band. For a«>2, a phase of extended states
appears at the center of the energy band, giving rise to two
mobility edges. After this finding, models with long-range
correlated on-site disorder distributions have attracted much
attention. Scaling properties of the localization length!' and
local density of states'? close to the critical point have been
subjects of recent studies. Further, the metal-insulator transi-
tion in the two-dimensional Anderson model with long-range
correlations was characterized by measuring the participation
number exponent from the long-time behavior of the wave-
function spacial distribution.'> The theoretical prediction of
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delocalization induced by correlated disorder has been con-
firmed by experimental works in  semiconductor
superlattices'* and microwave transmission spectra through a
single-mode waveguide with correlated scatterers.!> Several
works suggest that an appropriate algorithm for generating
random correlated sequences with desired mobility edges
could be used in the manufacture of filters for electronic or
optical signals.’

A key problem in condensed-matter physics is to under-
stand the electronic transport when disorder, interaction, and
electric field effects are simultaneously present. The inter-
play between disorder and dynamical localization due to an
electric field was recently studied in Refs. 16 and 17. It was
numerically shown that coherent Bloch oscillations can ap-
pear whenever the disorder distribution displays appropriated
long-range correlations in both one-dimensional'® and
two-dimensional'” systems. The problem involving disorder
and electron-electron interaction has been a subject of great
interest due to their competitive roles.'®=! It has been shown
that an on-site Hubbard interaction weakens the Anderson
localization induced by disorder. Shepelyansky'® pioneered
the study of two interacting electrons moving in a disordered
1D system and obtained an enhanced propagation effect of
an interacting electron pair over distances larger than the
single-particle localization length, as indeed predicted in dis-
ordered mesoscopic rings threaded by a magnetic flux.” Re-
cently, the interplay between dynamical localization and
electron-electron interaction was reported in Refs. 32-35. By
using numerical and analytical calculations, the problem in-
volving N interacting electrons moving along a chain and
subject to an external electric field was studied in Ref. 32. It
was shown that the N-particle problem is identical to that of
a single-particle moving in an N-dimensional lattice, with
defect surfaces dividing the space in symmetric domains. It
was shown that in the limit of a weak hopping integral, the
electron-electron interaction induces an additional oscillation
of the eigenstates drift velocity. The period of this oscillation
was found to be determined solely by the range and strength
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of the electron-electron interaction.?> By using an extended
dynamical mean-field theory,* the effect of a large electric
field on interacting electrons was studied, numerically dem-
onstrating that the Bloch oscillations decay due to electron
correlations.

In this work, we provide a detailed analysis of the inter-
play between electron-electron interaction, correlated disor-
der, and an external field using a prototype one-dimensional
tight-binding Anderson-Hubbard Hamiltonian to describe a
two-electron system. To this end, we focus on the electric
field biased wave-packet dynamics of two interacting elec-
trons moving in a 1D chain with long-range correlated dis-
order. We build a disordered long-range correlated on-site
energy distribution using the formalism introduced in Refs. 8
and 10 which generates a random sequence with power spec-
trum proportional to 1/k“, where k is the wave vector of the
modulations on the random sequence landscape. We will use
numerical methods to solve the Schrodinger equation and
compute the stationary eigenstates and the time evolution of
the two-electron wave packet. Starting from an initial Gauss-
ian wave packet, we will be mainly interested in revealing
the hole played by the bounded two-electron states generated
by the Hubbard-type coupling in the biased and unbiased
wave-packet dynamics, particularly in the regime of strongly
correlated disorder for which a band of extended states is
expected to emerge. Finally, we will also compute the level
spacing distribution and discuss its dependence on the
electron-electron coupling under the light of the usual ran-
dom matrix results for disordered one-electron systems.

II. MODEL AND FORMALISM

The Anderson-Hubbard tight-binding Hamiltonian for two
interacting electrons moving in a 1D system with correlated
disorder in the presence of a static uniform electric field F is
given by3%3!

H= E E W(C,‘Hl,scn.s + CI,anH,s)
n N

+2 O [e+ eFan]c;Xc,m +2 UCj;,Tcn,TC;E,LCn,l’
n

(1)

where ¢, ; and cj;.s are the annihilation and creation operators
for the electron at site n with spin s, n is the position opera-
tor, W is the hopping amplitude, U is the on-site Hubbard
electron-electron interaction, and e is the electron charge. In
order to introduce long-range correlations in the disorder dis-
tribution, the sequence of site energies obeys the relation®!0

N2 1 a2 Yl
Enzg(a’N)E<Z) COS( 7;1 +¢k>7 (2)

where {¢} are N/2 independent random phases uniformly
distributed in the interval [0,27]. This energy sequence is
shifted in order to have (g,)=0. {(a,N) is used to set the
energy sequence variance Ae,=1 for all system sizes. The
parameter « controls the degree of correlations. In the ab-
sence of an external field and in the limit of noninteracting
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electrons, this model presents a band of extended states for
a>28

A. Time-dependent Schrodinger equation analysis

In order to follow the time evolution of two-electron wave
packets, we solve the time-dependent Schrodinger equation
by expanding the wave function in the Wannier representa-
tion

|q)([)>= E fnl,/12(t)|nlslvn2s2>7 (3)

ny,ny

where the ket |;5,,1,5,) represents a state with one electron
with spin s at site n; and the other electron with spin s, at
site n,. To allow for double occupancy of the on-site orbitals,
we will consider in the following that the electrons are in
distinct spin states (singlet state). Once the initial state is
prepared as a direct product of states, the electrons will al-
ways be distinguishable by their spins since the Hamiltonian
does not involve spin-exchange interactions. The time evo-
lution of the wave function in the Wannier representation
becomes

Af (1)
IT =fnl+l,n2(t) +fnl—l,n2(l) +fn[,112+l(l) +fnl,112—l(t)
+ [En] + €n2 + F(nl + l’l2) + 511|,I12U:lfn|,nz(t)s (4)

where we used units of i=W=e=a=1. The above set of
equations was solved numerically using a high-order method
based on the Taylor expansion of the evolution operator
A(Ar),

- iHA?)!
A(A) = exp(- iHAD =1+, (’1—'”
=1 e

5 )

where H is the Hamiltonian. The wave function at time At is
given by |®(Ar))=A(Ar)|®(¢=0)). The method can be used
recursively to obtain the wave function at time ¢. The follow-
ing results were taken by using Ar=0.05 and the sum was
truncated at n,=20. This cutoff was sufficient to keep the
wave-function norm conservation along the entire time inter-
val considered. We followed the time evolution of an initially
Gaussian wave packet of width o,

1
(ny1,128,|(t=0)) = zro)eXp[_ (n, - nd)¥407]
Xexp[- (n, — n9)*/40?]. (6)

Once Eq. (4) is solved for the initial condition (6), we com-
pute the average centroid’s position X(¢) and velocity V(z)
defined as

()= 510+ ()0,

V(t)=-2 E fnl,nz[f:lﬂ,nz"'f;l,nzﬂ]’ ™)

ny,ny

where
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FIG. 1. (a) Spacial extension versus time for @=3, N=1000
sites, and U=4. (b) Scaled long-time spatial extension &1— %)/N
versus the correlation controlling parameter «. Clear signatures of
extended states are found at the strong correlation limit (a>2)
(ballistic spread followed by a plateau with £xN).

)= 2 lfn O i=1,2 (8)

ny,my

In addition, to characterize the spacial extension of the two-
electron wave packet, we rely on the spacial extension &(r)
defined as3%7

&0)= 2 W{m(0) =P+ [ny(0) = 3B, o (O (9)

ny,ny

The initial position of the electrons (n{,n3) will be consid-
ered to be (L/2-d,y,L/2+d,). The spacial extension &(r) is
equal to O for states with both electrons localized in a single
site. It becomes proportional to N when both electrons are
uniformly distributed along the chain.3*3” This function mea-
sures the wave function spread on the n; Xn, plane. The
correlated nature of the two-electron dynamics can be nu-
merically probed by computing the two-point correlation
function written as

{=(mng) = (m){na), (10)

where (n;) and (n,) are the electrons average positions given
by Eq. (8) and

<n1”2>= E ny 'nZlfnl.n2|2' (11)

ny,ny

Further, we analyze the amplitude of the wave function at the
initial site, calculating the so-called return probability,'>3

R(0) = If,0,.9(0). (12)

The electrons escaping from their initial positions occur
when the return probability R(r— o) becomes as small as
1/N? as t evolves. Conversely, the return probability satu-
rates at a much larger value for localized as well as for par-
tially trapped wave packets.

In the case of noninteracting electrons, a band of extended
states emerges in the strong correlated regime (@>2). In
Fig. 1(a) we show data of the spacial extension & versus time
for a=3 and interacting electrons. Calculations were done by
solving the two electrons time-dependent Schrodinger equa-
tion for N=1000 sites with Hubbard interaction U=4. Within
our numerical precision, £ shows an initial ballistic electronic
spread followed by a plateau that signals the arrival of the
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wave packet at the chain borders. In Fig. 1(b), we compute
the scaled long-time spacial extension &(f—)/N versus the
correlation parameter «. In this case, we numerically inte-
grate the wave equation until a stationary state can be
reached. In the presence of extended states, &(t— ) satu-
rates at a value proportional to N due to the multiple reflec-
tions of the wave packet at the chain boundaries. On the
other hand, it shall display a slower finite-size scaling when
the wave packet is localized on a finite segment of the chain.
In agreement with the one-electron case, the collapse of data
for @>2 signals the emergence of extended two-electron
eigenstates.

To analyze the main effect caused by the electron-electron
interaction in the two-electron wave-packet dynamics, we
concentrate our attention to the regime of strongly correlated
disorder a>?2 for which the wave packet spreads over the
entire chain in the absence of the electron-electron interac-
tion. In Fig. 2, we report the time evolution of the one-
electron wave-packet profile (|f, (1)*=2,,|f,..(1)*) computed
using N=1000, @=3, d,=0, F=0, (a) U=0, (b) U=4, and (c)
U=30. One clearly sees that a finite fraction of the wave
packet becomes trapped at the initial position when the Hub-
bard coupling increases. A more quantitative description is
shown in Fig. 3 where the long-time return probability
R(t— ) [Fig. 3(a)] and the long-time electron-electron cor-
relation function {(t— ) [Fig. 3(b)] are plotted in terms of
the Hubbard interaction U. Both quantities increase as the
interaction is increased implying in a correlated distribution
of the two-electron wave packet. In particular, the long-time
correlation function increases linearly in the regime of weak
coupling [see inset of Fig. 3(b)]. These results are consistent
with the predominant role played by the two-electron
bounded states in the regime of strongly correlated electrons.

An uniform external field applied along the chain length
promotes the localization of the electronic wave packet. In
uncorrelated disordered systems, this localization results in
incoherent oscillations of the wave packet around its initial
position, with an amplitude that decreases with the field
strength. In the absence of disorder, these oscillations be-
come coherent, usually termed as Bloch oscillations. Within
a semiclassical approach, the typical frequency of the Bloch
oscillations is proportional to the field strength and inversely
proportional to the energy bandwidth. It has been shown that
the introduction of long-range correlations in the disorder
distribution leads to the emergence of a band of extended
states® and that the one-electron wave packet displays coher-
ent oscillations in the presence of an external field whose
amplitude is proportional to the width of the band of ex-
tended states.'® The build up of coherent oscillations for the
case of a two-electron wave packet can be illustrated by
phase-space plots of the center-of-mass velocity and position
of the two-electron wave packet (X X V), as shown in Fig. 4.
Calculations were performed using N=500 sites, U=0.0 and
the initial location of the wave packet (ng,my)=(N/2,N/2).
Two representative cases are illustrated: (a) @=0 and (b)
a=3. For both cases, the integration time used was ¢=1000.
In Fig. 4(a) one has the typical incoherent oscillations of the
electrons wave packet, as expected for uncorrelated disor-
dered systems, reflecting the absence of a typical frequency
on the centroid dynamics (see Ref. 16). In Fig. 4(b), the
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@ ye-ng

FIG. 2. (Color online) Time evolution of the one-electron wave
function [f,()]*=Z,,|f, (> versus ¢ and n computed using
N=1000, dy=0, F=0, a=3, (a) U=0, (b) U=4, and (c) U=30. For
U>0 a finite fraction of the wave packet remains trapped on the
initial site.

phase-space diagram shows coherent oscillations with a
slowly varying amplitude. This is a clean signature of Bloch
oscillations which are associated with the emergence of ex-
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FIG. 3. (a) The long-time return probability R(r— ) and (b) the
long-time correlation function {(r— ) versus the Hubbard interac-
tion U. The coupling correlates the two electrons and traps a finite
portion of the wave packet.
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FIG. 4. Phase portraits of the centroid’s velocity vs position for
N=500 sites, U=0.0, F=0.5, and the initial location of the wave
packet (ng,my)=(N/2,N/2). (a) a=0, showing incoherent oscilla-
tions. (b) a=3, with coherent orbits in phase space indicating
Bloch-type oscillations.

tended states in this strongly correlated regime.'6** When the
Hubbard coupling is finite, both centroid and velocity display
amplitude-modulated envelopes and multifrequency patterns.
In Fig. 5, we display the time evolution of the centroid’s
velocity computed using N=500 sites, a=3, and U=4.0. The
two-electron wave packet reveals a complex oscillatory
amplitude-modulated pattern. Its Fourier transform V(w) dis-
plays a predominant narrow peak close to w=2F. The modu-
lation in the oscillation pattern observed at finite U is mainly
related to the small splitting of the peak at w=F. Such split-
ting is on the order of A%/ U for large U, where A is the width
of two-electron crystalline band. It is due to the electron-
electron interaction which is also responsible for the emer-
gence of an additional oscillation frequency of the drift ve-
locity of bounded eigenstates.?> The frequency doubling
phenomena observed in Fig. 5(b) were established in Ref. 36
for two electrons moving in a 1D pure chain. As the interac-
tion is turned on, the emergence of bounded states correlates
the electrons motion.

B. Eigenstates

The numerical solution of the time-dependent
Schrodinger equation has shown several signatures of delo-

0.4
0.3 B
—~
§ 0.2 4
>
0.1 =
5 0 )\ JL L
0.5 1 1.5 2

01000 2000 3000 4000 5000 0
t (b) ®

FIG. 5. (a) Time evolution of the centroid’s velocity computed
using N=500 sites, @=3, F=0.5, and U=4.0. (b) The Fourier spec-
trum of the velocity. The spectrum exhibits a splitting of the peak at
the usual frequency of the one-electron Bloch oscillation w=F.
Such intermediate Hubbard interaction give rises to an oscillatory
pattern with a predominant frequency close to w=2F due to the
correlated motion of the electrons.

045116-4

Tese de Doutorado



141

DYNAMICS OF TWO INTERACTING ELECTRONS IN...

———— o
601-(@) o +(0)

40k -

a 0=37] ar40b / 0=3_
4 = [ . —4 ]
20 —1.. U=0 20+ . U =
0 ! ! ! 0 ]
0 20 40 60 0 20 40 60 80
PZ P2

FIG. 6. Participation number associated with each electron
P X P, for all energy eigenstates near the band center. (a) Without
Hubbard coupling: there are two-electron eigenstates for which the
electrons have quite distinct participation numbers. (b) For U=4:
both electrons show approximately the same participation number,
except the most localized ones.

calized eigenstates in the long-range correlated 1D model
with interacting electrons. In this section, we will apply an
exact diagonalization procedure to further explore the par-
ticularities of these extended eigenstates. We start by diago-
nalizing Hamiltonian (1) at zero field and computing the par-
ticipation number associated with each electron. In our
calculations, we followed the usual definition of the partici-
pation number”’* [P(E)=1/(Z, , |f, 4,(E)[*)] to define the
participation number associated to each electron P;,

1
P(E)=——,
() E{:/’.:l‘fni(E”4

where |f, (E)*=2, |f, , (E)|* is the probability density for a
single electron. In 'éenefal lines, P,(E) measures the number
of sites on which the ith electron is spread in the eigenvector
of energy E. In Fig. 6, we show data of P, versus P, of all
states near the band center (|E|<0.5) using N=120 sites,
a=3, (a) U=0 and (b) U=4. We have labeled the electrons
in such a way to have P;> P, for all states, i.e., electron in
Eq. (1) was chosen to be the most extended one. It is impor-
tant to call attention to the fact that extended and localized
one-electron eigenstates can coexist within the same energy
range. In the case without interaction [Fig. 6(a)], we can
even have one electron extended and the other one localized,
ie., P> P, for a given eigenstate. The eigenstates are de-
generated and composed of the direct product of one-
electron states (|, 2(E) =|¢|(E)))|¢(E,)), with E=E|+E,.
With the electron-electron interaction turned on (U=4), this
degeneracy is broken down and the stationary states can no
more be written as a direct product. As we can see in Fig.
6(b), the electrons become correlated, with both of them
showing approximately the same participation number, ex-
cept the most localized ones that cannot be efficiently mixed
by the electron-electron coupling. In Fig. 7, we plot the most
delocalized and most localized participation number within
the energy range |E| < 0.5 as a function of the chain size. One
can clearly see that while the most delocalized state is indeed
an extended state in the thermodynamic limit (P, N), the
most localized state occupies just a vanishing fraction of the
chain (P;,/N—0).

Motivated by the coexistence of localized and delocalized
states within the same energy range for the two-electron sys-

(13)
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FIG. 7. The maximum and minimum participation numbers as-
sociated with a single electron versus N in the energy range around
the band center (-0.5<E<0.5). Data were obtained using N=40
up to 160 sites, @=3, U=4, and averaged over 500 distinct samples.
The maximum participation number corresponds to an extended
state (P N) while the minimal one is localized occupying a
vanishing fraction of the chain in the thermodynamic limit
(P min/ N _’0)

tem, we analyzed the level spacing statistics near the band
center. This may display new features as compared with
single electron systems for which extended and localized
states usually do not coexist in the same energy range. In
one-electron systems, localized states are uncorrelated in en-
ergy and distributed following a Poisson law P(s)=e™,
where s is the level spacing measured in units of the mean
spacing. In contrast, delocalized eigenfunctions repel each
other and their level spacing distribution assumes the Wigner
form P(s) o 5¢=C5” 4142 At the Anderson transition a new uni-
versal critical statistics intermediate between Wigner and
Poisson has been suggested as a consequence of the multi-
fractality of critical wave functions.*> To obtain the level
spacing distribution, we used an energy window near the
band center (-0.5,0.5). A spectral unfolding procedure was
employed to keep the average level spacing equal to unity in
each segment of the energy window.*3 In Fig. 8, we plot the
level spacing distributions computed using N=120 sites,
a=3, U=0, U=2, and U=4. In the absence of electron-
electron interaction, the level spacing distribution display a
pronounced deltalike singularity at s=0. This is associated
with the degeneracy of the total energy E=FE+E, with E,
varying within the single electron energy band. From the
total number N, of states enclosed in the energy interval
considered, the number of degenerated states will be given
by the total number of pairs Ng/ 2. The remaining states shall
follow the usual Poisson distribution. Therefore we expect
the level spacing to assume the combined form
P(s)=(1/2)8(s)+(1/4)e™*"2, where s is measured in units of
the average level spacing, including the degenerated and
nondegenerated ones. The presence of extended states does
not affect the distribution because nondegenerated states that
are nearest neighbors in energy are seldom a couple of ex-
tended states due to their intrinsic level repulsion. The
straight line fitting the data for U=0 in the inset of Fig. 8
corresponds to the exponential term of the proposed distri-
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FIG. 8. Level spacing distributions computed using N=120
sites, a=3, for distinct Hubbard couplings U=0, U=2, and U=4.
Even at this strong correlated regime for which delocalized states
are present near the band center, the level spacing distributions
display a Poisson-type form P(s)<exp(-As). P(s) has a deltalike
singularity at s=0 for U=0, signaling the degeneracy in the energy
spectrum. The electron-electron interaction removes the degeneracy
and P(s) reassumes the usual Poisson form irrespective to the
strength of the Hubbard coupling.

bution. For interacting electrons, the degeneracy is broken
and the delta singularity is removed. The distribution recov-
ers its usual Poisson form P(s)=exp(-s), as shown by the
line fitting the data for finite U in the inset of Fig. §. The
small deviation at small s is a finite-size effect. It is impor-
tant to notice the universality of the level spacing distribution
with regard to the interaction strength U.

III. SUMMARY AND CONCLUSIONS

In this work, we studied the problem of two interacting
electrons on a 1D lattice with on-site long-range correlated
disorder. Long-range correlations were introduced by using a
discrete Fourier method which generates an appropriate dis-
order distribution with spectral density S(k)o1/k% In the
regime of strong correlations (@>2) this model presents a
finite-energy range around the band center with extended
eigenstates. In this regime, the introduction of an electron-
electron coupling leads to the trapping of a finite fraction of
the wave packet around its initial position, thus resulting in a

PHYSICAL REVIEW B 81, 045116 (2010)

finite return probability and a correlated electronic distribu-
tion.

With the electric field F turned on, the motion of the wave
packet depicts incoherent oscillations in the weak correlation
limit @<2, due to the localized nature of all electronic
eigenstates. However, in the strongly correlated regime
(a>2) and in the absence of an electron-electron interaction,
the wave-packet centroid develops coherent Bloch oscilla-
tions whose characteristic frequency is given by w=eFa/h
according to a semiclassical approach,'® where e is the elec-
tron charge and a is the lattice spacing. For interacting elec-
trons, the wave-packet centroid shows complex Bloch oscil-
lations revealing a multifrequency spectrum. The power
spectrum of the centroid velocity trace develops a splitting of
the usual peak at w=eFa/fi and the emergence of a fre-
quency doubled component. Such frequency doubling phe-
nomenon is similar to the one previously reported in Ref. 36
for two electrons moving in a 1D pure chain. It is associated
with the emergence of two-electron bounded states. For these
components of the wave packet, the coupled electrons effec-
tively behave as a single particle with charge 2e, thus leading
to the frequency doubling of the Bloch oscillations.

Finally, we computed the participation number of the two-
electron eigenstates and the level spacing distribution around
the center of the energy band in the regime of strong corre-
lations. For noninteracting electrons, the states near the band
center are highly degenerated, with localized and extended
two-electron states coexisting. This feature contrasts with the
usual behavior of single electron systems for which localized
and extended states might be separated by mobility edges.
Although the degeneracy impacts the level spacing statistics,
the presence of extended states is irrelevant, with the distri-
bution function being well described by the superposition of
a deltalike peak and a Poissonian decay. The electron-
electron interaction correlates the two-electron wave function
which reduces the energy levels degeneracy. In this case, the
level spacing distribution reassumes its usual pure Poisso-
nian form which has a universal character irrespective to the
electron-electron coupling.
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Effects of nonlinearity on wave-packet dynamics in square and honeycomb lattices
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We offer a comparative study of the self-trapping phenomenon in square and honeycomb lattices, showing
its dependence on the initial condition and lattice topology. In order to describe the dynamical behavior of
one-electron wave packets, we use a discrete nonlinear Schrodinger equation which effectively takes into
account the electron-phonon interaction in the limit of an adiabatic coupling. For narrow wave packets and
strong nonlinearities, the electron distribution becomes trapped irrespective to the lattice geometry. In the
opposite regime of wide wave packets and small nonlinearities, a delocalized regime takes place. There is an
intermediate regime for which self-trapping is attained in the honeycomb lattice while the wave packet remains
delocalized in square lattices. Further, we show that the critical nonlinear strength y, scales linearly with the
initial wave-packet participation function P(0) with the ratio y./P(0) being on the order of the energy

bandwidth.

DOI: 10.1103/PhysRevB.82.233102

L. INTRODUCTION

Within the context of fermions or bosons dynamics sub-
jected to interaction with lattice vibrations, the effective de-
scription based on a discrete nonlinear Schrodinger equation
(DNLSE) (Refs. 1-18) has attracted a wide interest. An ef-
fective cubic term in the time-dependent Schrodinger equa-
tion for the electron wave-packet dynamics arises after treat-
ing the phonon degrees of freedom within an adiabatic
approximation which assumes that the local site polarization
is much faster than the electron transfer between sites. The
nonlinearity present in the DNLSE captures some essential
features related to the electron-phonon dynamics,'™'® Bose-
Einstein condensates (BECs),!' optical lattices,>'* rogue
waves,!? and coupled optical waveguides.'®!?

Within the electron-phonon dynamics context, the most
important property associated with the DNLSE is the emer-
gence of the so-called self-trapping phenomenon. In this
case, an initially localized electronic wave packet remains
localized in a finite region and there is a significant time-
averaged probability to find the particle at the initial site. In
Refs. 4 and 5, a very instructive amount of results about
nonlinearity and electronic dynamics was reported. In par-
ticular, it was shown that either linear hosts with the presence
of a nonlinear impurity or fully nonlinear lattices exhibit a
self-trapping transition with universal features which are not
affected by the lattice topology.> Moreover, it was demon-
strated that the DNLSE can display a wide class of topologi-
cally stable solutions such as solitons, vortex rings, and
breathers (oscillatory solitonlike solutions).5® The standing
or traveling nature of these solutions is associated to many
properties of nonlinear discrete systems as, for example, en-
ergy transfer in biological chains.”® In fact, the presence of
discrete solitons and breathers induced by nonlinearity has
been intensive studied within the context of (BEC) (Ref. 9)
waveguide arrays'®!? and general nonlinear systems.'3

Recent experimental investigations using photoemission
spectra have been widely used to investigate effects of
electron-phonon interaction in pentacene films'® and
graphene structures.”’ Graphene is a monolayer of carbon

1098-0121/2010/82(23)/233102(4)
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atoms packed into a dense honeycomb crystal structure that
can be viewed as an individual atomic plane extracted from
graphite. Experimental developments have directed us closer
to graphene-based nanoelectronics with components or even
entire circuits formed from a graphene sheet. The graphene
could allow electronic devices since it can be the best pos-
sible metal for metallic transistor applications.?! Following a
description based on Dirac equations to graphene structures,
the effects of electron-phonon interaction was studied.”
Within the cubic nonlinear Schrodinger equation context, the
influence of the effective cubic nonlinearity arising from the
adiabatic electron-phonon coupling in the electron dynamics
was considered in two-dimensional lattices similar to
graphene structures.??* In Ref. 23 the existence and stability
of localized states in the discrete cubic nonlinear
Schrodinger equation on two-dimensional nonsquare lattices
was studied. The role played by nearest-neighbor as well as
long-range interactions was point out in detail.’* Further-
more, it was provided a systematic classification of the solu-
tions that arise in hexagonal and honeycomb lattices with
cubic nonlinearity.”* The dynamics reveals the emergence of
single-site solitary wave forms with a multisite breathing
structure.

Motivated by the particular features of graphene,?? par-
ticularly its hexagonal geometry,”> we offer a comparative
study of the self-trapping phenomenon in square and honey-
comb lattices, showing its dependence on the initial condi-
tion (initial width of wave packets). The self-trapping phe-
nomenon is associated with the underlying interaction
between electrons and lattice vibrations, responsible for a
nonlinear contribution to the electronic Schrodinger equa-
tion. We will show that it takes stronger nonlinearities to
promote self-trapping in square lattices than in honeycomb
lattices and that the critical nonlinear strength scales linearly
with the initial wave-packet distribution.

II. MODEL AND FORMALISM

In order to describe the dynamical behavior of an electron
wave packet within a tight-binding approach, we used a dis-

©2010 The American Physical Society
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crete nonlinear Schrodinger equation given by

iﬁén,m(t) =V E cn’,m’(t) - X|Cn,m(t)yzcn,m(t)’ (1)

n'm")

where ¢, is the wave-packet amplitude at site (n,m), V is
the hopping amplitude between the nearest-neighbors sites
(n',m"), and y is a nonlinear parameter which is propor-
tional to the local electron-phonon coupling.* In what fol-
lows we will consider the particular cases of square and hon-
eycomb geometries. Without any loss of generality, we are
considering the on-site energies €, ,=0 and will use units of
h=V=1.

To analyze the wave-packet propagation, we follow the
time evolution of an initially Gaussian wave packet of width
a,

Com(0) = ﬁexp[— (n—ng)(407)]

Xexp[— (m — mg)*(46%)], (2

localized at site (ny,m,). We employ the fourth-order Runge-
Kutta method to numerically integrate Eq. (1). The electron
will be considered to be initially located at the lattice center.

Aiming to characterize the dynamic behavior of the wave
packet, we computed two typical quantities that can bring
information about the possible self-trapping of the wave
packet and its spacial extension, namely, the return probabil-
ity and the participation function which are defined as

R =|e, (0 (3)

ng,my

and

P(t) =112 e, (. (4)

nm

R(t) gives the probability of finding the electron in the posi-
tion corresponding to the center of the initial wave packet.
Thus, R(t~10°) — 0 means that the electronic wave function
escapes from its initial location. Conversely, the return prob-
ability saturates at a finite value for a localized or a self-
trapped wave packet. The participation function gives an es-
timate of the number of sites over which the wave packet is
spread at time ¢. In the long-time regime, P()N? indicates
that the wave packet remains localized. On the other hand,
P(t)=N? corresponds to the regime where the wave packet is
distributed over the lattice.

ITI. SELF-TRAPPING IN HONEYCOMB AND
SQUARE LATTICES

In Figs. 1(a) and 1(b), we show the time evolution of the
participation function P(f) computed for a wave packet with
an initial Gaussian profile with participation function P(t
=0)=4 spreading on (a) honeycomb and (b) square lattices
with NXN=1500X 1500 sites and distinct strengths of the
nonlinear parameter y=25, 35, and 50. The wave-packet dy-
namics displays the same typical behavior for both lattices.
For small values of y, which represents a weak electron-
phonon coupling, the wave packet extends continuously over
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FIG. 1. Left panel: participation function P(r) computed for lat-
tices with N X N=1500 X 1500 sites and different values of the non-
linear coupling x=20, 35, and 50 in (a) honeycomb and (b) square
lattices. In all cases, the initial wave packet has a participation
function P(t=0)=4. The reported data show the self-trapping of the
wave packet as the strength of the electron-phonon coupling is in-
creased. This feature is less pronounced in the square than in the
honeycomb lattice. Right Panel: return probability R(z) for the same
values of lattice size, nonlinear couplings, and initial wave-packet
extension in (c) honeycomb and (d) square lattices. The probability
of return shows that, as we increase the nonlinear coupling, self-
trapping occurs in the honeycomb lattice at smaller values of the
nonlinearity than in the square lattice.

the entire lattice. For strong nonlinearities, the electron re-
mains localized around its initial position. However, when
comparing Figs. 1(a) and 1(b), we see that the electron is
more susceptible to the electron-phonon coupling in the hon-
eycomb than in the square lattice. Notice that the wave
packet is extended in the square lattice and localized in the
honeycomb lattice for the intermediate nonlinearity y=35.
Such localization of the wave packet is the so-called self-
trapping, on which the electron remains around its initial
position due to its coupling with the lattice vibrations. In the
delocalized regime, the growth of the participation function
ultimately saturates for long runs as the wave packet reaches
the lattice boundaries. This saturation is not reported in Fig.
1. In this case, the saturation value scales with the total num-
ber of lattice sites, in contrast with the size-independent
value of the asymptotic participation function observed for
self-trapped wave packets.

In order to better characterize the self-trapping phenom-
enon, we also report the time evolution of the return prob-
ability R(¢) for a wave packet with initial participation func-
tion P(t=0)=4 on the honeycomb lattice [Fig. 1(c)] and on
the square lattice [Fig. 1(d)]. When the electron-phonon in-
teraction is small, the electron becomes delocalized and the
probability of finding it in the initial wave-packet position
vanishes as t evolves. Conversely, the amplitude remains fi-
nite for a self-trapped wave packet, a phenomenon that takes
place in the strong-coupling regime.

Data for the normalized participation function in the
asymptotic regime P(t=~10°)/N* versus the nonlinear pa-
rameter y are shown in Fig. 2(a) for wave packets with an
initial participation function of P(t=0)=4. In this case, the
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FIG. 2. (Color online) (a) Normalized
asymptotic participation function P(t=10°)/N?
% versus the nonlinear coupling . An initial wave
packet with P(r=0)=4 is considered. Notice a re-
f gime of intermediate nonlinearities for which
g self-trapping takes place in the honeycomb lattice

while the wave packet remains delocalized in the
square lattice. [(b) and (c)] The time evolution of
the participation function in the vicinity of the
self-trapping transition in (b) honeycomb and (c)
square lattices. The oscillatory behavior is related
to the breathing character of the self-trapped
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wave packet was allowed to spread until reaching a station-
ary state due to either reflections at the lattice boundaries or
to self-trapping. A well defined self-trapping transition can
be observed in both honeycomb and square lattices. In the
delocalized phase, the participation function is on the order
of the number of lattice sites. It exhibits a pronounced de-
crease at the critical nonlinearity strength above which the
wave packet becomes trapped. These data show clearly that
there is a range of nonlinear strengths for which self-trapping
only takes place in the less connected honeycomb lattice. In
addition, we show the time-dependent participation number
versus time for wave packets with an initial participation
function of P(t=0)=4 in both honeycomb and square lat-
tices. Calculations were done considering nonlinearity de-
grees above the critical point. In Figs. 2(b) and 2(c), we show
the time evolution of the participation function in the vicinity
of the self-trapping transition. The oscillatory behavior re-
flects the breathinglike character of the self-trapped
state.!%1218.23 The oscillation amplitude decreases as one
goes deeper into the self-trapped phase.

In order to quantify this comparative study of the self-
trapping phenomenon is square and honeycomb lattices, we
plot the phase diagram in the P(=0) X y plane in Fig. 3. The
extended states were characterized using the criterion
R(t=~10%) e 1/N? and P(t~10°) N2, The phase diagram de-
picts three main regions. The wave packet becomes delocal-
ized in both square and honeycomb lattices for wide initial
wave packets and small nonlinear strengths. In the opposite
region of narrow initial wave packets and large nonlinear
strengths, the wave-packet self-trapping predominates on
both lattices. There is an intermediate stripe of the phase
diagram in which self-trapping occurs in the less connected
honeycomb lattice but not in the more connected square lat-
tice. It is interesting to notice that the critical nonlinear
strength on both lattices is proportional to the initial partici-
pation number and that the ratio y./P(0) is on the order of
the energy bandwidth. These results explicitly show the de-
pendency of the self-trapping phenomenon on the initial con-
dition (width of the wave packet) and that the local topology
of the lattice is a relevant ingredient. In the inset of Fig. 3,
we plot the critical nonlinear strength normalized by the lat-
tice coordination number. The curves from square and hon-
eycomb lattices collapse showing that the lattice coordina-
tion is actually the relevant topological parameter influencing
the self-trapping transition.

130 wave packets.

IV. SUMMARY AND CONCLUSIONS

In this work, we provided a detailed study of the one-
electron wave-packet self-trapping transition in square and
honeycomb lattices. Self-trapping results from a nonlinear
contribution to the Schrddinger time-dependent equation for
the wave-packet dynamics that arises from the adiabatic cou-
pling of the moving electron with the underlying lattice vi-
brations. For strong nonlinear couplings, the effective on-site
potential around which the electron is initially placed be-
comes well above the energy band. This leads to a decou-
pling of this energy level and, consequently, to the wave-
packet trapping. We provided a comparative study of the
self-trapping transition in typical two-dimensional lattices in
order to characterize the influence of the lattice topology, as
well as the influence of the initial wave-packet profile. We
showed that in the less connected honeycomb lattice, a
smaller nonlinear strength is required to promote self-
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FIG. 3. (Color online) Phase diagram in the P(t=0) X y param-
eter space showing the transition from the delocalized to the self-
trapped phase. The regime of delocalized wave packets was char-
acterized using the criterion R(t~10%c1/N? and P(t~10°)=N?.
It takes stronger nonlinearities to promote self-trapping in square
lattices than in honeycomb lattices. In both cases, the critical non-
linearity scales linearly with the initial participation function. In the
inset, we report the critical nonlinearity normalized by the lattice
coordination number. The collapse of the curves indicates that the
lattice coordination is the relevant topological parameter for the
self-trapping transition.
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trapping. This feature is directly related to the fact that the
honeycomb lattice depicts a narrower energy band when
compared to the more connected square lattice. Therefore,
the lattice coordination is the relevant topological parameter
controlling the self-trapping transition. Further, we showed
that the critical nonlinear strength scales linearly with the
participation function of the initial wave packet. For both
lattices, the ratio between the critical nonlinear strength and
the initial participation function is on the order of the energy
bandwidth. Therefore, the self-trapping localization transi-
tion is strongly influenced by both lattice topology and wave-

PHYSICAL REVIEW B 82, 233102 ()

packet initial distribution. It would be interesting to extend
the present scenario to more general models incorporating
electron-electron interactions, disorder, and nonlinearity, in
order to settle the relative role played by Mott, Anderson and
self-trapping localization in distinct lattice topologies.
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