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Resumo

Esta Tese de Doutorado visa estudar o processo de mistura ndo-linear por duas ondas utili-
zando luz estruturada. Aqui, apds apresentar uma base tedrica necessdria para o entendimento
do trabalho, os resultados obtidos foram divididos em cinco etapas. Primeiro trataremos da
mistura de feixes Laguerre-Gauss carregando momento angular orbital arbitrario e ordens radi-
ais ndo-nulas, onde discutimos mais profundamente acerca da geragdo de novas ordens radiais.
Seguindo com os resultados referentes a mistura de modos Laguerre-Gauss, iremos considerar
também modos que carregam cargas topoldgicas fraciondrias. Deriva-se analiticamente uma
extensdo da regra de selecdo, levando a possibilidade de mostrar o nascimento de um vortice e
a criag@o de novas ordens radiais.

Partindo para os resultados referentes aos modos Hermite-Gauss, iniciaremos mostrando
uma interessante propriedade da mistura nao-linear destes modos: de forma contrdria aos modos
Laguerre-Gauss, aqui a superposi¢do de modos no campo resultante sempre terd um modo
dominante possuindo uma regra bem definida para seus indices. Através de uma anélise tedrica,
juntamente com resultados experimentais, mostra-se como esse fendmeno ocorre. Utilizando
essa propriedade da mistura de modos Hermite-Gauss, seguimos com uma possivel aplicacdao
deste processo nao-linear. Consideramos o processo de mistura por duas ondas para realizar
conversao de modos Opticos, onde € utilizado uma superposi¢ao de modos Hermite-Gauss como
feixes iniciais. Através de resultados tedricos e experimentais mostraremos detalhadamente
como realizar tal conversdo, seguido com uma andlise dos limites do método aqui apresentado.

A interag¢do nao-linear de feixes paraxiais com simetria eliptica, conhecidos como modos
Ince-Gauss, também foi considerada. Aqui apresentamos uma abordagem tedrica alternativa,
baseada no método de funcdo de Green, para estudar o processo de mistura por duas ondas.
Com a anélise de misturas nao-lineares utilizando modos Ince-Gauss com paridade definida,
obtemos a regra de selecao para essa familia de feixes. Assim, o estudo fundamental de mistura
por duas ondas utilizando feixes paraxiais como campos incidentes torna-se completa. Consi-
deramos também a mistura de modos Ince-Gauss helicoidais, que carregam momento angular
orbital. A transi¢do entre as simetrias cilindricas e retangulares ao controlarmos o parametro de
excentricidade dos modos iniciais € estudada para os casos em que os modos iniciais possuem
paridade definida e carregam momento angular orbital.

Palavras-chave: Mistura por duas ondas. Momento Angular Orbital. Feixes Paraxiais.






Abstract

In this thesis we study nonlinear two-wave mixing processes using structured light. Here,
after presenting a theoretical basis, the results obtained are presented in five sections. First we
consider the mixture of Laguerre-Gaussian beams carrying arbitrary orbital angular momen-
tum and non-null radial orders, where a deeper discussion is realized concerning higher radial
orders generation. Following with the results for Laguerre-Gaussian mode mixtures, we also
consider vortices carrying fractional topological charges. An extension for the selection rule is
analytically derived, where the birth of a vortex and creation of higher radial orders is observed.

Moving forward to the results refering to Hermite-Gaussian beams, we start by showing an
interesting property exclusive to this set of modes: In opposition to Laguerre-Gaussian modes,
here the resulting field always will have a dominant mode possessing a well-defined rule for
its indices. Through theoretical analysis, together with experimental results, we show how this
behaviour occurs. This property inherent to Hermite-Gaussian modes is used for a possible
application of this nonlinear process. We perform an optical mode conversion, where a field
superposition of Hermite-Gaussian modes is used as initial beams. Detailed theoretical and
experimental results show how to realized such conversion, followed by an analysis for the
limitations of the presented method.

The nonlinear interaction of elliptical paraxial beams, known as Ince-Gaussian modes, is
also considered. Here we present an alternative theoretical approach, based in Green’s function
methods, to study two-wave mixing processes. By analyzing nonlinear mixtures using parity-
defined Ince-Gaussian modes we obtain a selection rule for this beam family. At this point,
we complete the fundamental study of two-wave mixing using paraxial beams as input fields.
Mixtures of helical Ince-Gaussian modes, carrying arbitrary orbital angular momentum, are
studied as well, followed by transitions between cylindrical and rectangular symmetries by
controling the excentricity parameter in the input modes.

Keywords: Two-wave mixing. Orbital Angular Momentum. Paraxial Beams.
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Capitulo 1

Introducao

Sem duvidas, a fotdnica alcancou uma grande posi¢do no cendrio cientifica atual. Dentre as
muitas aplicacdes que ela nos gerou, a melhora nos sistemas de comunicacdo [1] e na mani-
pulacdo dtica [2] sdo as mais destacadas. Introduzidas no final do século XIX pelo fisico e
matematico James Clerk Maxwell, é notdvel no cotidiano de todos nds o que as equagdes que
regem a luz produziram a nivel tecnoldgico para nossa sociedade. Das lampadas que iluminam
as ruas durante as noites até computadores portateis que sio utilizados tanto como ferramenta
imprescindivel de trabalho quanto paralazer e diversao, as Equacdes de Maxwell revoluciona-
ram nossas vidas.

Em 1992, Allen etal. [3] apresentou a comunidade cientifica os feixes Laguerre-Gauss
(LG), que carregam um momento angular orbial (MAO) bem definido. Tais feixes carregam
uma fase azimutal /¢, onde o indice [ é conhecido como carga topoldgica. Uma volta completa
ao redor do vortice implica uma diferenca de fase de 27l. Além de estudos fundamentais [4,
5], muitos trabalhos foram desenvolvidos com o intuito de estudar possiveis aplicagdes, como
pingas Opticas [6], acoplamento spin-6rbita [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17], imagea-
mento [18], manipulacdo de dtomos ultra-frios [19] e protocolos quanticos [20, 21, 22, 23, 24,
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36], por exemplo. Posteriormente, Berry considerou
ndo apenas diferencas de fase inteiras para os vortices 6ticos, mas também valores fraciondrios
[37]. Foi mostrado que o nascimento de um voértice no campo proximo se dd em valores meio-
inteiros, enquanto no campo distante acontece em valores inteiros [38]. Experimentalmente,
além da utilizacdo de hologramas gerados computacionalmente, a geracdo de vortices fraciona-
rios pode ser realizada através de metasuperficies [39], metagrades [40] e cristais liquidos [41,
42].

Assim, a luz espacialmente estruturada, que pode ser definida como controle bi-dimensional
dos modos transversais da luz, ¢ uma das formas de codificar informacgdo ou pode ser utilizada
para pingas Opticas e armadilhamento. O potencial de modos espaciais da luz de alta ordem,
tais como os modos Hermite-Gauss (HG), LG e Ince-Gauss (IG), atrairam a aten¢do de muitos
pesquisadores nos dltimos anos. Esses modos constituem as trés grandes familias de solucdes
da equacdo paraxial da onda e sdo conhecidos por serem automodos transversos de resonadores
em cavidades Opticas [43, 44]. De forma analoga aos modos LG, que sdo solu¢des da equagao
paraxial da onda em coordenadas cilindricas, outras familias de feixes sdo obtidas quando con-
sideramos outros sistemas de coordenadas. Quando resolvidas em coordenadas retangulares,
ou cartesianas, obtemos os feixes HG, que possuem distribui¢do de intensidade transversa for-
mada por lobos de intensidade dispostos em uma grade retangular. Por outro lado, as solug¢des
referentes as coordenadas elipticas sdo os modos IG. Descobertos por M. A. Bandres e J. C.
Gutiérrez-Vega [45], esses modos sdo caracterizados por possuirem um parametro de excentri-
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2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

cidade €, no qual é possivel transitar entre os modos LG e HG quando € tende a zero ou infinito,
respectivamente.

Através dos anos, feixes carregando MAO construiram uma base sélida para a interagao
luz-matéria. Particularmente, respostas oriundas de meios ndo-lineares sdo responsédveis por
famosos processos como a geracdo de segundo harmonico [46], geracdo de soma e diferencga
de frequéncias [47], oscilagdes paramétricas oticas [48, 49, 50, 51], conversdo espontinea pa-
ramétrica descedente [52], fluorescéncia paramétrica [53], mistura de ondas [54, 55] e mistura
por quatro-ondas em meios atdmicos [56, 57, 58]. Em particular, no trabalho aqui apresentado
iremos tratar do processo ndo-linear de mistura por duas ondas utilizando como feixes iniciais
modos LG, HG e IG. Para a realizagdo experimental desse trabalho, introduziremos uma nova
forma de trabalhar com aparatos que necessitam de um inteferdmetro.

Primeiramente, algumas definicdes importantes para o tema tratado nesta tese serdao apre-
sentadas ainda no Capitulo 1. No Capitulo 2 apresentaremos uma breve introducao tedrica ne-
cessdria para o entendimento dos resultados aqui presentes. Partindo das equacdes de Maxwell,
mostraremos como acontece o processo ndo-linear de mistura de ondas utilizando vortices Opti-
cos como feixes iniciais. Os resultados serdo divididos em trés capitulos, sendo o Capitulo 3 re-
ferente aos resultados envolvendo os feixes Laguerre-Gauss, o Capitulo 4 envolvendo os feixes
Hermite-Gauss e o Capitulo 5 considerando modos Ince-Gauss. Referente aos feixes Laguerre-
Gauss, mostraremos uma discussdo mais aprofundada sobre a formacgdo de novas ordens radiais
ao considerar modos Oticos carregando uma carga topoldgica arbitrdria e ordens radiais ndo-
nulas como campos iniciais. Ainda no mesmo capitulo sera considerado a mistura nao-linear de
vortices Oticos carregando cargas topoldgicas fraciondrias, tendo como objetivo mostrar como
ocorre 0 nascimento de um vortice e a criacdo de novas ordens radiais. Neste caso, deriva-se
uma nova regra de selecdo através da extensdo da integral de overlap normalizada para o caso
no qual os campos iniciais carregam cargas topoldgicas fraciondrias. Partindo para os resultados
referentes aos modos Hermite-Gauss, no Capitulo 4, apresentaremos uma propriedade interes-
sante associada a mistura nio-linear desses modos: de forma contrdria ao caso envolvendo
modos Laguerre-Gauss, aqui cria-se um modo dominante com uma regra bem definida para
seus indices. Essa propriedade nos leva a uma possivel aplicacdo, onde iremos tratar da mistura
de uma superposi¢cdo de modos como campos de entrada no cristal ndo-linear. Isso resultara
em outra superposi¢cao no campo gerado para a qual, se os campos iniciais forem escolhidos
corretamente, serd possivel a conversao de modos 6pticos. Dessa forma, podemos transformar
modos Hermite-Gauss, que possuem simetria retangular, em modos Laguerre-Gauss ou Ince-
Gauss, que possuem simetrias cilindricas e elipticas, respectivamente. Por fim, no Capitulo 5,
trataremos de misturas ndo-linear utilizando modos Ince-Gauss como campos iniciais. Aqui,
realizamos a mistura de modos Ince-Gauss com paridade definida e carregando momento angu-
lar orbital. Dessa forma, conseguimos concluir o estudo fundamental de processos de mistura
por duas ondas utilizando feixes paraxiais como modos iniciais. E apresentado também a tran-
sicdo entre modos com simetria cilindrica (Laguerre-Gauss) e retangular (Hermite-Gauss) ao
alterarmos o parametro de excentricidade dos feixes elipticos iniciais.

1.1 Singularidade de fase

Quando nao podemos definir um valor numérico a uma grandeza, podemos dizer que esta gran-
deza é singular. Como um exemplo prético, podemos citar a hora ao redor do globo terrestre. E
possivel definirmos exatamente a hora nas diversas cidades ao redor do mundo, porém o mesmo
nao ocorre nos poélos norte e sul. Nestes pontos a hora € indefinida, assumindo todos os valores

possiveis. Trazendo essa defini¢do para o contexto da presente tese, temos como grandezas de
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interesse os campos vetoriais elétrico £ (7, ) e indugdo magnética BB (7, t), onde 7 = (z,y, 2).
Mostraremos como mais detalhes no Capitulo 2 que tais campos satisfazem as equagdes de
Maxwell. Através da natureza vetorial dos campos apresentados, surge as singularidades de
polarizacdo [59, 60, 61, 62]. Ja que ndo trataremos desse tipo de singularidade, ndo entra-
remos em maiores detalhes. Por outro lado, ao realizarmos a aproximacgdo escalar, podemos
representar o campo eletromagnético como um campo complexo escalar U (7, t). Dessa forma,
definimos que a fase de um campo escalar complexo U em um ponto 7 = (z, y, z) é singular se
RU(T )] =0eS[U(T,t)] = 0[63, 64]. Suponha que em um certo ponto o campo U assume
um valor a + ib = pexp(if), onde p = Va? + b? e § = arctan(b/a) sdo chamados de médulo
e fase, respectivamente. Se neste ponto o campo € singular, obtemos uma amplitude nula e uma
fase indefinida # = arctan(0/0). Quando analizamos a propagacdo de um ponto singular em
um campo eletromagnético se propagando ao longo do eixo z, torna-se uma linha singular cuja
fase acumula por 27 ao longo da singularidade.

1.2 Carga topoldgica

Vamos considerar agora um ponto ao longo dessa linha singular e assumir um sentido de um
caminho fechado em torno dessa linha onde a mudanca de fase total é 2. Utilizando a regra da
mao direita associamos um sentido a singularidade, que aqui chamamos de sentido de circula-
cdo. Em um plano bidimensional perpendicular ao eixo de propagacao z, tais singularidades de
fase sdo pontos e podemos associar um indice topoldgico definido pela integral de fase:

[ = L dae, (1.1
2m
onde o sentido de integracdo ao redor da singularidade € definido como positivo se realizado
de forma anti-hordria. Chamamos este indice de carga topolégica, que em geral é retratada
matematicamente pelas letras [, m, s.

As linhas singulares que se formam ao longo da propagacao no eixo z sdo, em geral, estru-
turalmente estaveis e genéricas. Ou seja, elas sdo imunes a perturbacdes e, para os casos genéri-
cos, a fase acumula por 27 ao redor da singularidade. Por outro lado, para casos ndo-genéricos,
a fase acumula por valores maiores que 27 em torno do ponto singular. Para exemplificar esse
caso, vamos considerar um vortice optico carregando um valor de carga topolégica [ = 2. Base-
ado no que foi apresentado anteriormente, isso quer dizer que sua fase acumula em 47 ao redor
da singularidade. Se inserirmos uma perturbacao no nosso sistema, que do ponto de vista ex-
perimental pode ser uma onda plana ou um feixe Gaussiano com amplitudes muito menores do
que o do vdrtice anteriormente considerado, o ponto singular com carga topoldgica | = 2 serd
decomposto em dois pontos singulares possuindo carga topoldgica [ = 1 cada. Assim, o ponto
singular sem perturbagdes carregando [ = 2 pode ser classificado como um caso ndo-genérico,
enquando as duas singularidades com [ = 1 sdo consideradas como casos genéricos.

1.3 Momento angular da luz

Através do trabalho pioneiro de Allen et al. [3], os autores associaram o momento angular
orbital da luz com a fase espacial de um vértice 6ptico. Utilizando a familia de solugdes da
equacgao paraxial da onda em coordenadas cilindricas, chamados modos Laguerre-Gauss, foi
mostrado que tais feixes possuiam momento angular orbital. Os modos Laguerre-Gauss serdao



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

apresentados no Capitulo 2, juntamente com as outras familias de solu¢des da equacdo paraxial
da onda.

Ao assumir um vetor potencial linearmente polarizado, os autores calcularam as expressoes
para os campos elétrico e magnetlco e para a densidade de momento angular, expressa por
j=7xp,ondep =S5 / ¢® é a densidade de momento linear. Aqui, S é o vetor de Poynting.
Assim, a razdo entre o fluxo de momento angular J, = f Jj.da e a energia I/ = f uda, com u
sendo a densidade de energia, é:

J, l

gz _Z 1.2

R (1.2)
enquanto a razao entre .J, e o fluxo de momento linear P, é dada por:

J. l

- = -, 1.3

Pk (1.3)

O indice [ presente nas Equagdes 1.2 e 1.3 € a carga topoldgica e, por ser um nimero inteiro
variando de —oo até 400, possui um numero de graus de liberdade maior do que o seu estado
de polarizacdo que assume apenas valores +1 e —1, por exemplo. Ainda é possivel obter as
mesmas expressoes pelo ponto de vista da mecanica quantica, ja que um féton se propagando
na direc@o z possui um momento angular igual a mh, energia hw e momento linear hk.



Capitulo 2

Mistura nao-linear por duas ondas

Neste capitulo apresentamos a base tedrica para o entendimento dos resultados desta tese, que
serdo discutidos nos Capitulos 3, 4 e 5. Partindo das equacdes de Maxwell, tratamos de algu-
mas solucdes da equacdo paraxial da onda importantes para o trabalho aqui apresentado. Em
seguida, também partindo das equacdes de Maxwell, deriva-se a equacdo da onda na matéria.
Uma discussado sobre processos ndo-lineares de segunda ordem € apresentada, visando a mistura
de ondas com vdrtices Opticos.

2.1 Equacao paraxial da onda

Todos os fendomenos eletromagnéticos sao regidos pelas Equacdes de Maxwell onde, consi-
derando um meio 1sotroplco e uniforme, sem cargas e correntes livres, podemos escrevé-las
para o campo elétrico E (7,t) e o vetor indugdo magnética B (7, t) no sistema internacional de
unidades (S.I.) como:

V- E (7 t) = 0; 2.1)
. OB (F,t)

E = 2.2
V x E (7,t) % (2.2)
V- B(7t) =0; (2.3)
. o 1OE(Rt)
V x B (T,t) = §T7 (24)

onde c € a velocidade da luz no véacuo. Para desacoplar o sistema de equagdes diferenciais acima
em relagdo as varidveis F (7, t) e B (7, 1) basta calcular o rotacional da equagdo 2.2 ou 2.4 que,
utilizando-se das Equacgdes 2.1 e 2.3, resulta em:

q 1 82E (7t)
2 r —_ ——’ =
VIE(T ) — 50 0, (2.5)
. 1 0B (7 1)
2 — . ) o
VEB(Ft) = 55— =0, (2.6)

onde aqui V? é o operador Laplaciano, que é definido como sendo o divergente do gradiente de
um campo.
Solugdes que descrevem um feixe monocromaético se propagando na dire¢do z podem ser
obtidas utilizando o ansatz:
E (7t) = ¢ (7) ®==Dp, 2.7)

5
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onde 7 corresponde ao vetor polarizagdo, ¢ (i) é a amplitude da onda e (kz — wt) € a fase,
com k = w/c sendo o médulo do vetor de onda. Ao utilizar a expressdo 2.7 na Equacéo 2.5,
obtemos:
V2 (7) + 2ik2 - Vo (7) = 0. (2.8)
A aproximacdo paraxial consiste em assumir que o envelope espacial do campo varia len-
tamente ao longo de sua propagacdo. Este argumento condiz com o comportamento fisico de
feixes, pois o efeito de difracao faz com que o perfil transversal do campo seja alterado de forma
lenta quando o mesmo estd se propagando no espaco livre. Portanto, devido a diferenca entre a
taxa de variacdo da amplitude do campo nos eixos longitudinais e transversos, podemos inferir
que:

0% | |0 O
2k|— 29
022 < x| |oy2 | " oz | 29)
Assim, fazendo uso da aproximacdo paraxial, a Equacao 2.8 é entdo reduzida a:
0
V3 + 2¢k8—¢ =0, (2.10)
z

no qual V2 representa o operador Laplaciano atuando nas coordenadas transversais ao eixo de
propagagdo z. A Equacgao 2.10 é conhecida como equacdo paraxial da onda, admitindo uma
grande variedade de soluc¢des [65]. Visando atender os propdsitos desta tese, iremos apresentar
apenas quatro delas: feixes Gaussianos, Hermite-Gauss, Laguerre-Gauss e Ince-Gauss.

2.1.1 Feixes Gaussianos

Os feixes Gaussianos consistem em solug¢des da equacdo paraxial da onda (Equacao 2.10) mais
simples, cujo campo € dado por:

¢0 (T, Z) = z !

Tw(z)

onde w(z) = wo\/1 + 2%/2? é o didmetro do feixe, R(z) = z (1 + z%/2%) é o raio de curvatura
do feixe e W (z) = arctan (z/zg) representa a fase de Gouy para feixes Gaussianos. Aqui,
wy representa a cintura do feixe, i.e., o didmetro minimo do feixe, zz é o comprimento de
Rayleigh, que estd associado a distdncia em que a drea do feixe é dobrado, e r = /22 +
representa a coordenada radial. A distribuic@o de intensidade para feixes Gaussianos pode ser
vista nas Figuras 2.1 e 2.2, representados como modos fundamentais das familias de feixes que
compdem as solucdes da equacdo paraxial da onda apresentada na Equacdo 2.10.

r2 .
ot o e )] @.11)

2.1.2 Feixes Hermite-Gauss

Outro conjunto de solucdes sao os feixes Hermite-Gauss (HG), que sao obtidos quando a Equa-
¢d0 2.10 é resolvida em coordenadas cartesianas. Tais modos sdo expressos por:

Vmn (T, Y, 2 men ( > H, <\/_y> _Iw’;ge {%R” \PHG(Z)] (2.12)
(2) w(z)

Na equacdo acima, IV, ,, ¢ uma constante de normalizacdo e Vo = (m + n + 1) arctan(z/zg)
¢ a fase de Gouy para feixes Hermite-Gauss, enquanto w(z) e R(z) ja foram definidos anteri-
ormente. A ordem do modo é dada pela soma m + n, e para ordem zero o feixe é reduzido ao
modo Gaussiano. Algumas distribui¢des de intensidade para diferentes indices m e n podem
ser vistas na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Distribuicdes de intensidade para os modos (a)HGg, (b)HGq1, (c)HG1g € (d)HGq;.

2.1.3 Feixes Laguerre-Gauss

Quando a equagdo paraxial da onda € resolvida em coordenadas cilindricas, o conjunto de solu-
coes obtidos correspondem aos feixes Laguerre-Gauss (LG). Conhecidos por terem um padrao
de intensidade anelar, seus modos podem ser escritos como:

[7]
2 M,, [ 2r? V2r _ 2 ey 10
0, 2) =1/ =——L L G ¢ e Vo) ] 2.13
1/’1)1(7‘, ,Z) \/;w(z) <w2(2)> p wg(z) € e ( )

Aqui, a constante de normaliza¢do € dada por M,; e a fase de Gouy para feixes LG por
Ura(z) = (2p+ || + 1) arctan (z/zg). Note que este modo carrega uma fase azimutal (6,
onde o indice [ € conhecido como carga topoldgica. Isso cria uma frente de onda helicoidal,
cuja direcdo de rotacdo é determinada pelo sinal de /. Outra importante caracteristica do para-
metro [ € a determinacdo da quantidade de momento angular orbital (MAQO) que o feixe carrega.
Por outro lado, o indice p controla a quantidade de anéis externos que o feixe contém. Esse
indice € de extrema importancia para o presente trabalho e serd mais explorado na Secdo 3. A
ordem do feixe LG é dada pela soma 2p + || e, assim como os modos HG, seu modo funda-
mental p = [ = 0 é reduzido ao feixe Gaussiano. Alguns perfis de intensidade podem ser vistos
na Figura 2.2, onde diferentes valores de p e [ sdo considerados. Ap6s serem apresentados por
Allen et. al. em 1992 [3], os feixes LG foram vastamente estudados. Algumas aplicagdes im-
portantes podem ser citadas, como sua utilizacdo em pingas Opticas [66, 67, 6], transmissao de
informacgdo [68, 69] e protocolos quanticos [20, 23], por exemplo.
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Figura 2.2: Distribuicdes de intensidade para os modos (a)LGgg, (b)LGg1, (¢)LGgs € (d)LG;.

2.1.4 Feixes Ince-Gauss

Finalmente, os feixes Ince-Gauss (IG) sdo obtidos ao solucionar a equagdo paraxial da onda em
coordenadas elipticas. Seus modos podem ser expressos por:

-
Uy (§,1,€) = S(ZZ(; Cm (i€, €) C (. €) ¢ W ¢l V1o (2.14)
onde C), ,, ¢ uma constante de normalizagdo, UV, (2) = (p + 1) arctan (z/zr) é a fase de Gouy
para feixes Ince-Gauss e C’Z’,”(-, €) corresponde aos polindmios de Ince par de ordem p, grau m
e excentricidade €. Aqui, as coordenadas radiais e angulares elipticas sdo dadas por £ € [0, o0)
en € [0, 2), respectivamente. Para obter o modo IG fmpar 1y, basta substitutir o polindmio
de Ince par C7'(-, €) pelo impar, dado por S)'(-, €) e alterar a constante de normalizagdo par
C pela impar S. Aqui, podemos definir a paridade de uma fun¢do da seguinte forma: uma
fungdo de valores reais f(z) é par se f(x) = f(—z) e impar se f(x) = —f(—x). A Figura 2.3
mostra algumas distribuicdes de intensidade para feixes IG par e impar com diferentes indices
p, m e excentricidade ¢ = 3. E importante resaltar que quando a excentricidade ¢ tende a zero,
os feixes IG convergem para modos LG com paridade definida, enquanto quando € tende ao
infinito, convergem para modos HG [45].

2.1.5 Fase de Gouy

Ao apresentarmos as trés grandes familias de solu¢des da equagdo paraxial da onda, nota-se
que existe uma quantidade comum a todas elas: a fase de Gouy. Essa variagcdo de fase se d4 ao
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Figura 2.3: Distribuigdes de intensidade para os modos (a)IG5,, (b)IGY,, (c)IGS; e (d)IGZ; com
excentricidade € = 3.

longo da propagagdo e pode ser expressa por ¥ = (N + 1) arctan(z/zg), onde N é a ordem
do modo associado. O intuito dessa subse¢do € apresentar uma interpretacao fisica para esta
anomalia de fase [70, 71, 72, 73, 74, 75].

Vamos entdo considerar uma onda monocromatica com frequéncia w e nimero de onda
k = w/c se propagando ao longo do eixo z. Para o caso de uma ondas plana, o momento, que
¢ proporcional a k, estd posicionado no eixo z e ndo tem componentes transversais. Assim, o
espalhamento do momento transversal é nulo e, pelo principio da incerteza (AxAk, > const.),
o espalhamento da posi¢do transversal € infinito. Por outro lado, feixes finitos possuem espa-
lhamento no momento transversal pois sdo formados por um espectro angular de ondas planas
obtidas via transformada de Fourier. Portanto, para esse caso, o nimero de onda pode ser escrito
como:

k=kl+k 4k, (2.15)

onde k; € a componente do vetor de onda ao longo da componente ¢« = z,y, z. Devido ao
espalhamento finito nas componentes do vetor de onda, vamos trabalhar com médias ou valores
esperados definidos por:

gl F(€))2de
[0 ©))2de

no qual f(&) é a distribui¢do da varidvel £. Pela Equagdo 2.15 podemos definir uma constante

(€)= (2.16)
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de propagacio efetiva para um feixe finito como:

= _ (k)

. AR

EOTT TR T

A constante de propagacdo efetiva definida na Equacdo 2.17 estd associada com a fase de
propagacio total W(z) através de k, = OV(z)/dz [76]. O primeiro termo refere-se a fase kz de
uma onda plana infinita se propagando ao longo do eixo z. Por sua vez, os tltimos dois termos

geram a fase de Gouy, dada por:

(2.17)

1 z
U(z) = _E/ ((k2) + (K2)) d=. (2.18)
Dessa forma, a fase de Gouy € o valor esperado da variacdo de fase longitudinal devido ao
espalhamento de momento transversal.

2.1.6 Feixes paraxiais como bases ortonormais

Vale ressaltar que os modos HG, LG e 1G apresentados anteriormente sdo ortonormais e formam
familias completas para expansdo de um campo 6ptico arbitrario. Dessa forma, em qualquer
plano z, podemos expressar um modo em termo dos outros. As expansdes para os modos
LG<HG sao dadas por [77, 78]:

LGu(r,0) = Y Y BunHGpn(,y); (2.19)
m=0 n=0
Grun (2, ) Z Z B,LGy(r, 0); (2.20)
p=0 l=—c0

onde os coeficientes das expansdes acima sido dadas por:

N+l N—-1I >

Byn = By = i (— ~ m 2.21)

2 2

se 2p + || = m + n e zero caso contrdrio, onde a barra representa tomar o complexo conjugado
e os coeficientes b(n', m’, m) sdo definidos como:

(n' +m/ —m)m! 1 d™ o o
b(n’7 m’) m) = \/ TEr ﬁdtm’ [(1 — t) (1 + t) ] (2.22)
t=0
Para uma expansao entre os modos IG< LG, obtemos as expressoes [45]:
LGU T (9 Z‘D IGp 2n+lm(€ 1, € )7 (223)
m=0
IG7 . (&,m,¢€ Z Z D, LG?,(r,0); (2.24)
n=0l=—o0

onde 0 = {e, 0} é a paridade e os coeficientes D correspondem ao overlap entre os modos IG
e LG e sdo obtidos aplicando técnicas de teoria de grupo [79], logo:

X \/(1 + 50J)F(TL + 1+ 1)71!A(l+5070)/2 ((IZ]) s

(2.25)
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Figura 2.4: Principio de funcionamento de um modulador espacial de luz. Imagem retirada do
manual da Hamamatsu referente ao MEL utilizado nesta tese.

Input readout light

PC
// LCOS chip |
0 0 0 DVI signal

anal]

AN | -
X\ “QQ Controller

Reflected light LC

By

Modulated only phase !

no qual Aqs, )72 (a) é o (I + d,,5)/2)-ésimo coeficiente de Fourier dos polindmios de Ince
', Sy [45], com A sendo escalado a fim de satisfazer a condig@o de normalizagéo > ; D;=1.
Uma vez que sabemos as expansoes para IG& LG, basta realizarmos a expansdo em cascata de

LG« HG para obtermos as relagdes para IG&HG.

2.2 Modulador espacial da luz

A técnica de gerar hologramas é chamada holografia, que esta relacionada a gravagao e recons-
trucio de ondas Opticas. Inventada em 1948 por Denis Gabor, teve como objetivo melhorar a
resolug@o do microscopio eletronico [80], porém passou a ser mais explorada apds a descoberta
do laser em 1960. Como consequéncia, Gabor foi recompensado com o prémio Nobel em 1971
[81].

No ambito deste trabalho, diversas técnicas podem ser utilizadas para gerar os feixes an-
teriormente descritos [82, 83]. Em particular, € importante explicar brevemente a respeito do
método aqui utilizado. O modulador espacial da luz (MEL) € um equipamento baseado em
cristais liquidos que modula a fase de um feixe incidente. Os cristais liquidos sao controlados
via voltagem, onde uma diferenca de potencial € aplicada a depender da modulacao desejada. A
Figura 2.4 mostra um esquema grafico a fim de facilitar o entendimento de seu funcionamento.
O MEL possui um controlador, o qual € conectado a um computador. Nele, através de um
software que varia a depender da marca do MEL utilizado, é possivel inserir o padrdo de fase
desejado. Assim, a luz refletida carregara o padrdo desejado. Nesta tese foi utilizado o Modula-
dor Espacial da Luz de Cristal Liquido em Silicio (LCOS-SLM), produzido pela Hamamatsu.
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2.3 Equacao da onda na matéria

Ao analisarmos a interagdo da luz com a matéria, algumas alteracdes nas Equacdes de Maxwell
sdo necessarias. Essa necessidade surge do meio em consideracdo ter contribui¢des no campo
elétrico F (7,t) e indugdo magnetlca B (7,t). Assim, faremos uso do deslocamento elétrico
D (7, t) e campo magnético H (7, ), onde as equagdes de Maxwell serdo reescritas como:

V- D(7t) = p; (2.26)
V x E(7t) = —%; (2.27)
V- B(7t) =0; (2.28)
ﬁxﬁ(jt)z%Jrf(m), (2.29)

onde D = ecoE + Pe H=B /1o — M. Aqui, P é o vetor polarizacgdo, M é a densidade de
momento magnético, € € a permissividade elétrica no vacuo e yy € a permeabilidade magnética
no vacuo. Considerando solugdes apenas em regides sem cargas livres e sem correntes, p = 0
e J = 0, e assumindo que 0 meio em questao ndo é magnético, M = 0, podemos calcular o
rotacional da Equacdo 2.27 e obter:

PE  9*P
V2E — — 2.30
Ho€o—7 o 012 = Ho 912’ ( )
onde as altas ordens do vetor polarizacdo podem ser expressas como:
P = VE + X2 BB+ E,ELE
0 = €0 \ Xaj B+ Xige i Lk + Xigra Lo Enbo + .. 2.31)

= &0 (PZL +PZ-NL) .

Na Equagio 2.31, os termos x*) sdo tensores de ordem 7 + 1 chamados de susceptibilidade
optica de ordem 7. Assim, podemos separar as contribui¢des para o vetor polarizacado P em
parte linear, associado 2 susceptibilidade de primeira ordem xV), e as demais contribuicdes,
chamadas ndo-linear, contendo as demais ordens de x(). As respostas nio-linears de segunda
ordem sdo conhecidas por efeitos como, por exemplo, osciladores paramétricos opticos [48],
geracdo de segundo harmonico [46] e conversdo espontanea paramétrica descendente [52]. Por
outro lado, respostas de terceira ordem sdo conhecidos por estudos como formacao de sélitons
opticos [84], efeito Kerr dptico [85] e instabilidade modulacional [86]. Neste trabalho iremos
nos limitar a respostas nio-lineares de segunda ordem (2.

Alternativamente, podemos reescrever a Equacao 2.30 da forma:

.1 9D
F———=0. 2.32
v goc? Ot? (2.32)

—

vetor deslocamento elétrico como D = DM + PNL no qual D = £y E + P, Dessa forma,
a Equacdo 2.32 se torna:

Pela Equagdo 2.31, ainda podemos utilizar P = PM 4 PNL ¢ reescrever a expressao para o
)

.1 *DD 1 @?pNt
V2E — = . 2.33
goc?  Ot? goc?  Ot? ( )
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Considerando um meio isotropico, sem dispersdo e sem perdas, podemos relacionar o vetor
deslocamento elétrico DM e o campo elétrico E em termos de um tensor dielétrico real e
independente da frequéncia () da forma:

— —

DW = gpeWE, (2.34)

no qual €M) ¢ a permissividade relativa, que é uma quantidade escalar, sem dimenséo e é dife-
rente para cada material. Neste caso mais simples, considerando um material isotrépico e sem
dispersoes, a Equacdo 2.33 se torna:

L cW@EY 1 PV
V’E — — = . (2.35)
¢z Ot? goc?  Ot?

A equagdo acima pode ser vista como a equagao da onda nao-homogénea, onde o termo de
polariza¢do nao-linear atua como uma fonte. Em sua auséncia, as solucdes da Equacgao 2.35
correspondem a ondas livres se propagando com velocidade ¢/n, onde n = Ve é o indice de
refracdo linear.

Por outro lado, ao considerarmos um meio dispersivo temos que separar a contribuicao de
cada componente de frequéncia. Dessa forma, representamos os campos elétrico, deslocamento
elétrico linear e polarizagcdo como uma soma de varias frequéncias w,,,

= Z E, (F) e ™t + c.c., (2.36)
P ( Z Y (7 et 4 e, (2.37)
PNE (7 1) = ﬁ’NL (F) e ™t +c.c.. (2.38)

Assim, utilizando as Equacdes 2.36, 2.37 e 2.38, obtemos a expressao para o caso geral para a
equac¢do da onda ndo-homogénea:

2 ~ NL

V2E, (F) + ‘;’2 O (B (F) = — ”P’ G (2.39)

onde o tensor dielétrico é dado por £V (w,,) = 1 + ¥V (w,,).

2.4 Processos nao-lineares de segunda ordem

Como dito anteriormente, esta tese tem como prioridade estudar efeitos nao-lineares de segunda
ordem. A susceptibilidade de segunda ordem x(?) é um tensor que relaciona o vetor polariza¢io
nao-linear com os campos elétricos,

P2 (Wi + wn) = X (Wi + Wny Wiy ) Ej (@) B (W), (2.40)

onde as frequéncias dos campos w,, € w,, mesmo que assumam valores diferentes, devem man-
ter fixa a quantidade w,,, + w,. Os tensores susceptibilidade t€m suas formas restringidas pelas
propriedades de simetria do meio 6ptico em questdo. Em particular, o tensor susceptibilidade
de segunda ordem Y possui simetrias caracteristicas, como:
() _ (@)
Xijk (—Wn — Winy —Wny —Wim) = Xig (Wn + Wi, Wn, Win) (2.41)

X (@ + Wiy Wy W) = XS (Wr + Wiy Wiy W) (2.42)
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Xff;)f (W:S =wi + WQ) = Xﬁ)z (w1 = —wy + wg)

= Xi) (w2 = w3 — wy)
= Xﬁ)z (w1 = w2 — w3)

e Xg,)g e R.

(2.43)

Aqui, temos a simetria causada pela condi¢do de realidade dos campos (Equacao 2.41), permu-
tacdo intrinseca (Equacdo 2.42) e conservagdo de energia (Equacdo 2.43). Além disto, como o
meio é aproximadamente sem perdas quando as frequéncias das ondas sdo muito menores do
que a frequéncia de ressonancia do material, podemos permutar simultineamente as frequéncias
com os indices ¢, 7, k. Assim, teremos:

Xgi)f (w3 = w1 +wy) = Xﬁ)z (W = —ws +w3) = X;(jz (Wy = w3 —wy)

= xP) (w3 = wa + w1) = X (wo = —w1 + wy) (2.44)

2
= Xﬂ» (w1 = ws —wy).

Contudo, como x? nio depende de fato das frequéncias nas condi¢cdes apresentadas, po-
demos rescrever a simetria dada pela Equacao 2.44 alterando os indices 7, j, k sem permutar as
frequéncias. Portanto,

X (w3 = w1+ wp) = X' (w3 = w1 +wp) = X (w3 = Wy + wp)

= X (w3 = wy + wa) = X1 (w3 = Wy + wa) (2.45)

2
= Xizl)c (W3 =wi + CUQ) .
O resultado apresentado na Equacgdo 2.45 € conhecido como condicdo de simetria de Kleinman,
e € vdlida sempre que a dispersdo da susceptibilidade pode ser desprezada. Quando esta condi-
¢do € vdlida, € comum utilizar uma notacao reduzida para o tensor susceptibilidade. Suprimindo
os argumentos referentes as frequéncias, iremos introduzir o tensor:

1
dijr = X530 (2.46)

onde o fator % € consequéncia de uma convengao histérica. Sempre que a condi¢cao de Kleinman
for satisfeita, o tensor d;;;, € simétrico nos dois ultimos indices, podendo assim ser simplificada
para d;;. Assim, para direcdes fixas de propagagado e polarizagdo, € possivel expressar a polari-
zacdo nado-linear em termos do valor efetivo de d, que origina a geracao de soma de frequéncias
através de

P(w3) =4d.srE(w1)E(w2), (2.47)

e para a geracao de segundo harmonico,
P(2w) = 2d.; 1 E*(w). (2.48)

Detalhes no calculo de d. ;¢ pode ser encontrado em Midwinter ¢ Warner [87].

Para exemplificar como os processos nao-lineares de segunda ordem ocorrem, vamos assu-
mir dois feixes colimados e monocromaticos com frequéncias w; € wo, ambos se propagando no
eixo z, incidindo sobre um material nao-linear de casamento de fase tipo Il com polarizacdes
ortogonais entre si. Podemos escrever os campos elétricos incidentes El e Eg como:

(t) = Ajelhrz=eite 4 e,

1
(t) _ Azei(kzzfu}zt)é2 + c.c., (249)

E
Ej
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Figura 2.5: Esquema para o processo de geracdo de segundo harmodnico. (a) Diagrama da
interacdo. (b) Descri¢do dos niveis de energia.

w
w
— x? %% } AT 2w
—>
w

onde A; é a amplitude, k; é o vetor de onda e é; a polarizacdo do feixe i« = 1,2. Portanto, a
polarizacdo ndo-linear de segunda ordem sera:

P(Z) ZGOX(2) [A%e—ﬂwlt + Age—ﬁwgt + 2A1A2e—i(w1+w2)t

. (2.50)
+2A  Aje @)t o] 4 2ex P [AL AT 4 Ay A3

Aqui, podemos identificar os vérios processos de mistura de ondas em meios ndo-lineares de
segunda ordem, como a geragdo de segundo harménico (2w;), geragdo de soma de frequéncias
(w1+ws), geracdo de diferenca de frequéncias (w; —wy) e retificagdo optica (w; = 0). As Figuras
2.5, 2.6, 2.7 mostram um esquema ilustrativo, junto com a descricao de niveis de energia, para
0s processos anteriormente citados.

Figura 2.6: Esquema para o processo de geracdo de soma de frequéncia. (a) Diagrama da
interagdo. (b) Descri¢do dos niveis de energia.
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Figura 2.7: Esquema para o processo de geracao de diferenca de frequéncia. (a) Diagrama da
interacdo. (b) Descri¢do dos niveis de energia.

(a) (b)

- _A _____ - -
w1 w2
g W3 = W1 — w2
Wo x® — > w1 -y __
—
w3
) 4

2.5 Mistura de ondas com voértices opticos

Agora que a base tedrica para o entendimento do processo de mistura nao-linear de duas ondas
foi apresentada, iremos seguir em frente rumo ao foco principal desta tese. Nesta secao iremos
considerar feixes carregando MAO, e estudar como o processo de mistura de ondas ocorre
ao considera-los. Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados na Ref [88], cujo
trabalho serviu como base para os resultados a serem apresentados nesta tese.

Vamos considerar os campos interagentes como sendo:

—»

= U, ebnzmwn) e (2.51)

U, = /w” S AL ()l (7, 2), (2.52)
D)l

onde ;1 = 1,2, 2w sdo os indices correspondentes aos feixes iniciais 1,2 e ao feixe gerado
através da mistura de ondas (2w). Note que estamos expandindo os campos iniciais em termos
de uma base ortonormal arbitraria u , (7') que, neste caso, serdo os modos LG jd apresentados
anteriormente na Secao 2.1, expressos pela Equacao 2.13. Aqui, Ap (z) é a amplitude referente

a cada modo da expansio na Equacio 2.52. E importante ressaltar que a escolha dos modos
ortonormais da expansao na Equacao 2.52 € arbitrario. Nos Capitulo 4 e 5, por exemplo, iremos
considerar modos HG e IG, respectivamente, para a realiza¢io do processo de mistura de ondas.
A Figura 2.8 apresenta um esquema para uma melhor visualiza¢do do processo nao-linear em
questdo. Podemos concluir que dois processos nao-lineares ocorrem aqui: geracao de segundo
harmonico e geragdo de soma de frequéncias. O campo que estamos interessado é o gerado por
soma de frequéncias, que carrega a informacao dos dois feixes incidentes.

Assim, fazendo uso de ki = n,uw,/c e assumindo que os campos satisfazem a condigdo
de casamento de fase (ka, = ki + k2), podemos reescrever a Equagdo 2.39 na aproximagio
paraxial como:

oU; Yw?
2 _
ViU + 2tk — 97 ——C—2U2w 9
oU 2
VA Uy + 2iky 5 = — U U, (2.53)
V2 U, + 2iky, 8(9;“ — —4ﬁU1U2
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Figura 2.8: Esquema para o processo de mistura ndo-linear de duas ondas.

U1
U2w

Us

BBO

Ao substituirmos a Equagdo 2.52 no sistema de Equagdes 2.53, obtemos um conjunto de equa-
¢des acopladas para a amplitude A}, = A7, (z). Portanto,

dAy U g2 *
dz Zg Z Z Ap ppNA /l/ A //l//) 5
pll pl
dA2 m *
d= 'lg Z Z Alplp pAZ/ll A ”l") y (254)
p'l pl
= Zg Z Z (AZ;;n) Alll/A e
p'l p'l”

Aqui, introduzimos os seguintes parametros para simplificar as expressoes:

X 2w? 000

= ——y/——R 2.55
g 2¢\ ningna 000> ( )

RIL

wrr_ Alpp'p
At = 2, (2.56)

000

W 2wl \F (2 \F 2o

Rppp” = /upl (up’l’) (up//l//) d T, (257)
onde R¥!', é chamada de integral de overlap, e A, de integral de overlap normalizada.

pp'p pp'p
A evolugdo das amplitudes de cada componente da expansao na Equacgao 2.52 ¢é descrita pela

Equacgdo 2.54 e, com base nas grandezas experimentais, podemos ignorar tanto as perdas nio-

linears, x = x*, quanto a fase de Gouy adquirida na propagagdo ao longo do cristal, Aﬁpl;,, =

(Agpl;,,) . Nesta aproximacdo, assumimos que o cristal € fino (3 mm) comparado com o com-
primento de Rayleigh dos feixes interagentes (aproximadamente 20 cm).
Podemos afirmar que atuacgdo de Ag;l,;;,, ¢ extremamente importante no processo de mistura
por duas ondas, ja que, como veremos mais a frente, ela age como seletor dos modos que vao ser
criados no cristal ndo-linear. Vamos entdo, inicialmente, considerar que os feixes incidentes nao
possuem ordens radiais (p’ = p” = 0) e que os mesmos carregam MAO com cargas topoldgicas
l' e I, respectivamente. Assim, vamos analisar como A%l(;/ atua considerando duas situagdes:
quando os vértices incidentes co-rotacionam (I’ - [” > 0) e contra-rotacionam (I’ - " < 0).
Para o caso em que as cargas topoldgicas dos feixes incidentes t€ém o mesmo sinal (vortices

co-rotacionando), a integral de overlap normalizada resultard em:

§|l\ 1 |(\l’| + |l”|)
|| ’

A = S (2.58)
para p = 0 e zero para os outros casos. Aqui, , = (wa,/ wu) foi utilizado para simplificacdo
dos termos. Portanto, isso indica que 0o MAO é conservado (I = I’ +(") e nenhuma ordem radial
adicional € criada (p = 0).
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Por outro lado, quando as cargas topoldgicas dos feixes incidentes possuem sinais contrarios
(vortices contra-rotacionando), a integral de overlap normalizada resulta em:

~)P gl ),
(P—=p)\ plp+ |l + 1))

A = Sy (2.59)

para p < P e zero para os outros casos. Neste caso, P = min(|/'|, |I”|) ird reger o valor maximo
para as novas ordem radiais a serem criadas. Portanto, para vértices contra-rotacionando, de-
vemos observar ordens radiais adicionais no campo gerado através da mistura por duas ondas.
Assim, como para vortices co-rotacionando nenhuma ordem radial € criada, iremos nos concen-
trar no caso em que os vortices contra-rotacionam. Detalhes a cerca da derivacio das Equacdes
2.58 € 2.59 podem ser encontrados no Apéndice A.

Para a andlise da criac@o de ordens radiais adicionais no processo de mistura por duas ondas
envolvendo vortices que contra-rotacionam, vamos considerar que I’ = m e [” = n, onde os
modos iniciais sdo A}, e A2, respectivamente. Podemos ainda assumir que [m| < |n|. Assim,
as equagoes acopladas que descrevem a dindmica nao-linear podem ser reescritas como:

||

dAlm . * mn
d—g = igAg, Y Al A%, (2.60)
p=0
Im|
dA2’I’L mn UJ
d—zo — igAls, Z Al A%, (2.61)
A, AlmnAl A2 (0<p< 2.62
d- = 90 po0 “om“on (0<p<|ml). (2.62)
Na equagdo 2.62, quando p = 0, teremos:
dAZ .-
d;’l ighhmm AL A2 (2.63)

Portanto, podemos reescrever a Equacdo 2.62 em termos da amplitude do campo gerado de
ordem radial nula A%, levando a:

dAY A dAZ

= 2.64
dz A dz (264)
Assumindo que o campo gerado € inicialmente nulo [Af,;"(z =0) = O}, obtemos:
AL
Aif(z) = P2 A2 (2). (2.65)

Almn
A000

Ao compararmos as Equagdes 2.65 e 2.52 fica claro que a integral de overlap normalizada Agpl;,,
atua como um seletor de modos para o campo gerado pelo processo ndo-linear, pois a mesma ird
filtrar quais modos UZZ serdo criados na superposi¢cdo de campo gerado. Portanto, para o caso
em que os modos iniciais tém cargas topoldgicas com sinais opostos € ndo possuem ordens
radiais, o cristal ndo-linear ird selecionar os modos de ordem p até P = min(|/'|, |I”|). Vere-
mos no Capitulo 3 o comportamento geral para a mistura de duas ondas para vortices dpticos,

considerando ordens radiais iniciais arbitrarias e carregando cargas topoldgicas fraciondrias.
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2.6 Resumo do capitulo

Neste capitulo foi mostrado uma introducao tedrica para o entendimento do processo de mistura
por duas ondas. Partindo das equagdes de Maxwell, mostramos solucdes da equacao paraxial da
onda que sdo importantes para os resultados que serdo apresentados. Ao analisarmos a equagao
paraxial da onda na matéria € possivel estudar os chamados efeitos nio-lineares que, dentro do
interesse da presente tese, focamos nos efeitos nao-lineares de segunda ordem. Os processos
de geracdo de segundo harmonico e de geracdo de soma de frequéncias foram apresentados ao
considerar dois campos iniciais, levando a varios termos na polarizacio nio-linear de segunda
ordem. Finalmente, consideramos vortices 6pticos como campos iniciais. Analisando a dina-
mica dos feixes interagentes pelas equacdes acopladas na aproximacao paraxial, apresentamos
a integral de overlap normalizada. Ela, por sua vez, tem uma atuagdo muito importante no pro-
cesso de mistura por duas ondas agindo como um seletor de modos na superposi¢dao de campos
gerados no processo ndo-linear. Portanto, no préximo capitulo apresentaremos um compor-
tamento geral da mistura ndo-linear de vértices dpticos ao considerar feixes iniciais contendo
ordens radiais ndo-nulas e carregando cargas topoldgicas fraciondrias.
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Capitulo 3

Mistura de feixes Laguerre-Gauss

Neste capitulo apresentaremos os resultados referentes ao processo de mistura ndo-linear de
duas ondas utilizando feixes LG. Primeiramente, introduziremos na Secao 3.1 o aparato experi-
mental que foi utilizado para obter todos os resultados presentes nesta tese. Na Secdo 3.2 vamos
considerar como feixes iniciais modos LG carregando cargas topoldgicas arbitrdrias e ordens
radiais ndo-nulas. Nesta secdo discutiremos mais profundamente a criagdo de anéis adicionais
na zona de Fraunhofer. Posteriormente, na Sec¢do 3.3, trataremos da mistura de dois feixes car-
regando cargas topoldgicas fraciondrias. Mostraremos o nascimento de um vortice e a criagao
das ordens radiais adicionais através do processo nao-linear ja apresentado anteriormente.

3.1 Aparato experimental

Particularmente, nesta secdo iremos considerar como campos iniciais feixes LG carregando
cargas topoldgicas arbitrarias e ordens radiais nao-nulas. Por outro lado, o aparato experimental
utilizado foi o mesmo para todos os resultados presentes nesta tese e, portanto, iremos iniciar
esta se¢ao descrevendo-o.

Foi utilizado como aparato experimental um laser de Ti:Safira pulsado com comprimento
de onda 780 nm, que ilumina um MEL gerando os dois feixes iniciais desejados. Como dito
anteriormente, nesta secao iremos utilizar feixes LG carregando cargas topoldgicas arbitrarias e
ordens radiais ndo-nulas. Para gerar os feixes iniciais utilizamos hologramas gerados computa-
cionalmente [89, 90], implementando também uma fase linear em cada um dos feixes gerados

Figura 3.1: Esquema do aparato experimental utilizado para os resultados a serem apresentados.
Aqui, SLM corresponde ao Modulador Espacial da Luz, HWP corresponde a placa de meia-
onda, PBS ao divisor de feixe polarizado, M ao espelho, PH a iris e CCD a camera de cargas
acopladas.

HWP SLM
Laser + :O’%)
PBS L1 L2
L3
Filter L4
1 .
CCD —:O:F—D—% 1 ‘
I M
L5  BBO  HWP PH

21



22 CAPITULO 3. MISTURA DE FEIXES LAGUERRE-GAUSS

no MEL. Com isso, os feixes se afastam ao longo da propagacdo. Este método € util para
experimentos em que € necessario garantir que o caminho percorrido pelos dois feixes sejam
iguais. Em trabalhos anteriores € comum notar o uso de um suporte mével com espelhos em
um dos bragos do experimento para o ajuste de caminho percorrido [55], porém, com o método
aqui utilizado, garantimos que os feixes percorrem caminhos equidistantes apds suas criagdes
no MEL. Assim, ambos os feixes iniciais passam por uma placa de meia-onda (HWP) a fim de
obter médxima eficiéncia no processo de mistura de ondas. Para isso, foi utilizado um cristal nao-
linear de Borato de Bario (BBO) do tipo I. Ap6s a interagdo nao-linear, separamos o feixe de
interesse com um filtro espectral e capturamos sua distribuicao de intensidade na zona de Frau-
nhofer com uma camera de cargas acopladas (CCD). Para melhor visualizagdo, um esquema do
aparato experimental utilizado nesta tese pode ser visto na Figura 3.1.

Vamos agora exemplificar a implementacao da fase linear nos hologramas utilizados nessa
tese. Se queremos gerar dois modos iniciais U; = LGy e Uy = LGy_1, escrevemos entdo o
campo a ser implementado:

USLM _ LG016i27r(u033+v0y) + LGO_leiQW(—uox-l—voy)’ (31)

onde (ug, vg) e (—ug, vy) sdo as coordenadas de deslocamento que a fase linear atuard em cada
campo LG. Apesar dos campos iniciais estarem sobrepostos no plano do MEL, quando anali-
sarmos a distribui¢do de intensidade no plano focal de uma lente arbitraria (transformada de
Fourier, pelo ponto de vista matemdtico) os campos estardo espacialmente separados. Na Fi-
gura 3.2 podemos observar a distribui¢ao de intensidade dos feixes iniciais nos planos do MEL
e focal de uma lente.

Figura 3.2: Distribuicdes de intensidade tedricas exemplificando a geracdo de dois campos
iniciais Uy = LGg; e Uy = LGp_; (a) no plano do MEL e (b) sua transformada de Fourier, ou
plano focal de uma lente convexa.

(a) (b)

3.2 Mistura de feixes Laguerre-Gauss com ordens radiais nao-
nulas

Vimos no Capitulo 2 uma base tedrica necessdria para a compreensao dos resultados a serem
discutidas nesta tese. Para os resultados presentes nos Capitulos 3, 4 e 5, foram realizados
simulagdes computacionais e experimento com o intuito de validar as previsdes tedricas. De
uma forma geral, em cada futura sec@o calcularemos a integral de recobrimento normalizada
referente ao feixe incidente em questao e realizaremos a propagac¢do da superposi¢do de modos
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Figura 3.3: Distribuicdes de intensidade tedrico (esquerda) e experimental (direita) na zona de

Fraunhofer para vortices co-rotacionando. Aqui, os indices (I';p')’, (I";p”)" referem-se aos

campos iniciais Uy, Us, respectivamente, e (I; p) ao campo gerado em Us,,.
(2;1),(1;0)",(3;0,1)

1

resultante até a zona de Fraunhofer, obtendo assim a distribuic@o de intensidade de seu campo
distante.
~ . . . 1
Agora, focaremos nas sele¢des de modos vindo da integral de overlap normalizada Aﬁpl,p,,
para a mistura ndo-linear de feixes LG carregando cargas topoldgicas [’,[” e ordens radiais
P, p”, respectivamente. Inicialmente, para vértices co-rotacionando (I’ - I” > 0) interagindo no
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Figura 3.4: Distribuicdes de intensidade tedrico (esquerda) e experimental (direita) na zona de
Fraunhofer para vortices contra-rotacionando. Aqui, os indices (I’; p’)’, (I"; p")" referem-se aos
campos iniciais Uy, Us, respectivamente e (I; p) ao campo gerado em Us,,.

—1;1)",(1;0,1,2)

|IIIII|I\IIIIIIII\1

(—1;0)",(1;0,1,2)

||||||||\‘I|||||||

10”0012

(1;0) (11”OQL2

cristal ndo-linear, a integral de overlap normalizada sera:

u| |l W N1 (1] TN (! 1\
wy +m +n p-p (p +|l|)(p +|l |)
Appp// —6ll’ l//ZZg \/ '(p—|—|l/+l”|)'

(—wmwm+mqwuw+m+m
mlnl(p/ —m)!(p” — n)I(|I'| + m)! (|1 + n)l(m +n — p)!’

parap < p'+p” e zero para os outros casos. Portanto, pela equacdo 3.2, esperamos que o campo

(3.2)
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Figura 3.5: Distribui¢cdes de intensidade tedricas para o campo proximo associado as Figuras
3.2 (a-d) e 3.3 (e-h). Aqui, os indices (I';p’)’, (I";p")" referem-se aos campos iniciais Uy, Us,
respectivamente.

(2;0)',(1;1)" (2;1)',(1;0)"

(b) ik

gerado serd uma superposi¢io de modos com carga topoldgica (I = I’ 4+ [") e ordens radiais até
p = p' + p”. Note que, quando os feixes iniciais ndo possuem ordens radiais (p’ = p” = 0), o
campo gerado ndo possui ordens radiais adicionais.

Se vértices contra-rotacionando (I’ - I < 0) sdo utilizados como feixes iniciais, a integral
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de overlap normalizada sera:

p/

N W W [P0+ DI + |17))!
Ai)lpl’p” _ 6l,l’+l” Z Z§h2 &2 ( | |) ( | |)

pl(p+ I+ 1"])!

(=)™t 2 (P m+n)(JI +1"| + P +m +n)!

m!n!(p' — m)!(p” — ) (|I'] + m)! (|| + ) (P +m +n — p)!’
parap < P + p’ + p” e zero para os demais casos. Como apresentado no Capitulo 2, §, =
(waw/w,)* € P = min(|l'], |I"]). Agora, quando feixes com helicidades opostas sdo utilizados
como campos iniciais esperamos observar ordens radiais adicionais até a soma do valor minimo
entre |I'| e |I”| com as ordens radiais iniciais. Se p’ = p” = 0, devemos observar um nimero de
anéis adicionais até P, como apresentado anteriormente. A derivacao detalhada das Equacdes
3.2 e 3.3 se encontra no Apéndice A.

Analizando os resultados das integrais de overlap normalizadas descritas pelas Equacdes
3.2 e 3.3, fica claro que o niimero de anéis adicionais também depende das ordens radiais dos
feixes iniciais. A fase de Gouy adquirida por cada modo na superposicao gerada pelo processo
de mistura de ondas produzem as distribuicdes de intensidade apresentadas nas Figuras 3.3 e
3.4, que correspondem a vdrtices co-rotacionando e contra-rotacionando, respectivamente. Os
resultados tedricos sdo apresentados nas colunas da esquerda de cada figura, enquanto os resul-
tados experimentais estdo na coluna da direita. Aqui, os indices dos modos sdo referenciados
como (I';p"), (I";p")” para os campos iniciais Uj, Us, respectivamente, e (/; p) para a super-
posi¢do de modos gerada em Uy,. Singularidades épticas com |l| > 1 sdo conhecidos por
serem estdveis em sistemas altamente simétricos, € pequenas perturbagdes podem separa-los
em singularidades com forca [ = 1. Tais perturbac¢des sao geralmente presentes em ambientes
experimentais, € os pontos de singularidade podem ser facilmente vistos na Figura 3.3, que se
somam e resultam no valor esperado para |/| devido a conservagdao de MAO (I = I’ +[”). Para
mostrar a diferenca entre a distribuic@o de intensidade do campo préximo e distante, podemos
ver na Figura 3.5 o perfil de intensidade tedrico do campo préximo dos feixes misturados aqui
considerados.

Contudo, um comportamento interessante surge aqui. Ao analisarmos as Figuras 3.4 (c,d)
podemos ver que o nimero de anéis adicionais ndo corresponde ao esperado, que seria p < 2
como nas Figuras 3.4 (a,b). Porém, mesmo que para os dois casos apresentados na Figura 3.4
temos carga topoldgica [ = 2 e ordens radiais adicionais p < 2, a integral de overlap normali-
zada A%;N assume valores diferentes em cada caso. Da mesma forma, podemos ver nas Figuras
3.3 (a,b) e (c,d) que obtemos diferentes distribui¢des de intensidade na zona de Fraunhofer para
0 caso em que os vortices iniciais co-rotacionam. Isso faz com que a superposi¢do de modos
seja diferente, mesmo que a regra de selecao seja a mesma e 0s campos proximos tenham mes-
mas distribui¢des de intensidade. Podemos notar pelos fatoriais nas Equacdes 3.2 e 3.3 e pelas
Figuras 3.3 (a,b,c,d) e 3.4 (a,b,c,d) que esse comportamento surge sempre que |I’'| # |I”|. Logo,
como conclusdo podemos afirmar que apesar de termos uma superposi¢do de modos p < 2,
nem sempre iremos obter o mesmo padrdo de intensidade do campo gerado U,, na zona de
Fraunhofer.

m=0 n=0

(3.3)

3.3 Mistura de feixes Laguerre-Gauss com cargas topologi-
cas fracionarias

Podemos ainda expandir mais a andlise da mistura ndo-linear de duas ondas utilizando vor-
tices Opticos. Até entdo, foram considerados apenas feixes Opticos carregando um valor de
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Figura 3.6: Distribui¢des de intensidade experimentais (superior) e tedricos (inferior) na zona
de Fraunhofer mostrando o nascimento de um vortice.

I'=057p=0 . I'=157p=0
"= —0.5,p" =0 Experiment " =—05,p" =0

carga topoldgico inteiro. Porém, como mostrado por Berry [37], € possivel ainda considerar
feixes carregando MAO fracionario. Com isso, foi mostrado que o nascimento de um vortice
no campo distante se da quando o valor da carga topoldgica assume valores inteiros [38]. Den-
tro do contexto da mistura ndo-linear de duas ondas, iremos considerar agora a interacdo de
dois vortices Opticos carregando cargas topoldgicas fraciondrias. Novas regras de seleciao de
modos sdo analiticamente derivadas a partir da integral de overlap normalizada AZ];Z,;,, para de-
monstrar teoricamente e experimentalmente o nascimento de um vortice através do processo de
mistura de ondas, assim como a formag¢do passo a passo de ordens radiais adicionais na zona de
Fraunhofer.

Seguindo o modelo tedrico ja apresentado anteriormente, iremos considerar feixes LG car-
regando cargas topoldgicas fraciondrias I, {” e ordens radiais p’, p” para obter a integral de
overlap normalizada. Para vértices co-rotacionando (I’ - I > 0), Aﬁ;l,;,, ¢ descrita exatamente
como mostra a Equac@o 3.2 e nenhum comportamente interessante surge. Por outro lado, para
vortices contra-rotacionando (I’ - I” < 0) interagindo no cristal ndo-linear, a integral de overlap
normalizada ser4:

y o W 1w ] ,,|( s |l’|)'(p”+ |l//|>l
A”l///:(s o 5 tm UQ +n [PDTID . :
pr/p L ﬂ;};gh s pl(p+ [l + "))

(=)t PP+ m 4+ )|+ 1"+ [P+ m +n)!
minl(p/ —m)!(p" — n)!(JU] +m) (1" + ) ([P] +m +n —p)!’

(3.4)

parap < | P| + p' + p” e zero para os demais valores. Aqui, a fungao piso | | atuando sobre

P = min(|l'|, |I"]) surge quando aplicamos a expansdo x* " = ,EZJOHH” cLi(x), onde

= (|[P]+m+n)l(g+ [P]+m+n)/(|P|+m+n—Fk)l(¢+ k). Como P pode assumir
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Figura 3.7: Distribui¢Oes tedricas de intensidade (superior) e padrdes de fase (inferior) para o
inicio (a,d), meio (b,e) e fim (c,f) do processo de nascimento de um vdrtice.

I'=0.5 I'=1.0 I'=15
I"=-0.5 I"=-05 I"=-05 1 27

valores ndo-inteiros e cada passo k assume apenas valores inteiros, temos que utilizar a fungao
piso.

O nascimento de um vortice a partir de mistura nao-linear de duas ondas pode ser observado
quando a carga topoldgica de um dos feixes que estdo interagindo no cristal ndo-linear € lenta-
mente incrementado, onde aqui foi utilizado um incremento de 0.1 em I’. Experimentalmente,
basta alterarmos os hologramas inseridos no MEL para gerar os modos iniciais. Comecando
com uma mistura de ondas onde os feixes carregam cargas topoldgicas I’ = 0.5 e l” = —0.5,
respectivamente, o campo gerado inicialmente ndo carrega MAO devido a conservacao da carga
topoldgica. Ao decorrer que I’ é aumentado, o feixe gerado comega a adquirir carga topoldgica
ndo-inteira até eventualmente obter [ = 1. Este processo pode ser visto na Figura 3.6, onde os
resultados tedricos e experimentais sdo mostrados. Com o intuito de demosnstrar que o vortice
de fato é formado, podemos observar seu padrao de fase na Figura 3.7 para o inicio (I = 0),
meio (I = 0.5) e fim (I = 1) do processo. Naturalmente, quando o feixe nido tem MAO, seu
padrao de fase nao apresente singularidades. Na Figura 3.7 (b) o feixe carrega uma carga topo-
l16gica | = 0.5 e, ao analisarmos as singularidades apresentadas no padrdo de fase, podemos ver
que a forga total do vortice € 1, como esperado [38]. Para uma melhor visualiza¢do da contagem
das singularidades, podemos observar a Figura 3.7. Finalmente, na Figura 3.7 (c), podemos ob-
servar que temos um vortice completamente criado carregando carga topolégica l = 1. Ainda é
possivel notar na Figura 3.7 singularidades adicionais que nio estdo associados ao nascimento
do vdrtice, caracterizado por anéis em que o valor de fase ndo pode ser determinado. Tais singu-
laridades estdao associadas as superficies de Riemann e indicam o corte entre planos complexos
se encontrando ao longo de uma certa linha de corte.

A formacgdo de anéis externos também pode ser estudada utilizando a teoria apresentada
anteriormente. Quando os feixes iniciais ndo contém ordens radiais (p’ = p” = 0), a regra de
selecdo resultante da integral de overlap normalizada nos diz que o nimero de anéis externos
criados é limitado ao maior inteiro menor ou igual ao valor minimo entre |I'| e |I”|. Neste
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Figura 3.8: Distribui¢Oes de intensidade experimentais (superior) e tedricos (inferior) na zona
de Fraunhofer mostrando a formacdo de novas ordens radiais.

=159 =0 , I'=15,9" =0
" — 059" — 0 Experiment = 15,0 =0

caso, comegamos com uma mistura de feixes carregando cargas topoldgicas I' = 1.5e (" =
—0.5 e incrementamos [” em passos de —0.1. Assim, a carga topoldgica do feixe resultante
diminui lentamente e comeca a criar um anel externo. Podemos ver os resultados tedricos e
experimentais para o processo aqui descrito na Figura 3.8.

3.4 Resumo do capitulo

Neste capitulo foi apresentado a primeira parte dos resultados desta tese. Inicialmente, fizemos
uma analise geral para o processo de mistura ndo-linear por duas ondas considerando feixes LG
carregando cargas topoldgicas e ordens radiais arbitrarias. Através da superposi¢cdo de modos
gerada pela integral de overlap normalizada fomos capazes de observar que, apesar de obter-
mos uma regra de selecao que nos informa o nimero de anéis externos que deveriamos obvervar
no campo distante, os valores que Aif;f,;,, assume faz com que sua distribuicio de intensidade
ndo apresente o nimero de anéis esperado em alguns casos particulares. Posteriormente, feixes
carregando cargas topoldgicas fraciondrias foram utilizadas para mostrar o nascimento de um
vortice e a criacdo de ordens radiais adicionais através do processo de mistura ndo-linear por
duas ondas. Para isso, uma nova regra de selecdo foi derivada para vortices contra-rotacionando
e ambos processos de criacdo, vortice e ordens radiais, foram demonstrado teoricamente e ex-
perimentalmente incrementando a carga topoldgica de um dos feixes iniciais. Com isso, finali-
zamos o estudo de mistura ndo-linear de duas ondas utilizando voértices 6pticos. No Capitulo 4
iremos tratar de mistura por duas ondas com feixes HG, onde mostraremos uma importante ca-
racterista que surge na regra de sele¢do, mais precisamente na integral de overlap normalizada,
para feixes HG. Essa caracteristica abre portas para uma aplicacdo como conversor de modos
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opticos, que também serd discutida no préximo capitulo.



Capitulo 4

Mistura de feixes Hermite-Gauss

Neste capitulo trataremos dos resultados referentes a mistura nao-linear de duas ondas utili-
zando modos HG como feixes iniciais. Na Se¢do 4.1 apresentaremos que a mistura de duas
ondas com modos HG gera um modo dominante possuindo uma regra bem definida para deter-
minar seus indices, enquanto a realiza¢cdo do mesmo nido € possivel para mistura de modos LG
com paridade definida. Utilizando essa propriedade, mostraremos que € possivel realizar uma
conversdao de modos Opticos utilizando esse processo ndo-linear. Assim, conseguimos utilizar o
processo ndo-linear para converter modos que assumem simetrias diferentes.

4.1 Bases de estado adequado para protocolos de conversao
de modos 6pticos

Vimos nos capitulos anteriores que, ao considerar feixes LG para a realizagdo do processo de
mistura nao-linear por duas ondas, o campo gerado serd uma superposi¢do de modos. Aqui, a
integral de overlap normalizada age como um seletor de modos onde a carga topoldgica serd
conservada e as ordens radiais criadas sdo determinadas pelas expressdes para Ag;l,;;,,. Agora,
vamos considerar como feixes iniciais modos HG e analisar mais profundamente como acontece
a selecio de modos dentro do cristal ndo-linear. Nesta secdo, por questdes de praticidade, iremos

calcular a integral de overlap para os dois modos iniciais numericamente.

Para estudar a interagc@o ndo-linear de modos HG, iremos comparar os modos gerados atra-
vés do processo de mistura por duas ondas utilizando feixes HG e LG com paridade definida. A
justificativa da escolha dessas bases estd associada ao nimero de graus de liberdade, que pode
ser definido como o ndmero de canais de comunicacao uteis disponiveis independentes e dispo-
niveis para a transmissao de informacgao [91]. Além dos graus de liberdade espaciais, os modos
LG completos possuem graus de liberdade adicionais devido a presenca de MAO. Por outro
lado, modos HG e LG com paridade definida possuem o mesmo niimero de graus de liberdade
e por isso eles sdo uma boa escolha para realizar tal comparagdo. Assim, ao separarmos a de-
pendéncia azimutal exp ¢/ caracteristico dos modos LG completo em cos (6 e sin [f, obtemos
os modos LG par e impar, respectivamente. Os modos LG com paridade definida podem ser
escritos como|[45]:

31
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Figura 4.1: Distribui¢des de intensidade para os modos (a)LGg,, (b)LG7;, (¢)LGY; e (d)LGS,.

. 4p! 1 (coslt
LG, =
ol (I‘, Z) \/(1 _1_5070 W(p_}_l)!w(z) <Sinl9)

g 2 2 2
w(z) )P \w?(z) ’

onde os indices p e [ controlam as ordens radiais e carga topoldgica, respectivamente. Como
ilustracdo, a Figura 4.1 exemplifica algumas distribui¢cdes de intensidade dos modos LG com
paridades par e impar.

Como ja mostrado anteriormente nos Capitulos 2 e 3, a mistura ndo-linear por duas ondas de
feixes LG completos carregando MAO resulta, de foram geral, numa superposi¢ao de modos p
juntamente com a convervacao da carga topoldgica. Por outro lado, os modos LG com paridade
definida apresentam um comportamento diferente. A superposi¢cdo de modos gerada através
da mistura de dois feixes LG carregando, respectivamente, paridades o’, 0", cargas topologicas
I', 1" e ordens radiais p’, p” é:

(4.1)

N-I
T
LG;/l/ . LG;”Z” - Z Z AZZ/)Z/I/) LGgl, (42)
p=0 = {11}
onde 0 = mod (¢/ +0",2) e N = 2(p' +p") + ' +{"”. Acima, indicamos a mistura de

. . . . . / 1" . . .
dois modos iniciais LG, - LG, pelo produto entre os modos incialmente interagentes. Isso
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Figura 4.2: Distribui¢cdes de intensidade tedrica (esquerda) e experimental (direita) para o
campo gerado através do processo de mistura de duas ondas para feixes LG, juntamente com os
histogramas para os modos gerados em cada caso.
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significa que esperamos um campo que consiste em uma superposi¢ao de ordens radiais até o
valor maximo p permitido pela ordem N dos feixes iniciais com carga topoldgica [. Além disso,
a mistura de modos carregando inicialmente paridades iguais (diferentes) resulta em modos com
paridade par (impar).
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A Figura 4.2 (a) representa a mistura ndo-linear de U; = LGY, e Us = LGY;, resultando em
uma superposi¢cao de modos mostrada pelo histograma entre as janelas dos resultados tedricos e
experimentais. Aqui, os histogramas se referem aos valores assumidos pela integral de overlap
para cada caso considerado. Na Figura 4.2 (b) os modos iniciais sdo U; = LG}, e Uy = LG,
enquanto na Figura 4.2 (c¢) U; = LGY, e Uy, = LGj; foram usados como modos iniciais. Os
resutados tedricos e experimentais concordam muito bem. Ao analisarmos os histogramas da
Figura 4.2 fica claro que ndo h4a uma relagdo bem definida para determinar o modo gerado
dominante.

Vamos agora considerar como feixes iniciais os modos HG, cuja expressdo ¢ dada pela
Equacgao 2.12. Assim, considerando a mistura de dois modos HG carregando, respectivamente,
indices m’, n’ e m”, n” resulta uma superposi¢ao da forma [92]:
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Figura 4.3: Distribuicdes de intensidade tedrica (esquerda) e experimental (direita) para o
campo gerado através do processo de mistura de duas ondas para feixes HG, juntamente com
os histogramas para os modos gerados em cada caso.
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Na equacdo acima, m assume valores pares (impares) se mod (m' +m”;2) = 0 (1). Ao
compararmos as Equacdes 4.2 e 4.3, pode-se esperar um comportamento semelhante devido a
proximidade das expressdes. Contudo, apds calcularmos os valores para a integral de overlap
as diferencas entre eles ficam mais claras.

A Figura 4.3 (a) ilustra a mistura de U; = HGg; e U = HGyg, levando a HG;; como
modo dominante. Na Figura 4.3 obtemos como modo dominante HG; quando U; = HGyg e
Us; = HGy; s@o usados como feixes iniciais. A Figura 4.3 representa a mistura de U; = HGy; e
Uy = HGy; gerando HGy; como modo dominante. Através dos histogramas podemos ver que,
para a mistura nao-linear de feixes HG, o modo dominante serd sempre o que carrega os indices
m =m'+m"” en =n'+ n". Este comportamento nos leva a concluir que, apesar dos modos
HG e LG serem solucdes da equacao paraxial da onda e possuirem propriedades semelhantes
no espago livre, eles respondem diferentemente quando interagem em meios nao-lineares.



4.2. CONVERSAO DE MODOS OPTICOS ATRAVES DE MISTURA DE FEIXES HERMITE-GAUSS35

Portanto, podemos afirmar que para uma mistura ndo-linear de modos HG, o campo gerado
carregard um modo dominante com os indices m = m’ + m” e n = n’ + n”. Essa caracteris-
tica cria a possibilidade de utilizar o meio ndo-linear para a realizacdo de conversdo de modos
opticos, que serd abordada na préxima secao.

4.2 Conversao de modos 6pticos através de mistura de feixes
Hermite-Gauss

Como visto anteriormente, a mistura nao-linear de modos HG gera um modo dominante no
campo criado. Com isso, podemos usar o processo de mistura por duas ondas para a conversao
de modos. Apesar da conversdo de modos Opticos ja ser conhecida através de dptica linear e
difrativa [78, 93, 94], aqui apresentamos uma forma de realiza-lo utilizando meios ndo-lineares
de segunda ordem. Foi mostrado no Capitulo 2 algumas solu¢des da equacdo paraxial da onda,
os modos HG (sistema de coordenadas retangulares), os modos LG (sistema de coordenadas
cilindricas) e os modos IG (sistema de coordenadas elipticas). Podemos assim reescrever, por
exemplo, os modos LG e IG em termos de uma superposicao de modos HG [77, 45]. A Fi-
gura 4.4 mostra um esfera de Poincaré para uma determinada base composta por modos HG
para ilustrar a possibilidade de conversdo de modos entre diferentes simetrias. A conversdo e
decomposicao de modos HG ja foi considerada antes em graus de liberdade espago-temporais,
com o intuito de controlar sua estrutura temporal [95, 96, 97, 98].

Agora, iremos considerar como campos iniciais uma superposi¢cdo de modos HG com di-
ferentes indices. Em outras palavras, a partir de agora teremos U; = Zmn U HG €
U, = Zm’n BimnHGmn, onde iy, Bmn $80 0s pesos de cada modo na superposicio e, fisi-
camente, podem ser vistos como parametros de controle de intensidade. Note que, apds realizar
o cdlculo da integral de overlap normalizada, teremos agora uma superposi¢ao de integrais de
overlap normalizadas:

Anet = Z A;, “4.4)

onde cada A; ird selecionar um modo HG na superposicido do campo gerado. Podemos expressa-
los por [92]:

7o ’ o am’+m/’ ( )2/
nn/ i 4000 ynn’in m—(t1—t2)%/2
Am,m’,m” _AOOODm,m’,m” m’ arm’ [(tl + t2> € i|
DL DL 0
ti=
- 4.5)
n n
X a— |:(t1 + t2)n 6_(t1_t2)2/2i|
YPNTY ;
oty ot .
/ 1
com D", = /2~ (mAm/tm tntn ) [ i/ im Inln/In”) e AS9) é uma constante de nor-

malizacdo. Os detalhes para a derivacdo da Equacdo 4.5 encontram-se no Apéndice B. Aqui,
u’ny,n, e Uy, ,» $80 0s modos HG iniciais. E possivel mostrar através de propriedades de or-
togonalidade dos polindmios de Hermite que m < m’ +m” en < n’ + n”, o que gera uma
superposicdo de modos de forma semelhante ao caso de feixes LG, como mostrado anterior-
mente. Contudo, vimos na secdo anterior que iremos obter um modo dominante carregando
indices m = m’ + m” e n = n’ + n”. Ao escolher os campos iniciais corretamente, é pos-
sivel converté-los em outros tipos de modos, como os modos LG e IG, por exemplo. A base
é escolhida ao expandir os modos LG ou IG em termos de modos HG [77, 45]. E importante
ressaltar que para este trabalho em especifico foi utilizado um cristal ndo-linear de BBO do tipo
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Figura 4.4: Representacdo grafica de uma esfera de Poincaré para o modo 1G§, com vérios
valores de excentricidade expandido em uma base de modos HG.

—HGao

HGoq

II. Portanto, para obtermos os modos iniciais com polariza¢des ortogonais entre si, utilizamos
placas de meia-onda posicionadas ap6s o MEL (Figura 3.1).

4.2.1 Calculo dos pesos para o processo de conversao de modos

Como dito anteriormente, € necessario escolher corretamente cada feixe inicial U; e U,. Por
exemplo, para 0 modo 1G> precisamos realizar uma expansao em termos de HGyy e HGg».
Porém, para obter uma combinag¢ao desses modos no campo gerado através da mistura de ondas
devemos usar:

Ui = ayoHGy¢ + a9 HGyy, (4.6)
U = B810HG10 + Bo1HGo; . 4.7)

Aqui, os valores de 1, € B, para as superposi¢coes utilizadas nesta tese podem ser vistas
na Tabela 4.1. A integral de overlap normalizada é a responsavel por selecionar os modos que
vao ser criados no campo gerado Us,,.

Para ilustrar como os pesos de cada decomposi¢do sao obtidos, vamos considerar cada pa-
ridade separadamente. O primeiro passo é expandir o modo em questdo na base de HG. Como
um exemplo para paridade impar, vamos exemplificar com o modo IG$,. Esse modo pode ser
expandido em termos de modos HG como:

IGgl == A . HG21 —|— B . HG03, (48)

com as constantes A e B assumindo valores a depender da excentricidade do feixe. Agora pre-
cisamos escolher uma combinagdo de modos HG como feixes iniciais com o intuito de resultar
nos modos acima depois do processo de mistura de duas ondas. Por exemplos, se queremos ge-
rar o modo HG,,,,, devemos usar HG,,,.,,, ¢ HG,,,»,,» como modos iniciais U; e Us, em qualquer
ordem, ja que o modo dominante carrega indices m = m’ = m” e n = n’ + n”. Seguindo esta
ideia, uma possivel configuracdo pode ser:

Ui = agoHGyy + apaHG2,

4.9)
U = BnHGoq,
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onde as constantes o, (g2 € 3p; devem ser determinadas. Note que essas constantes podem ser
vistas como parametros de controle de intensidade. Apds seguir os passos ja descrito anterior-
mente, o campo gerado pelo processo de mistura de duas ondas seréa:

Usw = a0 01 Ag9gHGay + o801 AjggHGos. (4.10)

Como queremos gerar um campo da forma descrita pela Equacdo 4.8, temos que ajustar
as constantes awg, (g2 € 3p1 para este propdsito. Portanto, o seguinte sistema linear deve ser
resolvido para estas constantes:

101
0420501/\220 = Av

(4.11)
0402501/\3(2)5 = B,
com a Unica solucdo possivel sendo:
A B
Q20 = F707> G02 = ﬁ;ﬁm =1 4.12)
220 000

Esse método pode ser generalizado para qualquer modo com paridade impar escrita na base
HG:

Isz = Z am’n/HGm’n/7 (413)
com feixes iniciais:

U1 - Z /Bm”n”HGm”n”)
m'’'n'’ (4. 14)
U2 = HG10 ou U2 = HGOl,
€ pesos:
am/n/
B = A (4.15)
mmlm//
Para modos com paridade par, usaremos o modo 1G§, como exemplo. Podemos escrevé-lo
em termos da base HG como:

IGj, = A-HGy + B - HGy, + C - HGy4. (4.16)
Neste caso, vamos decompor os feixes iniciais como:

Ui = apoHGyy + ag2HGe,

4.17)
Us = B20HG2o + Bo2HGo2,

com as constantes aog, (g2, S20 € o2 a serem determinadas. Utilizando esses feixes iniciais, o
campo gerado terd a forma:

Usy = o0 B20N599HGug + vapBo2A595HG 20

(4.18)
+002020A559HGa2 + 102802 A5 HGos.
Como A252 = A229, podemos agrupar os termos de HGy, € reescrever como
Usw =« AYSHG
2 20/820 422 40 (4‘19)

+ (20802 + c2/20) Ag%HGm + aozﬁozAgggHGo4~
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Figura4.5: Modo IG exato (a,d,g) comparado com as distribui¢des de intensidade tedrico (b,e,h)
e experimental (c,f,i) para paridades pares e impares.

Exact Theory Experiment
IGS, 1

Isso resulta em um sistema linear:
0420520/\283 = A;
(20802 + 0402520)/\%% = B, (4.20)

422
05025021\000 =C.

Uma possivel solugdo €:

B/AZ (B/AR)? — 4AC/ AN

ag =1, ap=

2A/A39 4.21)
A C
620 - M7 BOZ - %2—/\333

4.2.2 Conversoes para modos com paridade definida

Primeiramente, selecionamos um grupo com trés modos diferentes com paridades bem defini-
das. Os resultados para as conversoes de feixes IG e LG podem ser vistas nas Figuras 4.5 e 4.6,
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Figura 4.6: Modo LG exato (a,d,g) comparado com as distribui¢des de intensidade tedrico
(b,e,h) e experimental (c,f,i) para paridades pares e impares.

Exact Theory Experiment

LGg, 1

respectivamente, cujos valores dos pesos utilizados em cada caso podem ser vistos na Tabela
4.1. A primeira coluna representa a distribui¢do de intensidade exata para os modos IG e LG
desejados, obtidos como solug@o da equacdo paraxial da onda em um respectivo sistema de
coordenadas. As expressOes para tais feixes foram apresentadas no Capitulo 2, Secdo 2.1. A
segunda coluna mostra os resultados tedricos, que representam o campo gerado através do pro-
cesso de mistura ndo-linear por duas ondas. Este foi calculado usando a expressao da integral de
overlap normalizada para os feixes HG e entdo propagado até a zona de Fraunhofer. A terceira
coluna mostra os resultados experimentais, que validam a teoria apresentada. Os pesos
e O foram calculados considerando as expansoes dos modos IG e LG numa base composta
por modos HG, além de levar em consideracio os valores da integral de overlap normalizada.
Adicionalmente, mostramos a transi¢cdo entre os modos LG e HG ao alterar o parametro de
excentricidade de um modo IGj,. A Figura 4.7 mostra a distribui¢ao de intensidade do campo
gerado na zona de Fraunhofer, obtido teoricamente e experimentalmente, para valores de ex-
centricidade entre 0 e 1000. Aqui, podemos sempre encontrar um conjunto de pesos para os
quais o campo gerado terd a decomposicao exata de um modo desejado na base HG.
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Figura 4.7: Distribui¢do de intensidade do campo distante para vérios valores de excentrici-
dade do modo IGj,. Aqui, mostramos a transi¢cdo entre os modos LG e HG ao alterarmos a

excentricidade de 0 até 1000.

Theory

e = 1000
S e

- e -

Tabela 4.1: Decomposi¢do dos modos iniciais na base HG que gera um modo 1G ou LG es-
pecifico através do processo de mistura ndo-linear de duas ondas. Os modos marcados com
correspondem aqueles para os quais nao € possivel encontrar uma solu¢do para o sistema linear

nn/n//

para 0s pesos Qs € By que compensa a integral de overlap A7 7.

Mode U1 U2

IGS, HGyo + 0.486HGq; 3.892HG;, — 1.892HGy,
IGY, HGyy — 0.155HG, —12.000HGy — 25.843HG,
IGS, || 2.072HGy + 4.460HG, HG,

LG, HG,, + HGy, HG,, — HGy;

LG% HGyy + HGg2 HGyy — HGy,

LG, HGy0 + HGoy HGy,

LGyo HGy — 1.017:HG; —2.828HGo + 2.779:HG;
*LGi2 HGyy + HGy2 HGyy — HGyy — tHGq,
1Gy, HGy — 1.267:HG; —3.892HG;y + 0.726¢HG;
*1Gs31 || 2.859HGyg + 0.983HG. 1.577iHGo + 2.405HG,
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Figura 4.8: Distribui¢des de intensidade exatas para os modos LG (a,d) e IG (g,j) comparadas
com os resultados tedricos (b,e,h,k) e experimentais (c,f,i,1) para feixes carregando MAO.

Exact Theory Experiment
LG E

4.2.3 Conversoes para modos carregando MAO

Como estdvamos convertendo modos HG em LG com paridades bem definidas, eles ndo pos-
suem MAO. Portanto, para gerar um feixe carregando uma carga topoldgica especifica, a super-
posicdo de modos no campo gerado deve combinar feixes com paridades impar e par. Assim,
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devemos adicionar uma diferenca de fase com valor /2 a um dos conjuntos de modos com
paridade impar ou par para que seja possivel acessar um ponto especifico da esfera de Poincaré.
A Figura 4.8 mostra um conjunto de feixes LG e IG gerados a partir de uma superposi¢ao de
modos HG que carregam MAO. As ultimas quatro linhas da Tabela 4.1 mostram os valores dos
pesos utilizados para esse caso. Note que os resultados tedricos e experimentais para LG5 ndo
casam perfeitamente com o seu modo transversal exato. Neste caso, o conjunto de equacdes
para os pesos ndo pode ser resolvido exatamente. Porém, mesmo que o seu perfil de intensidade
ndo possa ser obtido precisamente, ele ainda carrega MAO. A Figura 4.9 mostra as medidas de
carga topologica para os casos aqui considerados utilizando o método de lente inclinada [99].
Detalhes sobre a teoria da lente convexa inclinada estdo disponiveis no Apéndice C.

4.2.4 Limitacoes do método

Com isso, vamos discutir as limitagcdes do método aqui apresentado. Diferentemente do caso
para paridade impar, nem sempre € possivel encontrar uma combinag¢do ndo-trivial para os
feixes iniciais no qual o campo gerado seja 0 modo desejado. Nesses casos, o sistema linear a
ser resolvido para os pesos € inconsistente, portanto ndo ha solugdo. Seja, por exemplo, o modo
IGg,:

IGg, = A-HGgo + B - HGy2 + C' - HGoy + D - HGog, (4.22)

que pode ser decomposto nos campos iniciais:

Ur = ayoHGy + apaHGoy,

(4.23)
Uz = Ba0HG2g + So2HGos-
O sistema linear para os pesos sera:
0640520/\82(2) =4,
0440502/\421% =B, (4.24)

440
0é04520/\202 =C,

642
0504B02A000 =D.

que € inconsistente e ndo possui solucgdo.
Um comportamento similar ocorre para feixes carregando MAQO. Para demonstrar essa li-
mita¢do vamos usar o modo LG, que pode ser decomposto em termos da base HG como:

LG12 - LGiQ + ZLG(l)Z - HG40 - HG04 + 1 (HG31 + HG13) 5 (425)

com todas as constantes multiplicativas, como no caso anterior para IGg,. Isso significa que
teremos um sistema linear inconsistente para os pesos. Porém, mesmo que nao possamos gerar
o modo LGy, exato, é possivel encontrar uma decomposicao para os feixes iniciais para que o
campo gerado contenha MAO.

Neste caso, podemos usar os seguintes modos iniciais:

U1 - HG20 - HG02 - iHGU,

(4.26)
U2 == HGQ(] -+ HGOQ.

Assim, o campo gerado sera:

Ugw - AZggHG40 —f— Agg(Q)HGQQ - AgggHGQQ

, , (4.27)
_AgggHG(M - ZAé%gHGgl - ZA:ﬁgHGlg



4.3. RESUMO DO CAPITULO 43

Figura 4.9: Distribui¢cdes de intensidade na zona de Fraunhofer para feixes carregando MAO,
referente aos modos (a) LGgs, (c) 1Ga, () *LG15 € (g) *1G3;, juntamente com as medidas das
cargas topoldgicas associadas através do método da lente inclinada (b), (d), (f) e (h), respecti-
vamente.

OAM Beam Tilted Lens OAM Beam Tilted Lens 1

Note que se todos os valores para a integral de overlap normalizada Aﬁz;l,;,, fossem iguais, te-
riamos Usy,, = LG9, exceto por alguma constante de proporcionalidade. Porém, como esses
valores ndo sdo iguais, a integral de overlap impde pesos aos modos HG diferentes dos que
iriam gerar o modo LG, exatamente. Por outro lado, apesar dessa variacdo, a distribuicdo de
intensidade de U, ainda lembra o do modo LG5 e carrega a singularidade referente a carga
topoldgica, como mostra a Figura 4.9.

Contudo, mesmos se ndo pudermos encontrar valores apropriados para os pesos para que
os valores da integral de overlap sejam compensados, € possivel otimizd-los numericamente
utilizando métodos de fun¢do de muitas varidveis [100, 101]. No nosso caso, encontramos 0s
PeSOS Qs € Binryy para que o campo resultante Us,, se aproximem do modo IG7,, desejado com
um especifico valor para excentricidade € e paridade o. Isso € obtido ao minimizar a quantidade
> ; |Us,, — 1G;,,,|, onde os indices i, j variam sobre todos os pontos do campo discretizado.

4.3 Resumo do capitulo

Neste capitulo foi apresentado os resultados envolvendo o processo de mistura por duas ondas
com modos HG. Através da andlise da integral de overlap normalizada, mostramos que a se-
lecdao de modos ocorre de uma forma diferente para modos HG quando comparado aos modos
LG. Aqui, o campo gerado Us,, gera um modo dominante carregando indices m = m’ + m”
en = n' 4+ n”. Utilizando essa propriedade das misturas de dois modos HG, mostramos a
possibilidade de converter modos Opticos utilizando este processo nao-linear. Se um conjunto
de modos € utilizado em cada feixe inicial, teremos uma superposicao de modos no campo ge-
rado Us,,, onde, se os modos iniciais forem escolhidos corretamente, ocorrerd uma conversao de
modos. Os resultados aqui apresentados, juntamente com avangos no controle espago-temporal
de feixes estruturados [102, 103], sdo importantes para o desenvolvimento de sistemas de co-
municacdo. Com isso, no proximo capitulo estudaremos a interagcao ndo-linear de modos IG.
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Capitulo 5

Mistura de feixes Ince-Gauss

Neste capitulo apresentaremos os resultados para a mistura ndo-linear por duas ondas utilizando
modos IG como feixes iniciais. Possivelmente devido a complexidade de se trabalhar matema-
ticamente com os polindmios de Ince, os feixes IG nunca antes foram estudados no contexto de
mistura ndo-linear de ondas. Na Secdo 5.1 iremos apresentar a abordagem tedrica baseada em
funcdes de Green utilizada neste trabalho. Em seguida, na Secdo 5.2, a mistura ndo-linear de
modos IG par e impar € entdo considerada, sendo determinada a regra de selecdo referente a tais
modos. A Secdo 5.3 € utilizada para estudar a mistura ndo-linear utilizando modos 1G helicoi-
dais (HIG) carregando MAO arbitrarios. Por final, na Secdo 5.4, demonstramos a transi¢ao dos
modos IG para modos LG e HG, onde variamos o parametro de excentricidade ¢ e analisamos
como ocorre cada transi¢ao sobre o processo de mistura por duas ondas considerando campos
iniciais com paridades definidas e carregando MAO.

5.1 Método de funcao de Green

Para contornar a dificuldade matematica inerente aos polindmios de Ince, iremos apresentar
uma abordagem tedrica alternativa para o estudo de processos ndo-lineares baseado no método
de funcdo de Green [104]. Partindo da equacdo paraxial da onda ndo-homogénea na Eq. 2.53,
temos:

19) 7 ik
(@ - ﬂVi) U,y = 2—€OP(UO) : (5.1)

onde k£ € o ndmero de onda, ¢, é a constante dielétrica, P € a polarizacdo e Us,, U represen-
tam os campos gerado e iniciais, respectivamente. Podemos ainda tratar a Eq. 5.1 como um
problema de valor inicial e essa teoria pode ser utilizada para modelar varios processos nao-
lineares como geragdo de segundo e terceiro harmonico, mistura por quatro ondas e conversao
paramétrica espontanea descendente, por exemplo.

Primeiramente, iremos resolver a Eq. 5.1 em sua forma homogénea no espacgo livre, ou seja,
com P = 0. Assim, teremos:

0 A A
— - — Uy, = LU =0, 52
(82 2k VL) 2 (5-2)
com L = (% — ;—kVi) e o valor inicial sendo a amplitude do campo incidente U,. Utilizando

o método de funcdo de Green [105], temos que encontrar a expressdo para o propagador K

45
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definido por:
LK (rlt) =0 (z>72); (5.3)
K (rlr') =d(r —r")o(¢ — ¢) (2 =2); (5.4)
K—0 (r—o0), (5.5)

de tal forma que ao conhecermos K, o problema homogéneo € resolvido:

Unom = / r'dr' dd' K (e|r') Up(£")]—sr. (5.6)

Naturalmente, € possivel expandir os campos interagentes em qualquer base ortonormal, que
aqui vamos chamar w,,, (r). Assim, ao expandirmos um feixe paraxial arbitrario B(r) obtemos:

r) =) Comlipm(T), (5.7)
pm
com ¢,,, = [ dru’,_(r)B(r). Apds substituir a expressao para c,,, na Eq. 5.7, obtemos:
P f pm p p p §4 q
B(r) = / rdr'dg' B(r', &', z) (Z W (1 8 20 ) (1, @, z)> . (5.8)

Ao impor z = 2 devido a Eq. 5.4, estabelecemos que:

Zupm ¢ 2)ttpm (1, 6, 2). (5.9)

Assim, as expressoes para o propagador K serdo:

LK = Zupm [Lupm( )] —0 (2> 7)) (5.10)
(1'\ N=0(r—r)i(¢—¢) (2=2); (5.11)
Upm = 0=>K =0 (r — 00). (5.12)

Com isso, solucionamos o problema homogéneo.
Para solucionar o problema ndao-homogéneo no espaco livre, precisamos trabalhar em uma
funcdo de Green definida por:

LG (x]¢) = 8(r —r")6(¢ — ¢')0(2 — 2'), (5.13)
Grlr')=0 (2<72), (5.14)
G—0 (r— o0), (5.15)

tal que quando a expressdo para GG é conhecida, o problema nao-homogéneo € resolvido:

Unh = /7“ dr'd¢’dz'G (x|r') ﬁP( r). (5.16)

Baseado no método utilizado para resolver o problema homogéneo, vamos definir a funcao
de Green GG em termos dos modos da base escolhida:

G(rlr')=0(z — 2K (r|r), (5.17)
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onde O(z — 2’) representa a funcdo Heaviside. Facilmente se vé que a Eq. 5.17 satisfaz as con-
di¢des das Egs. 5.13, 5.14 e 5.15. Portanto, a solu¢do final do problema serd a combinacao das
solucdes homogénea e nao-homogénea. Podemos ainda notar que a Eq. 5.17 apenas contribui
ap6s uma distancia z > 2’ = z; e, devido a fungdo Heaviside, se reduz ao propagador K. Logo,
modificamos a integral em dz para que a contribuicdo ao longo da propagacido comece em z;
até alguma posicdo z;. Assim, teremos:

Zf )
U= /T’dr’dgb’K (I’lr’) U0<r/)|z:z’ +/ dZ//T/dT,dgb’K (r’r’) ;’_kp(r/)
2 0

€
g . (5.18)
—Up+ Yt (¥) / 0z / P, (1) 3P (),
pm Zi

Agora que resolvemos o problema, podemos ainda simplicar o resultado utilizando as pro-
priedades da base ortonormal em questdo. Vamos expandir o termo de fonte ndo-linear em
termos da base

ik
260

P(r) = cpm(2)tpm(r), (5.19)

pm

onde ¢ (2) = [ rdrdgbu;m(r)%P(r). Note que aqui, ¢, atua como a integral de overlap ja
introduzida anteriormente na Eq. 2.57. E importante ressaltar que os coeficientes da expansio
para a fonte ndo-linear ndo sdo independentes da distancia de propagagcdo z. Assim, apOs
alguma algebra utilizando a propriedade de ortogonalidade da base, obtemos:

i

V() = Up0) + 3 tpm(r) / T o). (5.20)

Note que a Eq. 5.20 representa o mesmo problema apresentado no Capitulo 2, onde o primeiro
termo representa os feixes iniciais e o segundo termo estd associado ao modos criados através
da interacdo ndo-linear com o meio. O modelo apresentado nesta sec¢do utiliza uma base or-
tonormal u,,,, € uma polarizacdo P arbitrarios para resolver o problema porém, como estamos
interessados em estudar o processo de mistura por duas ondas utilizando feixes paraxiais elip-
ticos, iremos usar como base os modos IG anteriormente apresentados na Secdo 2.1 e o termo
de polarizacio associado & mistura por duas ondas P(r) = egx® U, (r)Us(r), considerando um
cristal ndo-linear fino.

5.2 Mistura de modos Ince-Gauss com paridade definida

Aqui estudaremos o processo de mistura por duas ondas utilizando os modos IG, j4 introduzidos
na Se¢do 2.1. Naturalmente, os modos IG sdo ortonormais com relacdo aos indices e a paridade:

/IGngZ’m’dS - 60,0’5p,p’ m,m’ s (521)

onde a barra esté associado ao complexo conjugado, o = {e, 0} é a paridade, § € a funcéo delta
de Kronecker e dS € o elemento diferencial de superficie associado ao plano transversal dos
modos em questdo. Neste capitulo, devido a complexidade de trabalhar matematicamente com
os polinémios de Ince C}* (-, €), S} (-, €), calculamos numericamente a integral de overlap. Para
os resultados experimentais, mais uma vez utilizamos o aparato experimental apresentado na
Secdo 3.2.
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Figura 5.1: PadrOes de intensidade tedrico e experimental para o campo gerado através da
mistura por duas ondas de modos IG, juntamente com os campos iniciais utilizados em cada
caso. Aqui, os modos inciais foram (a) Uy = IG$, e Uy = 1G5, (b) Uy = 1G5, e Uy = 1G5,. A
superposicao de modos gerada € mostrada através dos histogramas situados entre os resultados
tedricos e experimentais.

Theory Experiment

O = N W R T

S = N W R oD

Figura 5.2: Padrdes de intensidade tedrico e experimental para o campo gerado através da
mistura por duas ondas de modos IG, juntamente com os campos iniciais utilizados em cada
caso. Aqui, os modos inciais foram (a) U; = IGS; e Uy = 1GS,, (b) Uy = 1G5, e Uy = 1G5,. A
superposicao de modos gerada € mostrada através dos histogramas situados entre os resultados
tedricos e experimentais.

Theory

O = N W R oD

S = N W et

Consideramos aqui a mistura ndo-linear das possiveis combinacdes de paridade dos modos
IG, apresentando resultados tedricos e experimentais. Na Figura 5.1, apresentamos a mistura de
modos par-par, onde os modos iniciais foram (a) U; = 1GS,, Uy = IG5, e (b) Uy = 1G5, Uy =
IG3,. Misturas par-impar s3o mostradas na Figura 5.2, com feixes incidentes (a) U; = IGS,;
e Uy = IGS,, (b) Uy = IG3; e Uy = IGS,. Na Figura 5.3, referente as misturas impar-impar,
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Figura 5.3: PadrOes de intensidade tedrico e experimental para o campo gerado através da
mistura por duas ondas de modos IG, juntamente com os campos iniciais utilizados em cada
caso. Aqui, os modos inciais foram (a) U; = IG3; e Uy = IG5, (b) Uy = IGS; e Uy = 1G5,. A
superposicdo de modos gerada € mostrada através dos histogramas situados entre os resultados
tedricos e experimentais.
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utilizamos (a) U; = IGS5, Uy = IG3, e (b) U; = 1G5, Us = IGJ, como modos iniciais. Nas
Figuras 5.1,5.2 e 5.3 representamos a superposi¢do de modos gerada por histogramas situados
entre as janelas dos resultados tedricos e experimentais. Apesar de ndo termos uma derivacao
analitica, podemos inferir uma regra de selecdo para a mistura de modos IG em processos de
mistura por duas-ondas. Considerando uma mistura nao-linear de U; = IG;',,/m, el = IGg,/,/mu,
esperamos uma superposi¢ao de modos em Uy, com p < p’ + p”(mod 2), onde para cada valor
de p disponivel o indice m segue mod (p’ + p”,2) < m < p (mod 2). Adicionalmente, se
os modos iniciais tem paridades iguais (diferentes) iremos obter uma paridade par (impar) no
campo gerado.

5.3 Mistura de modos Ince-Gauss carregando MAO

Modos LG completos, i.e., carregando MAO, sdo caracterizados pela singularidade de fase
azimutal expressa por exp *+il¢, cuja frente de onda roda circularmente em torno do eixo de
propagacdo. Ainda podemos expressar tais feixes como a soma de modos LG com paridade
definida, como LG,;; = LG, +iLG;,. De forma andloga, definimos os modos IG hélicos (HIG)
como [45]:

HIG, (r,e) = IG¢,, (r, €) £ iIG), (r,¢€), (5.22)

onde agora a frente de onda rotaciona elipticamente em torno da linha definida por (|z| <
f,0, z), com dire¢do de rota¢do definida pelo sinal da Equagdo 5.22, e m corresponde a carga
topologica. Como os feixes IG com paridade impar ndo sdo definidos para m = 0, a Equacao
5.22 € definida apenas para m > 0.

Os padrdes de intensidade para a mistura por duas ondas utilizando modos HIG estao mos-
trados na Figura 5.4. Para os casos em que o campo resultante carrega MAQO, os modos iniciais
foram (a) U; = HIG{,, Uy = HIG], e (b) U; = HIG,, U, = HIGS,. Por outro lado, para
misturas que resultam em campos sem MAQO, utilizamos como modos iniciais (¢) U; = HIG;Z,
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N

Figura 5.4: PadrOes de intensidade tedrico e experimental para o campo gerado através da
mistura por duas ondas de modos IG, juntamente com os campos iniciais utilizados em cada
caso. Aqui, os modos inciais foram (a) U; = HIG}, e U, = HIGS,, (b) U; = HIG}, e Uy =
HIGH,, (¢) U; = HIG, e U, = HIG,, and (d) U; = HIGj;, e U, = HIG],. A superposigdo de
modos gerada € mostrada através dos histogramas para vortices com sentido positivo e negativo
situados entre os resultados tedricos e experimentais.
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U, = HIG,, e (d) U; = HIG;;, U, = HIG{,. Apresentamos também, posicionado entre os
resultados tedricos e experimentais, os histogramas referentes a superposicao de modos criados
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Figura 5.5: Distribuicdes de fase numericamente calculadas para os feixes gerados conside-
rando os modos iniciais carregando MAO apresentados na Figura 5.4. Aqui, os circulos s6lidos
vermelhos representam as cargas positivas e os circulos tracejados azuis se referem a cargas
negativas.

(b) n

Tabela 5.1: Regras de selecao para feixes paraxiais sobre o processo de mistura por duas ondas,
onde P = min(|l'|, |I"]).
Basis |  Order | Selection Rule |
n, < nl +n, (mod 2)
ny < ny, +ny (mod 2)
l — l/ + l//

LG, | N=2n+|l] n<n+n"(-1">0)
n<P+n+n"(l'-1"<0)

L= =1+

n<((N+N")—=1))/2

o p<p+p
1Gom N=p mod(p’ + p”,2) < m < p (mod 2)
p < p/ +p//
HIG;tm N=p mod(p’ + p”,2) < m < p (mod 2)
MNet = m' +m"

HG, n, | N =n, +ny

LGS, | N=2n+|l

para vortices girando em sentido anti-hordrio (positivo) e horério (negativo).

Baseado no principio da conservacao de MAQO, também esperamos que a carga topoldgica
seja conservada no processo de mistura por duas ondas (my. = m’ + m'). Contudo, como o
campo gerado Uy, consiste em uma superposi¢ao de modos, métodos experimentais para medir
cargas topoldgicas como difracdo por uma abertura [106, 107] e método da lente inclinada
[99], por exemplo, se tornam ndo adequados. Neste caso, estudaremos a conservacdo da carga
topoldgica contando as singularidades apresentadas na distribuicdo de fase associada a cada
padrao de intensidade apresentado na Figura 5.4. Na Figura 5.5 apresentamos as respectivas
distribui¢cdes de fase, onde as cargas positivas sio representadas por circulos s6lidos vermelhos,



52 CAPITULO 5. MISTURA DE FEIXES INCE-GAUSS

Figura 5.6: Padrdes de intensidade tedricos e experimentais para os varios valores de excen-
tricidade com modos iniciais U; = IG3; e Uy = IG5;. Aqui, mostramos a transi¢do entre 0s
modos LG com paridade definida e HG alterando o valor da excentricidade de 0 até 1000.

Theory

enquanto as cargas negativas estdo associadas aos circulos tracejados azuis. Portando, ao somar
as cargas positivas e negativas da Figura 5.5, a conserva¢do de MAO (mpy. = m’' + m”)
se torna evidente. Com isso, conseguimos finalizar o estudo de mistura nao-linear por duas
ondas utilizando feixes paraxiais. As regras de selecdo associada a cada modo paraxial estdo
apresentadas na Tabela 5.1.

5.4 Transicao entre modos Laguerre-Gauss e Hermite-Gauss

Como citado anteriormente na Se¢do 4.2, € possivel transformar um modo IG;;7, em outro LG/
ou HG,, ,, ao diminuir ou aumentar o valor do parametro de excentricidade ¢, respectivamente
[45]. Para uma transicdo entre IG <> LG, os indices se relacionam da forma p = 2n + [ e
m = [. Por outro lado, a transi¢do IG <+ HG nos leva a dois conjuntos de relacdes: para
modos IG pares temos n, = m e n, = p — m, enquanto para modos IG impares a relagio €
ne, = m—1len, = p—m+ 1. Note que em qualquer transi¢do a fase de Gouy permanece
a mesma, visto que ela depende da ordem do modo p = 2n + [ = n, + n,. Aqui, mostramos
na Figura 5.6 a transi¢do entre os modos LG < IG <+ HG alterando o valor do parametro de
excentricidade € entre 0 e 1000 considerando como modo inicial U; = 1G%, e Uy = IG5, os
mesmos utilizados na Figura 5.2 (b). Ambos resultados tedricos e experimentais visivelmente
mostram uma simetria cilindrica quando € — 0, enquanto a simetria retangular se torna evidente
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Figura 5.7: Padrdes de intensidade tedricos e experimentais para os varios valores de excentri-
cidade com modos iniciais U; = HIG3_; e U; = HIGy;. Aqui, mostramos a transi¢do entre os
modos LG completo e HG carregando MAO alterando o valor da excentricidade de 0 até 1000.

e = 1000.0

quando € — 1000. Seguindo o mesmo procedimento, apresentamos na Figura 5.7 a transi¢cdo
entre as simetrias cilindrica e retangular considerando modos carregando MAQO. Neste caso,
utilizamos como modos iniciais U; = HIG3; e U, = HIG;{;, os mesmos utilizados na Figura
5.4 (d). Aqui, a transicdo entre modos LG completos e modos HG carregando MAO, passando
por alguns modos HIG intermedidrios, fica evidente ao variarmos o valor de €.

5.5 Resumo do capitulo

Apresentamos neste capitulo o estudo referente a mistura por duas ondas envolvendo modos IG.
Através de resultados tedricos e experimentais mostramos a regra de sele¢do para a mistura de
feixes paraxiais elipticos considerando as possiveis combinacdes de paridade entre eles. Neste
caso, considerando modos inicias U; = IGg,/m, elU; = IGg,'fm,,, esperamos uma superposi¢ao de
modos em U, com p < p’ 4 p”(mod 2), onde para cada valor de p disponivel o indice m segue
mod (p' + p”,2) < m < p (mod 2), e para modos iniciais com paridades iguais (diferentes)
obtemos uma paridade par (impar) no campo gerado. A mistura de modos HIG carregando
MAO também foi considerada, nos levando a finaliza¢do dos estudos fundamentais de mistura
por duas ondas envolvendo feixes paraxiais. A transi¢do entre modos LG < IG <> HG através
do valor do parametro de excentricidade, tanto para o caso em que os feixes iniciais possuem
paridade definida quanto para o caso em que carregam MAOQ, foi mostrada.
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Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Consideracoes finais

Nesta tese apresentamos o processo nao-linear de mistura por duas ondas, onde os resultados
foram divididos em trés partes. Primeiramente, no Capitulo 2, introduzimos uma base tedrica
necessdria para o entendimento do processo de mistura de dois vortices Opticos.

Iniciamos a apresentacdo dos resultados no Capitulo 3, onde a mistura de feixes LG foi
considerada. Aqui, utilizando vortices dpticos carregando carga topoldgica arbitréria e ordens
radiais iniciais ndo-nulas, levantamos uma discussdo mais profunda sobre a criagdo de novas
ordens radiais na zona de Fraunhofer pelo processo nao-linear aqui considerado. Portanto,
em contradicao a trabalhos publicados anteriormente, podemos afirmar que um cuidado maior
deve ser tomado ao analisar as ordens radiais pela distribuicdo de intensidade de um campo
gerado por mistura por duas ondas. Particularmente para o caso em que os vortices iniciais
carregam cargas topoldgicas com valores absolutos diferentes, a superposi¢ao de campos gerada
apresentara uma quantidade de anéis adicionais diferentes quando p’ = 0,p” # 0 ou p/ #
0,p” = 0. Isso ocorre pois a integral de overlap normalizada assume valores diferentes para os
dois casos, levando a uma superposi¢do de modos diferentes no campo gerado, apesar da regra
de selecdo nos dizer que deveriamos observar 0 mesmo nimero de anéis adicionais.

Ainda no Capitulo 3, consideramos a mistura ndo-linear de dois vértices carregando cargas
topoldgicas fraciondrias com o intuito de observar o nascimento de um vortice e a formacao de
novas ordens radiais na zona de Fraunhofer. Para isso, extendemos o célculo da integral de over-
lap normalizada considerando que os vortices podem carregar cargas topoldgicas ndo-inteiras,
nos levando a uma nova regra de selecdo. Ao incrementar lentamente a carga topoldgica de um
dos feixes iniciais, podemos observar na distribui¢ao de intensidade do campo distante tanto o
nascimento de um vortice quando a formacdo de anéis adicionais. Adicionalmente, confirma-
mos que o procedimento reproduz exatamente o que € previsto na literatura ao analisarmos o
padrdo de fase de cada mistura aqui considerada.

Partindo para o Capitulo 4, a mistura ndo-linear de feixes HG € agora considerada. Iniciamos
a segunda parte dos resultados apresentando uma propriedade interessante. Ao considerarmos
a mistura de dois feixes HG com indices n’,m’ e n”, m”, respectivamente, o campo gerado
carregard um modo dominante com indices n = n’ +n” e m = m’ + m”. Assim, utilizando
essa propriedade, apresentamos uma possivel aplica¢do para este processo ndo-linear. Se agora
considerarmos inicialmente uma superposicao de campos, ao invés de um tnico modo inicial,
iremos obter através do cdlculo da integral de overlap normalizada uma superposi¢do de mo-
dos no campo gerado. Logo, se os pesos dos modos iniciais forem escolhidos corretamente,
podemos gerar no campo distante uma superposicdo de modos que representam um outro feixe
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expandido na base HG. Isso possibilita a conversao modos HG em modos de diferentes sime-
trias, como LG e IG, por exemplo. Mostramos como a escolha dos pesos de cada modo inicial
deve ser realizada para que seja possivel a conversdo, juntamente com a limitagdo do método
aqui apresentado.

Por fim, no Capitulo 5 estudamos a mistura ndo-linear de modos 1G. Para isso, utilizamos
uma abordagem tedrica alternativa que se baseia no método de fun¢do de Green. Realizando a
mistura de modos IG com paridade definida, conseguimos obter a regra de sele¢io para tais mo-
dos em processos de mistura por duas ondas. Modos HIG carregando MAO arbitrario também
foram considerados, completando o estudo fundamental de feixes paraxiais em mistura de duas
ondas. A transicdo entre modos HG e LG também foi mostrado ao alterarmos o valor para o
parametro de excentricidade dos feixes iniciais, considerando também o caso em que 0s campos
carregam MAO.

6.2 Propostas de continuidade

Ainda se referindo a processos nao-lineares de segunda ordem, temos propostas de realizar a
mistura de duas ondas utilizando niobato de s6dio em p6 como meio nao-linear. Este € um tra-
balho inovador pois, baseado nas publicac¢des recentes, a mistura de campos opticos em meios
nao-lineares altamente difusivos ainda nao foi considerada. Partindo para misturas envolvendo
outros tipos de feixes, estd em andamento a andlise do processo de mistura por duas ondas
utilizando feixes ndo-paraxiais (feixe Bessel, por exemplo). Uma recente colaboracao com pes-
quisadores da Universidade Federal Rural de Pernambuco (UFRPE) nos possibilitou expandir
os estudos de conversdo de frequéncias aqui realizados para sua utilizacdo em processos de
mistura por quatro ondas utilizando vapor de rubidio (Rb*”) como meio ndo-linear.

Outras perspectivas sao consideradas envolvendo outros efeitos nao-lineares. Baseando-se
em um trabalho realizado com a colabora¢@o da Prof. Natalia Litchinitser na Duke University,
pretendemos analisar a inducdo de instabilidade modulacional em feixes carregando MAO ao
se propagar em meios com nanocoldides metélicos suspensos. Aqui, o efeito térmico passa a
ser importante na dindmica, juntamente com as propriedades de absorcdo e espalhamento das
nanoparticulas metdlicas. Ainda neste conceito, a anélise tedrico-computacional de formacao de
sOlitons em nanocoldides suspensos utilizando feixes Airy esta sendo desenvolvida. Por ultimo,
a formacgdo de redes Opticas utilizando cristais ndo-lineares fotorefrativos € outra perspectiva,
onde a propagacao de feixes estruturados em redes dpticas pode ser estudada.
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Apéndice A

Calculo da integral de overlap para os
modos Laguerre-Gauss

Aqui calcularemos explicitamente as expressoes para a integral de overlap considerando a mis-
tura nao-linear de modos LG carregando MAO e ordens radiais arbitrarios. Substituindo a
Equacio 2.13 na Equagdo 2.57:

ll o ’l’M a o0 <\/_7')|l|+|l/|+|l”|
ppp” 7T3 Woyy W1 Wo rdr TN
w1 0 Wa,, Wy Wy

2 r2 2 2 2
(% ) (2) ) (22)  (£9408) [ s
p P
w2w wy %) 0

Facilmente se vé& que as condigdes de casamentos de fase (ko = k1 + ko) e de frente de onda
(2row = 2R, = Zg,) geram o cancelamento de alguns termos na equagdo acima e cria uma
relacdo entre os diametros dos feixes:

(A.1)

1 1 1
= — + = (A2)

2 2 T 9
Wy, wy W3

além de explicitar a conservagao das cargas topoldgicas [ = [ + [” através da integral em 6.
Ap6s realizar a mudanga de varidvel v = 2r? /w3, e {; = (waw/w,)?, com j = 1,2 represen-
tando os feixes iniciais, obtemos:

wiy /Z/M 1 ‘Z/H-l |l”|+1
R, =010 §
pp'p + |l|+|l’|+|l”|+1 1 2

X/ d (w%ﬁ)mw |+t 'Lﬁ'(x)Llff'(glx)Lﬁf,"(§2x)e—f
0

_5 2 Mlep/l/Mp//lll ‘l/‘_"_l |l//|+1
o+ ——— £1 52
m W9,

o ESIESI / " e
></0 dex ™ 2 L]L”(:U)Lj‘ol/l(ﬁlx)l/g,/|(§2x)e :

(A.3)

Para normalizar a Equagdo A.3 faremos uso do overlap fundamental:

Rt = \/; Sk (A4)

Waw

que nos leva a integral normalizada de overlap:
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17117
RYL
we _ Clppp” M U]
App/p/l —_— R888 —_ 6l7l/+ll!Mlep/l/ p//l// 1 52

o0 (A.S)
U+ 1) / " Cw
X /0 dex ™ 2 Llf‘ (x)leol/l(ﬁw)Lg,,l(fzx)e :

Agora, continuaremos a derivagdo das expressdes separando em duas situacdes: conside-
rando os modos LG iniciais com ordens radiais nulas e nao-nulas.

A.1 Ordens radiais iniciais nulas

Considerando p’ = p” = 0, podemos reduzir a Equagao A.5 fazendo uso de:

L= =1,

1
MOZ’ — |l,|‘7

1 (A.6)
MOZ” - )

l/ l// _ l/ ll/

Assim, a integral normalizada de overlap € simplificada para:

71T o
1 p: 1o 1o —x
Ao = \/mll’lulnll/o daa P LA () e, (A.7)

no qual j4 foi aplicada a delta de Kronecker associada a conservagao de carga topoldgica d; 4
e, por isso, foi omitido o indice [ em Agé/(;. Agora, utilizando a relag@o de ortogonalidade dos
polindmios de Laguerre,

/OO 2" LF (2L (2)e™™ = (n+k)!

=G (A8)
0 .

e a expansao do mondmio em termos dos polindmios de Laguerre,

p e (=D)"Plk+P)
v :Z((P—)m)!gk—l—m))!Lm(x)’ (A.9)

obtemos a expressao:

v (CDPPUP 4 1)) &'e)” (A.10)
»00 (P —p)! plp + I+ )|

para (p < P) e Ablg = 0 parap > P.

Devemos agora tratar duas situacdes diferentes a depender das helicidades relativas entre os
feixes iniciais, i.e., a depender o sinal das cargas topoldgicas associadas aos modos incidentes.
Assim, obtemos as regras de sele¢do para os vortices co-rotacionando e contra-rotacionando.
Para o caso em que os vortices co-rotacionam (I’ - I > 0), obtemos:
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\l’ |l L17r
. (11 + 17])!
ApOO = \/ |l,|'|l,,|' ) (All)

parap = O e ApOO = O para p > 0. Aqui, P = 0 e ndo ha ordens radiais adicionais criadas
no campo gerado pelo processo de mistura nao-linear. Quando os voértices contra-rotacionam
(I"-1" < 0) obtemos:

l/ l//
N7 G Y < o 1 A12)
(P =)\ plp | )Y
parap < Pe Agé'(; = (O para p > P. Neste caso, P = min(|l|, |l”|) e novas ordens radiais sdo
criadas até o valor mimino entre || e |I”|.

A.2 Ordens radiais iniciais nao-nulas

Com o intuito de generalizar a expressdo para a regra de selecdo, vamos considerar agora que
as ordens radiais iniciais dos modos incidentes sdo ndo-nulos (p’ = p” # 0.). Com isso, alguns
passos sdo adicionados na derivacdo para a expressao de Aﬁ;f,;,,. Primeiramente, vamos aplicar
a seguinte expansdo para os polindmios de Laguere na Eq. A.5:

p

-l- l) J,’m
Lya) = (-1 — A13
a fim de obter:
' Iz U el
Aﬁ?lpp 5l,l/+l" lM ’Z’M 1 |l |l |/ L|l|( )

" p +1) (Ga)" o~ (=D +1")! (fﬂ)neﬁ
> z(

(+m)t ml = (p" —n)l(I”+n)! nl

\ll \
+ +
= Sy M ZM/Z/M”,,E E g2 e "

m=0 n=0
(=)™ + D" + [
mlnl(p = m)!(|l'] + m)!(p” — n)!I(I"] + n)!

)/ dxx'l/“”HPerJ“"LLfl(x)e_m,
(A.14)

Fazendo uso de M, = /p!/(p + |I|)!, da expansdo apresentada na Equacdo A.9 e da pro-
priedade de ortogonalidade dos polindmios de Laguerre (Equagdo A.8), chegamos na expressao
para a integral de overlap normalizada:

\z| u | APNANeY PNV ! 17\
we tm S [P/ + (V)N + (1))
Ay = 225 \/ plp+ I +1"))!

m=0 n=0

(A.15)
(=Dt (P +m+ )" +1"+ P+ m +n)!

mnl(p! — m)!(|I'] + m)!(p” — n)!(JI"| + n){(P +m +n — p)!’
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ll/l// .
parap < P+ m+ne App,p,, = 0 para p > P + m + n. Novamente, aqui separamos 0s

comportamentos da integral de overlap para voértices co-rotacionando e contra-rotacionando.
Para os modos co-rotacionando (I' - I” > 0, P = 0), obtemos:

p

vor 14 1| Mo t11 (0o IV (o 4N
wr Wy o [ (0 + U (P + [17]))!
App/p” - Z Zéf & \/ p!(p+ |l’ + luD!

m=0 n=0 (A16)
" (=)™ (m 4+ n)!(|I' + 1" +m + n])!
mnl(p' — m)!(|U'] + m)!(p” — n)! (|| + n)!(m +n —p)!’
parap < m+ne A%;H = 0 para p > m + n. Utilizando vértices contra-rotacionando
(I"-1" <0), a integral de overlap normalizada resulta em:
All/l// _ zp: i§@+m€l;’+n p/!p//!(p/ + ’l/’)](p/ + |l//‘)|
v IERTERCL
m=0 n=0 ' ‘ (A.17)

(=)PFm (P 4 m+n)(|I' +1" + P+ m +n|)!
mn!(p/ — m)!(JI'] + m)!(p” — n)!(JI"] + n)[(P +m +n — p)!’

parap < P+m+ne AZ;Z,;,, = (0 para p > P + m + n. Neste caso em que as ordens radiais
iniciais sdo nao-nulas, novas ordens radiais sdo criadas independentemente se os vortices co-
rotacionam ou contra-rotacionam. Note que o procedimento para obter a expressdo referente
a vortices interagindo carregando MAO fraciondrio segue igualmente ao realizado nesta se¢ao,
porém a expansdo na Equacdo A.9 se torna zFtmtn = STLPIEmAR o pa () onde ¢ = (| P] +
m+n)l(q+ |P| +m+n)l/(|P]+m+n—k)l(qg+ k). Como P pode assumir valores
ndo-inteiros e cada passo k assume apenas valores inteiros, temos que utilizar a fun¢do piso.



Apéndice B

Calculo da integral de overlap para os
modos Hermite-Gauss

Agora iremos realizar os célculos a fim de obter a expressdo para a integral de overlap norma-
lizada referente aos modos Hermite-Gauss dada pela Equagdo 4.5. Primeiramente faremos uso
da seguinte relacdo para a fungdo geradora dos polindmios de Hermite:

n

H,(yz) = % [exp(2vat — t7)]

5 (B.1)
t=0

que ao substituirmos na integral envolvendo trés polindmios de Hermite na Equacdo 2.57 obte-
mos:

i am o o
0 1¥%2 (B2)
% /dl‘e_xz €2x(t0+71t1+72t2)—(tg-&-t%-i-t%)
ti:07
onde a integral acima resulta em:
/dxe—x26296(t()+’71t1+’72t2)—(tg+t%+t§) — \/7_1_6(t0+71t1+72t2)2—(tg+tf+t§). (B3)

Aqui, podemos simplificar o calculo da integral de overlap normalizado para o caso em que
o didmetro dos feixes sdo iguais (y; = 72 = 1/4/2). Assim, apés derivar a expressio m vezes
para a coordenada x e n vezes para a coordenada y e fazer ¢, = 0 obtemos:

n,q,s 000 ryn,q,s ot m—(t1—t2)%/2
Am,p,r :AoooDm,p,rW [(lﬁ +1t)"e }
1¥v2 -
' (B.4)
a‘H-s ,
X | (t1 4+ t5) e~ (t1t2) /2]
g L+ )" i

com Des = \/2-(miptrntats) [mlplrinlgls! e AJ)) ¢ uma constante de normalizagdo.
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Apéndice C

Teoria da lente convexa inclinada

Serd apresentado neste apéndice a teoria para o entendimento do processo de medir a carga
topolédgica de um vortice 6ptico utilizando uma lente convexa inclinada [99]. Vamos considerar
um campo optico Uy (x1,y1) se propagando através de uma lente com inclinagéo 6 e distincia
focal f localizada em z, até alcancar uma distancia z arbitraria. Aqui, faremos uso do método
da matriz transferéncia [108]. Para esse caso, as matrizes tranferéncia para uma lente inclinada
€ para uma propagacao no espago livre sdo, respectivamente:

| | 0
M, = ((I, Zf) , (C2)
(C.3)

onde I € a matriz 2 x 2 identidade e C é:

secd O
C= ( 0 cos 9) ' €4
Portanto, a matriz transferéncia total M,,; é dada por:
A B
M;: = M\MM,, = (—C/f D) ) (C.5

Aqui, A, B, C e D sdo matrizes diagonais 2 x 2 com elementos a;, b;, ¢; € d;, respectivamente.
Os elementos dessas matrizes sao:

c1 = secf,co = cos b, (C.6)
a;=1—zc;/f,d=1— zpc;/f, bj = 20 + 2d;, (C.7)

com j = 1,2. Agora, definimos dois vetores coluna ry, r, de tal forma que seus respectivos
transpostos sdo dados por vetores linha r! = (;,j;), com ¢ = 1,2. Utilizando a integral
generalizada de Huygens-Fresnel [65], o campo Us(z9,y>) a uma distdncia z apds a lente é
dada por:

i/ A
Ua(22,y2) = |B/]1/2 //d$1d91U1 T1,y1)e” (/e re) (C.8)
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onde |B| = |b;1by| é o determinante de B, A é o comprimento de onda do campo 6ptico e
o(ry,ry) =r] B 'Ar; + riDB 'Ar, — 2rl B~ 'r,. (C.9)

Como exemplo, iremos utilizar como vortice éptico um campo inicial complexo com mo-
dulacdo Gaussiana da forma:

2 2

_ 901+Z/1>

. w?2
Ui(z1,191) = (21 +iey1) " e ( 0 (C.10)
com e = *+1 e wy € a cintura do vortice. Em geral, vértices Opticos carregando carga topold-

. . ey . m .
gica m podem ser abordados matematicamente utilizando (z; + icy;)" que, ao ser expandido
binomialmente, € possivel realizar a integracdo apresentada na Equagdo C.9 em termos dos

polindmios de Hermite H,,(x). Apés a integragdo, o campo Us(z2, y2) é dado por:

kwlwg(i/2)m+1 _ 2 2 1T + iéang
U _ (BragtBays) ympp [ 222 T 27202 C.11
2(9527192) |blb2|1/2 € v ~ 9 ( )
onde k =271/ e
1 1 ka;
= — i, (C.12)
wi - wp 2b;
kw? kw;\>  kd;
CY] ij 7/8] ( 2bj ) +7I2bj77 (wl w?) ( )

Portanto, o campo final é modulado pelo polindmio de Hermite H,,(x), com o indice m sendo
a carga topoldgica do vortice Optico inicial.
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